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Résumé

Les objets se sont imposés omme un onept informatique inontournable :

les prinipaux langages de programmation utilisés atuellement ont soit été

onçus à la base pour permettre e style de programmation, soient ont été

étendues ave les onstrutions néessaires.

Le language ML est un langage fontionnel statiquement typé ave synthèse

de type. L'addition d'objets à e langage s'avère di�ile, notamment à ause

des ontraintes très fortes néessaire a�n de pouvoir synthétiser les types.

Ce travail présente une extension de e langage ave des objets et des lasses

qui s'intègre bien ave les autre onstrutions de ML, tout en étant très expres-

sive. Nous dérivons en détail l'ensemble de ette extension : nous présentons

le typage des objets et des lasses, et montrons omment es ontrutions sont

ompilées.
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Introdution

Pourquoi des objets ?

Les objets se sont imposés omme un onept informatique inontournable.

Leur prinipal atout est de permettre une meilleur modularité : les lasses dé-

�nissent un déoupage du ode en di�érents omposants ayant une interfae

bien dé�nie ; l'héritage permet d'étendre et de modi�er es omposants ave

une grande souplesse. Comme les modules de ML remplissent une fontion si-

milaire, le besoin d'objets se fait beauoup moins sentir dans ML que dans

d'autres langages possédant un système de modules plus faible. Le méanisme

d'héritage n'a ependant pas d'équivalent en souplesse au niveau des modules.

De plus, il existent divers domaines dans lesquels les objets exellent alors que

les onstrutions disponibles dans ML s'avèrent peu adaptés. Les objets sont

alors typiquement utilisés omme des sortes de modules de première lasse, que

des enregistrements ontenant des fontions ne permettent de modéliser qu'im-

parfaitement dans ML. Un premier de es domaines est l'ériture d'interfaes

graphiques, où les divers omposants graphiques se manipulent très naturelle-

ment omme des objets. Un seond domaine est elui des servies distribués.

Par exemple, un lient peut se onneter dynamiquement à di�érents serveurs.

L'interfae de es serveurs est typiquement similaire, et peut être matérialisée

par un ensemble de fontions que l'on peut grouper sous forme d'un objet. Ces

di�érents points justi�ent l'importane d'une extension de ML ave des objets.

Enjeux et di�ultés

L'expériene montre qu'étendre ML ave des objets est un problème di�-

ile. Ainsi, malgré les nombreux travaux e�etués sur le sujet, Objetive Caml

reste toujours le seul langage fontionnel possédant des objets et ayant dépassé

le stade de prototype. La di�ulté majeure réside dans la synthèse du type.

Il nous paraissait essentielle de onserver ette aratéristique lé de ML, qui

impose une ontrainte très forte sur le système de types. Mais d'un autre �té,

nous ne voulions pas que ette ontrainte nuise à l'expressivité du système de

types, que nous souhaitions au moins omparable à elui des langages à objets

existants. Nous pensons qu'Objetive Caml représente un très bon ompromis

entre expressivité et failité d'utilisation, remplissant es deux objetifs.

6
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Notre ontribution

L'étude par Didier Rémy des enregistrements extensibles et de leur typage

dans ML à servi de point de départ à ette thèse. Un objet, vu de l'extérieur, se

omporte en e�et omme un enregistrement dont les hamps sont ses méthodes.

Un important travail restait à e�etuer a�n de mettre en ÷uvre e résultat en

pratique. Tout d'abord, le système de types proposé par Didier Rémy est stru-

turelle : le type d'un enregistrement n'y est pas un onstruteur opaque omme

en ML, mais est dé�ni omme la liste des types de ses hamps. Par onséquent,

le type d'un objet est potentiellement très grand. Il peut en e�et ontenir les

types de nombreuses méthodes, et es types peuvent eux-même ontenir des

types d'objets. Il était don impératif de développer un méanisme d'abrévia-

tions su�samment puissant et faile à utiliser pour ontrer ette di�ulté. Par

ailleurs, alors que le type des objets était pratiquement dité par notre hoix de

système de types, le typage des lasses restait entièrement à onevoir. En�n, il

fallait également obtenir une ompilation e�ae des objets.

Notre travail ne s'est pas limité à la oneption d'Objetive Caml, et nous

avons également suivi di�érentes pistes à la reherhe d'améliorations possibles.

Ainsi, les lasses d'Objetive Caml peuvent avoir des méthodes privées, qui ne

sont pas néessairement visibles dans leurs sous-lasses. Les méthodes publiques

doivent ependant rester présentes. Cette limitation nuit à la modularité. Rieke

et Stone [30℄ ont montré qu'il était possible de onevoir un langage dans le-

quel n'importe quelle méthode peut être masquer a posteriori. Leur résultat ne

s'étend ependant pas diretement à un langage ave méthodes binaires. Nous

avons montré omment le faire, par une di�érente approhe du problème. Une

autre diretion onsidérée a été le rapprohement des modules et des lasses.

Il serait en e�et souhaitable d'éviter la présene de deux onstrutions aussi

similaires dans Objetive Caml. Nous avons ainsi proposé une fusion des deux

onstrutions.

Plan

Le premier hapitre est un hapitre d'introdution. Des notions générales

dont nous ferons usage par la suite y sont présentées. Nous ommençons par

dérire rapidement un langage à objets a�n d'en exposer les onepts prinipaux.

Puis nous présentons Mini-ML, un alul reprenant les notions essentielles de

ML. Finalement, nous dérivons une extension simple de e alul ave des

objets.

Le deuxième hapitre est onsaré à une formalisation de la partie objets

d'Objetive Caml, que nous appelons Objetive ML. A�n de lari�er la pré-

sentation, nous ommençons par présenter une version simpli�ée de e alul.

Puis nous dérivons la version omplète et en montrons sa orretion. Le alul

présenté n'a pas de lasse. Nous dérivant don �nalement omment l'étendre

ave des lasses.

Le troisième hapitre détaille la synthèse de type. Dans une première partie,

nous dérivons l'algorithme de synthèse et montrons sa orretion et omplétude.

Le méanisme d'abréviations de types d'Objetive Caml est exposé dans la

seonde partie détaille .

Le quatrième hapitre présente la mise en ÷uvre des résultats préédents
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dans Objetive Caml. Il dérit la ompilation des objets et des lasses.

En�n, les deux derniers hapitres explorent des possibles variantes du lan-

gage. Le inquième hapitre dérit ainsi un alul d'objet dans lequel le mas-

quage des méthodes d'une lasse est possible a posteriori même en présene de

méthodes binaires. Le sixième hapitre montre omment de fusionner lasses et

modules en une même onstrution.



Chapitre 1

Généralités

Nous ommençons e hapitre en préisant quelques notations générales uti-

lisées dans le reste de e doument. Puis nous faisons une présentation rapide

d'un langage à objets, e qui nous permet d'introduire les prinipaux onepts

assoiés aux objets. Dans un troisième temps, nous dérivons un noyau pur de

ML et dé�nissons sa sémantique et son système de type. Nous donnons alors une

extension simple de e alul ave des objets, montrant ainsi omment eux-i

peuvent être typés dans ML. En�n, nous disutons de e qui manque à e alul

pour obtenir un langage à objets su�samment expressif.

1.1 Quelques notations

Le domaine d'une fontion f est notée domf . L'image de ette fontion

est noté imf . La restrition d'une fontion à un domaine A est notée f j

A

. La

fontion notée f ; (x = a), ou f ; (x : a), est la fontion qui à x assoie a et qui

est autrement dé�nie omme f . Plus généralement, nous dé�nissons f ; f

0

par

(f ; f

0

)(x) = f

0

(x) si x 2 domf

0

= f(x) sinon

Nous utilisons la notation f � g pour indiquer que la fontion g étend la fontion

f , 'est-à-dire, que le graphe de g ontient elui de f .

Nous utilisons souvent des séquenes, dé�nies par une grammaire de la forme

L ::= ; j L; (x = a). Ces séquenes peuvent être onsidérées omme des fontions

en utilisant la dé�nition suivante :

(L; (x = a))(x) = a

(L; (x

0

= a))(x) = L(x) si x 6= x

0

Si L est une telle séquene, on se permettra don de la onsidérer omme une

fontion et d'érire, par exemple, L(x), et nous noterons Lj

A

la séquene sem-

blable à L mais ne ontenant que des liaisons de domaine A.

On dé�nit également la onaténation de deux séquenes par

L; ; = L

L; (L

0

; (x = a)) = (L;L

0

); (x = a)

On véri�e que ette notation est ohérente ave elle similaire pour les fontions.

9
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1.2 Introdution aux objets

Nous faisons ii une présentation rapide d'Objetive Caml, a�n d'introduire

les aratéristiques typiques d'un langage à objets.

Un objet est omposé d'un ensemble de valeurs, ses variables d'instane et

d'un ensemble de fontions, des méthodes permettant de manipuler es valeurs.

Les objets sont réés à l'aide de lasses, qui dérivent leur ontenu. Voii par

exemple une lasse dé�nissant des points :

lass point =

objet

val mutable x = 0

method position = x

method déplae d = x <- x + d

end;;

Les objets de ette lasse ont une variable d'instane x et deux méthodes

position et déplae. La variable x est modi�able (mot lé mutable) et sa

valeur initiale est 0. La méthode position retourne la valeur de x. En�n, la

méthode déplae prend un argument d et l'ajoute à la valeur de x.

La onstrution new point permet de réer une instane de ette lasse,

'est-à-dire de dériver un objet de ette lasse.

Seules les méthodes sont aessibles depuis l'extérieur d'un objet. Le type

d'un objet ne ontient don que la liste de ses méthodes ave leur types. Ainsi,

le type d'un objet de la lasse point est hposition : int; déplae : int ! uniti.

L'expression p#position appelle la méthode position de l'objet p. Pour un

objet nouvellement réé de la lasse point, la valeur de ette expression serait 0.

Après l'évaluation de l'expression p#déplae 3, un nouvel appel de la méthode

position retournerait 3.

La dé�nition d'une méthode peut faire référene à l'objet auquel elle appar-

tient. Une méthode peut de ette façon appeler une autre méthode du même

objet. Pour ela, une variable représentant et objet (nommée dans la lasse sui-

vante moi) est introduite au début du orps de la lasse. La méthode affihe

l'utilise pour appeler la méthode position.

lass point_imprimable init =

objet (moi)

val mutable x = init

method position = x

method déplae d = x <- x + d

method affihe = print_int (moi#position)

end;;

Il est possible de dériver une nouvelle lasse à partir d'une ou plusieurs lasses

existantes, par héritage. La lasse �lle reprend les méthodes et les variables

d'instanes de ses parents et peut en modi�er les dé�nitions et rajouter de

nouveaux omposants. On peut ainsi partager du ode entre plusieurs objets

similaires. La lasse point_oloré i-dessous reprend ainsi la dé�nition de la

lasse point et y ajoute la méthode ouleur.

lass point_oloré  =

objet

inherit point

method ouleur = 
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end;;

Une lasse peut ontenir des méthodes qui ne sont pas enore dé�nies, mais

peuvent déjà être appelées par d'autres méthodes : e sont des méthodes abs-

traites. Elle devront être dé�nies dans une sous-lasse pour que l'on puisse réer

une instane de ette sous-lasse. La lasse suivante dé�nit ainsi le shéma de

la lasse point :

lass point_abstrait =

objet

method virtual position : int

method virtual déplae : int -> unit

end;;

La lasse qui suit fournit une dé�nition de la méthode déplae, qui utilise la

méthode position

lass point_moins_abstrait =

objet (moi)

inherit point_abstrait

val mutable x = 0

method déplae d = x <- moi#position + d

end;;

Lorsque l'on hérite d'une lasse, on a parfois besoin de modi�er la dé�ni-

tion d'une méthode tout en gardant un aès à la dé�nition préédente. Dans

l'exemple suivant, l'identi�ateur père permet d'aéder aux dé�nitions des

méthodes héritées de la lasse parente point_imprimable. En partiulier, la

méthode affihe peut utiliser sa dé�nition préédente.

lass point_oloré_imprimable init  =

objet (moi)

inherit point_imprimable as père

method ouleur = 

method affihe =

print_string "(";

père#affihe;

print_string ", ";

print_string (moi#ouleur);

print_string ")"

end;;

Il est possible de dé�nir des méthodes qui ne seront pas aessibles depuis

l'extérieur des objets d'une lasse. Ces méthodes privées ne peuvent être appe-

lées que depuis d'autres méthodes du même objet. Ainsi, le type d'un objet de

la lasse point_restreint i-dessous est hposition : int ; pousse : uniti.

lass point_restreint init =

objet (moi)

val mutable x = init

method position = x

method private déplae d = x <- x + d

method pousse = moi#déplae 1

end;;

Les méthodes privées sont héritées.

La onstrution suivante permet de dé�nir un type de lasse :
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lass type restrition =

objet

method position : int

method pousse : unit

end;;

Ce type peut être utilisé pour masquer les méthodes privées et les variables d'ins-

tane d'une lasse, à l'aide d'une ontrainte de type. Ainsi, seules les méthodes

publiques position et pousse sont enore visibles dans la lasse i-dessous (la

méthode déplae n'est plus diretement aessible) :

lass point_plus_restreint = (point_restreint : restrition);;

Une méthode peut prendre parmi ses arguments un objet de même type que

l'objet auquel elle appartient. Une telle méthode s'appelle une méthode binaire.

Dans la lasse suivante, la variable de type 'a est liée au début du orps de la

lasse au type de moi. La méthode égale est don une méthode binaire.

lass virtual omparable =

objet (moi : 'a)

method virtual égale : 'a -> bool

end;;

On peut hériter de ette lasse a�n de dé�nir des points pouvant être omparés :

lass point_omparable =

objet

inherit point

inherit omparable

method égale p = (x = p#position)

end;;

Le type d'un objet de ette lasse est réursif : �(�)hposition : int ; déplae :

int ! unit ; égale : � ! booli. Ce type se lit omme le type in�ni � véri�ant

l'égalité : � = hposition : int ; déplae : int ! unit ; égale : � ! booli.

1.3 Mini-ML

Cette setion introduit un petit alul possédant les traits prinipaux de

ML. Ce alul servira de base aux di�érents aluls d'objets que nous dérirons

par la suite. Cette présentation nous donne également l'oasion de �xer de

nombreuses dé�nitions et notations.

1.3.1 Syntaxe

Les expressions du alul sont dé�nies par la grammaire suivante :

a ::= x Variable

j �(x)a Abstration

j a(a) Appliation

j let x = a in a Dé�nition
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Dans ette grammaire, x est élément d'un ensemble in�ni d'identi�ateurs. L'ex-

pression �(x)a représente une fontion de paramètre x et de orps a. L'expres-

sion a(a

0

) dénote l'appliation d'une fontion a à un argument a

0

. L'expression

let x = a in a

0

donne à x la valeur de l'expression a dans l'expression a

0

.

On dé�nit par indution sur la syntaxe la notion de variables libres d'une

expression :

VL(x) = fxg

VL(�(x)a) = VL(a) n fxg

VL(a(a

0

)) = VL(a) [VL(a

0

)

VL(let x = a

0

in a) = (VL(a) n x) [VL(a

0

)

Les variables apparaissant dans une expression et qui ne sont pas libres sont

appelées variables liées. Deux expressions seront onsidérées égales si elles ne

di�èrent que par un renommage de leurs variables liées.

1.3.2 Sémantique

Dé�nir une sémantique onsiste à donner une signi�ation aux expressions

du langage. Plusieurs types de sémantiques existent. Celle que nous allons pré-

senter est une sémantique opérationnelle, dérivant omment les expressions sont

évaluées. Cette sémantique est dé�nie par des règles de réériture : nous allons

indiquer omment se transforment ertaines portions d'expressions ainsi que les

endroits dans une expression où une telle transformation peut avoir lieu. Nous

dé�nissons ainsi une étape de rédution. L'évaluation onsiste en une suite de

telles étapes. Elle peut ne jamais s'arrêter (elle diverge), ou se terminer sur une

expression sur laquelle auune règle ne s'applique. Un ensemble de valeurs dé-

�nit les expressions sur lesquelles l'évaluation est autorisée à s'interrompre. Les

autres expressions auxquelles on peut aboutir orrespondent à des erreurs.

Les valeurs de e alul sont les fontions :

v ::= �(x)a

Il y a deux règles de rédution, indiquant omment une appliation de fontion

et une dé�nition se transforment. Elles dé�nissent une relation de rédution

loale �!.

(�(x)a)(v) �! afv=xg

let x = v in a �! afv=xg

L'appliation d'une fontion à une valeur v onsiste à remplaer le paramètre x

de la fontion par ette valeur dans le orps de la fontion. De manière similaire,

pour une dé�nition, la variable x est remplaée par sa valeur v dans l'expres-

sion a (on pourrait en fait onsidérer l'expression let x = a

0

in a omme du

sure syntaxique, représentant l'expression (�(x)a)(a

0

)). Ce remplaement, noté

afv=xg, s'appelle une substitution. Les substitutions sont dé�nies omme suit,

par indution sur la syntaxe (dans le as des fontions et du let, un renommage

des variables peut être néessaire) :

xfv=xg = v
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x

0

fv=xg = x

0

si x

0

6= x

(�(x

0

)a)fv=xg = �(x

0

)(afv=xg)

si x

0

n'est pas libre dans v et x

0

6= x:

(a(a

0

))fv=xg = afv=xg(a

0

fv=xg)

(let x

0

= a

0

in a)fv=xg = let x

0

= a

0

fv=xg in afv=xg

si x

0

n'est pas libre dans v et x

0

6= x:

Il est à noter qu'une appliation n'est réduite que lorsque son argument est une

valeur (appel par valeur).

Les deux opérations de rédution présentées plus haut ne peuvent pas avoir

lieu n'importe où dans une expression. Par exemple, pour une appliation a(a

0

),

on déide de ommener par évaluer la fontion a avant d'évaluer son argu-

ment a

0

. On peut ainsi s'assurer que la rédution est déterministe. Ce ontr�le

est e�etué en utilisant des ontextes d'évaluation. Ceux-i sont dé�nis par la

grammaire suivante :

E ::= [_℄

j E(a)

j v(E)

j let x = E in a

Le trou [_℄ indique où peut avoir lieu la rédution. Ces ontextes permettent

d'étendre la relation de rédution loale en une relation de rédution portant

sur l'ensemble des termes et dé�nissant une étape de rédution par la règle

suivante : E[a℄ �! E[a

0

℄ ssi a �! a

0

.

On véri�e que si une expression a se met sous la forme E[a

0

℄ où a

0

peut

être réduite loalement, alors ette déomposition est unique. La relation de

rédution est don bien déterministe.

1.3.3 Typage

Nous allons maintenant dé�nir des règles de typage pour le alul. Ces règles

permettent d'assoier aux expressions des types. Une expression a est erronée

si elle n'est pas une valeur et s'il n'existe pas d'expression a

0

telle que a �! a

0

.

Les règles de typage sont hoisies de manière à e qu'une expression typable

('est-à-dire, à laquelle on peut donner un type) ne se réduise jamais en une

expression erronée.

Type

Les types sont dé�nis par la grammaire suivante :

� ::= � j � ! �

Un type est soit une variable de type �, appartenant à un ensemble in�ni de

variables, soit un type fontionnel �

0

! � , orrespondant à une fontion prenant

en argument une valeur de type �

0

et retournant une valeur de type � .



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS 15

Substitution de type

Les substitutions permettent de formaliser la spéialisation d'un type, obte-

nue en remplaçant ertaines de ses variables par d'autres types.

Une substitution � est dé�nie omme une appliation des variables de type

dans les expressions de type, égale à l'identité partout sauf pour un nombre �ni

de variables. On l'étend de manière naturelle par indution en un automorphisme

d'expressions de type, que l'on notera enore � : �(�

0

! � ) = �(�

0

)! �(� ).

On notera �f�

0

=�g l'appliation à � de la substitution qui assoie �

0

à � (et

qui laisse les autres variables de type inhangées). Plus généralement, on notera

�f~�=~�g le remplaement simultané dans � d'un ensemble de variables de types

~� par des types orrespondants ~� .

Shéma de type

On veut pouvoir représenter une lasse de types ayant la même struture

par un seul type, par exemple pouvoir parler de l'ensemble des types ayant la

forme � ! � (par exemple, l'identité, �(x)x, prend en argument une valeur de

n'importe quel type � et renvoie une valeur de même type). On utilise pour ela

des shémas de types : e sont des types quanti�és en tête, omme par exemple

8(�)�! �. Les shémas de types sont dérits par la grammaire suivant :

� ::= 8(~�

i

)� Shéma de type

où f~�

i

g est un ensemble de variables de type.

De même que pour les expressions, on dé�nit les variables libres d'un shéma

de type :

VL(�) = f�g

VL(�

0

! � ) = VL(� ) [VL(�

0

)

VL(8(~�

i

)� ) = VL(� ) n f~�

i

g

Deux shémas de types ne di�érant que par un renommage des variables liées

(�-onversion) sont identi�és.

Les substitutions sont étendues aux shémas de type : �(8(~�

i

)� ) = 8(~�

i

)�(� ),

pourvu que �(�

i

) = �

i

pour tout i et f~�

i

g \VL(�(VL(� ) n f~�

i

g)) = ;.

Environnement de typage

Un environnement � est une appliation �nie des variables x du alul vers

les shémas de type. Il permet de donner un type aux variables libres d'une

expression au ours du typage.

Les variables de types libres d'un environnement sont les variables libres des

types qu'il ontient : VL(�) =

S

x2dom�

VL(�(x)).

L'opérateur de généralisation onstruit un shéma de type à partir d'un type

et d'un environnement de typage, omme suit :

gen(�;�) = 8(~�

i

)� ave f~�

i

g = VL(� ) nVL(�)

L'idée est que si une variable apparaissant dans un type n'est pas �xée par

l'environnement de typage, alors on peut en fait lui donner n'importe quelle

valeur.
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Règles de typage

Une règle de typage est une règle d'inférene :

P

1

P

2

::: P

n

P

Elle permet d'établir que la onlusion P est vraie à partir du moment où les

prémisses P

1

, . . . , P

n

le sont.

Les règles de typage dé�nissent un jugement de typage � ` a : � . Ce jugement

se lit : � dans l'environnement �, l'expression a a le type � �. C'est la plus petite

relation entre un environnement, une expression et un type engendrée par les

règles de typage i-dessous.

La règle de typage des identi�ateurs indique que le type �

0

d'un identi-

�ateur x est une instane du shéma de type 8(~�)� qui lui est assoié dans

l'environnement �, 'est-à-dire qu'il existe une substitution � ne modi�ant que

les variables ~� telle que �

0

= �(� ).

(Var)

(x : 8(~�)� ) 2 �

� ` x : �f~�=~�g

Une fontion a le type �

0

! � si son orps a a le type � en faisant l'hypothèse

supplémentaire que son paramètre x a le type �

0

. Le type de l'appliation d'une

fontion a de type �

0

! � à un argument a

0

est � , pourvu que le type de

l'argument soit �

0

.

(Abs)

�;x : �

0

` a : �

� ` �(x)a : �

0

! �

(App)

� ` a : �

0

! �

� ` a

0

: �

0

� ` a(a

0

) : �

Pour une dé�nition, le typage de l'expression a

0

est fait en supposant que le type

de la variable x est une généralisation du type � de l'expression a. Le type de x

pourra don être spéialisé di�éremment par la règle Var à haque utilisation

de ette variable dans a

0

.

(Let)

� ` a : �

�;x : gen(�;�) ` a

0

: �

0

� ` let x = a in a

0

: �

0

1.3.4 Corretion

On doit s'assurer de la orretion des règles de typage vis-à-vis de la sé-

mantique du alul, 'est-à-dire montrer que toute expression à laquelle on peut

donner un type s'exéutera � orretement �. L'objet de ette setion est de

formaliser ette notion de orretion.

Nous ommençons par quelques dé�nitions. On note �!

�

la fermeture ré-

�exive transitive de la relation de rédution �!. La rédution d'une expression

a peut soit se terminer sur une expression �nale a

0

(a �!

�

a

0

et il n'existe pas
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d'expression a

00

telle que a

0

�! a

00

), soit diverger (e que l'on notera a*). On

dit d'autre part qu'une expression est bien typée si l'on peut lui assigner un type

dans l'environnement vide (` a : � ).

Un système de type est orret vis à vis d'une sémantique donnée si les

expressions bien typées divergent ou s'évaluent en une valeur :

Si ` a : � , alors soit a*, soit il existe une valeur v telle que a �!

�

v.

En fait, on peut généralement aratériser plus �nement la valeur obtenue après

rédution :

Si ` a : � , alors soit a*, soit il existe une valeur v telle que a �!

�

v

et ` v : � .

La preuve de ette dernière propriété se fait en général en deux étapes. On

montre d'abord que la rédution préserve les types :

Si � ` a : � et � ` a �! a

0

alors ` a

0

: � .

Puis l'on montre que si une expression n'est pas une valeur et est bien typée,

alors elle peut être réduite :

Si ` a : � et a n'est pas une valeur, alors il existe une expression a

0

telle que a �! a

01

.

Il est alors faile de onlure. On peut ainsi montrer la orretion du système

de type que nous venons de présenter.

1.3.5 Synthèse de type

Nous allons présenter un algorithme de synthèse de type. Cet algorithme

alule lorsque 'est possible un type pour une expression et éhoue dans le as

ontraire. Cet algorithme proède par indution sur la syntaxe de l'expression

et repose sur la stabilité par instaniation des jugements de type : si � ` a : � ,

alors pour toute substitution �, �(�) ` a : �(� ). En e�et, dans le as d'une

appliation par exemple, si on a montré que � ` a : �

0

! � et que � ` a

0

: �

1

,

il su�t de trouver une substitution � telle que �(�

0

) = �(�

1

) pour en déduire

�(�) ` a(a

0

) : �(� ).

La reherhe d'une telle substitution s'appelle un problème d'uni�ation. Si

un problème d'uni�ation a une solution, on montre l'existene d'une solution

prinipale �

0

, plus générale que toute autre solution : pour toute substitution �

véri�ant �(� ) = �(�

0

), il existe une substitution �

0

telle que � = �

0

Æ �

0

. Une so-

lution prinipale indique les modi�ations minimales devant être apportées aux

types � et �

0

pour les égaler. Elle est unique à renommage près des variables de

son image. L'algorithme de Robinson [31℄ permet de aluler une telle solution,

que nous noterons mgu(�; �

0

). Cette solution a la propriété supplémentaire de

ne pas introduire de nouvelles variables de type.

Un algorithme de synthèse de type est présenté en �gure 1.1. C'est une

variante de l'algorithme de Damas et Milner [9℄. Cet algorithme prend en entrée

une expression a, un environnement � et un ensemble V de variables de types

� fraîhes �. En as de suès, il retourne un type � et une substitution � tels que

1

Les seules valeurs de Mini-ML étant les fontions, la preuve de ette propriété s'en trouve

légèrement simpli�ée. Les preuves de orretion sont don généralement établies pour des

aluls possédant également des onstantes. Nous avons hoisi de ne pas avoir de onstantes

ar nous pensons que elles-i enombreraient inutilement les aluls que nous verrons par la

suite. Ces aluls auront de toute manière une autre sorte de valeur : des objets.
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Infère(�; a; V ) est le triplet (�; �; V

0

) dé�ni par :

� Si a = x :

Alors (�; V

0

) = Instane(�(x); V ) et � est l'identité.

� Si a = �(x)a

1

:

Soit � 2 V .

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère((�;x : �); a

1

; V n f�g).

Alors � = �

1

(�)! �

1

, V

0

= V

1

et � = �

1

.

� Si a = a

1

(a

0

1

) :

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V ).

Soit (�

2

; �

2

; V

2

) = Infère(�

1

(�); a

2

; V

1

).

Soit � 2 V

2

et �

3

= mgu(�

2

(�

1

); �

2

! �)

Alors � = �

3

(�), V

0

= V

2

n f�g et � = �

3

Æ �

2

Æ �

1

.

� Si a = let x = a

0

1

in a

1

:

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

0

1

; V ).

Soit (�

2

; �

2

; V

2

) = Infère((�

1

(�);x : gen(�

1

; �

1

(�))); a

1

; V

1

).

Alors � = �

2

, V

0

= V

2

et � = �

2

Æ �

1

.

Fig. 1.1: Algorithme de synthèse de type

�(�) ` a : � , ainsi qu'un sous-ensemble V

0

de V . Il utilise une fontion Instane

qui retourne une instane triviale d'un shéma de type � : ette fontion véri�e

les onditions suivantes :

Instane(�; V ) = (�; V )

Instane(8(�)�; V ) = (�f�

0

=�g; V n f�

0

g) où �

0

2 V

On montre que et algorithme est orret (s'il réussit, alors on a bien �(�) `

a : � ) et omplet (s'il existe une substitution �

0

et un type �

0

tels que �

0

(�) `

a : �

0

, alors l'algorithme réussit). On montre de plus qu'il alule un type �

et une substitution � qui sont les plus généraux possibles : pour tout jugement

�

0

(�) ` a : �

0

, il existe une substitution �

0

= �

00

Æ � et un type �

0

= �

00

(� ). On

dit que le type � est le type prinipal de a.

1.4 Un petit alul d'objets

Nous allons maintenant présenter une extension de Mini-ML ave des objets.

Cette extension est très simple, mais permet de donner une idée de la manière

dont les objets peuvent être typés.

1.4.1 Syntaxe

Nous dé�nissons la syntaxe de e alul en étendant la syntaxe de Mini-

ML (setion 1.3.1 page 12). La syntaxe des objets est dérite i-dessous. Cette

grammaire utilise un ensemble in�ni de noms de méthodes notés par la lettre l.

Un objet [L℄ ontient une olletion L de méthodes, qui assoie à haque mé-

thode l de l'objet sa dé�nition &(x)a. Cette dé�nition onsiste en une expression
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a, le orps de la méthode, paramétrée par une variable x représentant l'objet

lui-même. L'appel de méthode se fait à l'aide de la notation a#l.

a ::= : : :

j [L℄ Objet

j a#l Appel de méthode

L ::= ; Objet vide

j L; (l = &(x)a) Méthode

La grammaire des types est étendue ave des types objets et des types réursifs.

� ::= : : : j h!i j �(�)� Type

! ::= � j ; j l : � ;!

Le type d'un objet h!i est onstitué d'une rangée ! assoiant à haque méthode

l de l'objet son type � . Cette rangée se termine soit par une variable de rangée

�, soit par la rangée vide ;. Dans le premier as, seule une partie du type est

spéi�ée et le type pourra être ra�né plus tard par instaniation. Par exemple,

le type hl : � ; �i est le type d'un objet ayant une méthode l de type � , mais

pouvant avoir également d'autres méthodes, représentées par la variable �. Une

même méthode ne doit pas apparaître deux fois dans le type d'un objet. Cela

peut être aisément assuré en lassant les types suivant des sortes [24, 25℄. La

distintion entre les types � et ! (et entre les variables de types � et �) peut être

également assurée par des sortes. On les onfondra don par la suite lorsqu'il

n'y aura pas d'ambiguïté.

Un type réursif �(�)� [�℄ est moralement le point �xe de la fontion qui

à un type �

0

assoie le type � [�

0

℄. Les types réursifs permettent par exemple

d'exprimer qu'une méthode d'un objet retourne un objet du même type :

�(�)hlone : �i

L'ordre des méthodes n'ayant pas d'importane, l'égalité sur les types est dé-

�nie modulo la famille suivante d'axiomes de ommutation à gauhe des hamps

du type d'un objet :

(l

1

: �

1

; l

2

: �

2

; � ) = (l

2

: �

2

; l

1

: �

1

; � )

L'égalité entre types réursifs est quant à elle dé�nie par les règles habi-

tuelles [3℄ suivantes :

(Re)

�

1

= �

2

�(�)�

1

= �(�)�

2

(Déroule-Enroule)

�(�)� = �f�(�):�=�g

(Contration)

�

1

= �f�

1

=�g ^ �

2

= �f�

2

=�g �(�)� bien formé

�

1

= �

2
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La règle Re indique que deux types réursifs sont égaux s'ils ont la même

struture. La règle Déroule-Enroule indique qu'un type réursif peut être

déroulé ou enroulé librement. En�n, la règle Contration permet de véri�er

l'égalité de deux types réursifs même s'ils ont une � période � di�érente (par

exemple, elle permet de montrer que les types �(�)� [�℄ et �(�)� [� [�℄℄ sont

égaux.

On dira qu'un type réursif �(�)� est bien formé si le type � n'est ni une

variable, ni de la forme �(�

0

)�

0

(e n'est pas trop restritif ar �(�)�(�

0

)�

0

peut

toujours être réérit en �(�)(�

0

f�=�

0

g). Cette règle de bonne formation assure

que les types réursifs puissent être vus omme des arbres rationnels. On ne

onsidérera par la suite que des types bien formés.

1.4.2 Sémantique

Nous dérivons maintenant les extensions apportées à la sémantique pré-

édente (setion 1.3.2 page 13). Celle-i doit être modi�ée a�n de prendre en

ompte les appels de méthodes. Les objets sont aussi des valeurs :

v ::= : : : j [L℄

Les ontextes d'évaluation autorisent le alul de la valeur d'un objet avant un

appel de méthode :

E ::= : : : j E#l

En�n, une nouvelle règle de rédution dé�nit l'appel de méthode, qui onsiste

à extraire le orps de la méthode a de l'objet et à y remplaer la variable x par

l'objet lui-même.

[L℄#l �! af[L℄=xg si L(l) = &(x)a

1.4.3 Typage

Les règles de typage néessitent un nouveau jugement � ` L : L permettant

de dé�nir le type du orps L d'un objet. Dans e jugement, L est le type des

méthodes de l'objet. C'est une liste bornée dé�nie omme une sous-grammaire

de ! :

L ::= ; j l : � ;L

Le type hLi d'un objet [L℄ est obtenu à partir du type L de son orps L (règle

Objet). Toutes les méthodes apparaissant dans le type de l'objet doivent bien

sûr être dé�nies pour que l'objet soit bien typé. Le orps d'un objet est typé

réursivement. Partant d'une liste vide de méthodes (règle Objet-Vide), on

ajoute les méthodes les unes après les autres (règle Objet-Méthode). La der-

nière règle spéi�e le typage d'un appel de méthode : si un objet a a une méthode

l de type � , alors le résultat de l'invoation de ette méthode a le type � .
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(Objet)

� ` L : L

domL = domL

� ` [L℄ : hLi

(Objet-Vide)

� ` ; : L

(Objet-Méthode)

� ` L : L

�;x : hLi ` a : L(l)

� ` L; (l = &(x)a) : L

(Séletion)

� ` a : hl : � ;!i

� ` a#l : �

Voyons quelques exemples. L'objet point suivant a une méthode x qui re-

tourne la valeur 1, et une méthode get_x qui appelle la méthode x :

point ::= [x = &(s)1; get_x = &(s)s#x℄

Les deux méthodes de l'objet ont don le type int :

point : hx : int; get_x : inti

On peut également dé�nir un objet qui ompare la valeur d'une de ses méthodes

à la valeur de la même méthode d'un autre objet.

point_omparable ::= [x = &(s)x; ompare = &(s)�(y)(s#x = y#x)℄

Le type le plus général que l'on puisse donner à et objet est le suivant :

8(�)hx : int; ompare : hx : int; �i ! booli

En e�et, la seule ontrainte que l'on ait sur le type de l'argument de la méthode

ompare est qu'il ait une méthode x de type int.

On s'attend à pouvoir omparer et objet ave lui-même :

point_omparable#ompare(point_omparable)

A�n de typer ette expression, il faut pouvoir uni�er le type de et objet ave

le type de l'argument de sa méthode ompare. Le résultat de ette uni�ation

est le type réursif suivant :

�(�)hx : int; ompare : �! booli

Les types réursifs apparaissent don naturellement dans le typage des objets.

1.4.4 Synthèse de type

Algorithme d'uni�ation

Nous présentons un algorithme d'uni�ation traitant simultanément les types

réursifs et les types d'objets. Cet algorithme est une simpli�ation de elui

utilisé pour le typage des enregistrements dans ML-ART [25℄, qui est détaillé

dans [26℄. Le formalisme utilisé a été introduit dans [17℄ et [24℄.

Un problème d'uni�ation est également appelé un uni�ande. C'est un

multi-ensemble de multi-équations, préédé d'une liste de variables quanti�ées

existentiellement. On le note 9�

1

; : : :�

p

: e

1

^ : : : e

q

. Une multi-équation e est

un multi-ensemble de types érit �

1

_= : : : �

n

. L'algorithme suppose que les types

réursifs �(�)� ont été enodés à l'aide d'équations 9�: � _=� .
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(Fusionne)

� _=e ^ � _=e

0

� _=e _=e

0

(Déompose)

f(�

i

i2I

) _=f(�

0

i

i2I

) _=e

f(�

i

i2I

) _=e ^ (�

i

_=�

0

i

)

i2I

(Géneralise)

e[� � ℄ � =2 VL(� )

9�: e^ � _=�

(Commute)

(m

1

: �

1

;�

0

1

) _=(m

2

: �

2

;�

0

2

) _=e

9�

0

: (m

2

: �

2

;�

0

2

) _=e ^ �

0

1

_=(m

2

: �

2

;�

0

) ^ �

0

2

_=(m

1

: �

1

;�

0

)

(1) Dans la règle Déompose, f est n'importe quel symbole de type, y

ompris _! _ et (m : _;_).

(2) A�n d'assurer la terminaison, la règle Généralise doit être restreinte

au as où � n'est pas une variable de type et � apparaît dans la multi-

équation e mais auun des termes de e n'est �.

Fig. 1.2: Règles d'uni�ation

Une substitution est une solution d'une multi-équation si elle rend tous

ses types égaux. Une solution d'un uni�ande est la restrition hors des va-

riables quanti�ées existentiellement d'une solution ommune à toutes ses multi-

équations.

Une uni�ande peut être simpli�ée à l'aide des règles données dans la �-

gure 1.2. Nous avons omis les règles struturelles : assoiativité et ommutati-

vité de ^ et de _=, extrusion et renommage des variables liées existentiellement.

Les règles Fusionne, Déompose et Généralise sont standards. La règle

Fusionne réunit deux multi-équations ayant une variable en ommun. La règle

Déompose déompose les termes d'une multi-équation en des termes plus

petits. En�n, la règle Commute permet de simpli�er une multi-équation par

ommutation à gauhe.

L'algorithme opère par réériture d'uni�andes suivant es règles. On montre

que e proessus termine toujours et que ette simpli�ation onserve l'ensemble

des solutions d'un uni�ande. On met ainsi un uni�ande sous une forme ano-

nique.

Un uni�ande sous forme anonique est résolu si haune de ses multi-

équations est omplètement déomposée ('est-à-dire si elle ontient au plus

un terme qui n'est pas une variable). On lit alors immédiatement une solution

prinipale de et uni�ande. Un uni�ande sous forme anonique qui n'est pas

résolu n'a pas de solution : il ontient deux types inompatibles (qui ne peuvent

pas être identi�és).

Montrons par exemple omment se déroule l'uni�ation des types hm

1

:

�

1

;�

0

1

i et hm

2

: �

2

;�

0

2

i. On part de l'uni�ande hm

1

: �

1

;�

0

1

i _=hm

2

: �

2

;�

0

2

i.

On applique d'abord la règle Déompose : (m

1

: �

1

;�

0

1

) _=(m

2

: �

2

;�

0

2

). La

règle Commute donne alors : 9�: (m

1

: �

1

;�) _=�

0

2

^ (m

2

: �

2

;�) _=�

0

1

. Cet

uni�ande est résolu. Une solution prinipale est don la substitution qui assoie

(m

1

: �

1

;�) à �

0

2

et (m

2

: �

2

;�) à �

0

1

.
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Synthèse de type

Au ontraire de l'algorithmed'uni�ation de Robinson, l'algorithme i-dessus

peut introduire des variables de type qui n'étaient pas présentes dans les types

initiaux, omme le montre l'exemple donné plus haut. La fontion d'uni�ation

� mgu � doit don prendre en paramètre en plus des deux types à uni�er un

ensemble V de variables fraîhes. Elle retourne une paire (�

0

; V

0

) omposée de

la substitution alulée �

0

et d'un nouvel ensemble V

0

de variables fraîhes.

L'algorithme de synthèse de type doit être modi�é en onséquent.

L'adaptation de et algorithme au typage des objets est aisé. En partiulier,

un appel de méthode _#l peut être simplement onsidéré omme une fontion

de type 8(�)8(�)hl : �; �i ! � ('est e qui a motivé initialement l'introdution

des variables de rangée pour le typage des objets).

1.4.5 Sous-typage

Supposons que l'on ait un objet � point oloré � de type hx : int; ouleur :

stringi. Tant que l'on n'utilise pas sa méthode ouleur, il se omporte exatement

omme un objet � point � de type hx : inti. Il parait don orret de pouvoir

lui donner e seond type. L'intérêt est double. On peut ainsi interdire l'aès

à la méthode ouleur de et objet. De plus, il est alors possible de manipuler

de manière homogène les � points � et les � points olorés � (par exemple, les

mettre dans une même liste), omme on peut leur donner un type ommun.

On dé�nit don une relation de sous-typage sur les objets, permettant de

masquer des méthodes. Cette relation s'étend de manière standard à tous les

types : elle est dé�nie omme la plus grand relation symétrique et transitive

ohérente ave les règles suivantes [5, 3℄ :

�

0

1

� �

1

�

2

� �

0

2

�

1

! �

2

� �

0

1

! �

0

2

� � �

! � !

0

h!i � h!

0

i

� � �

0

! � !

0

(l : � ;!) � (l : �

0

;!

0

) ! � ;

Cette relation de sous-typage est stable par instaniation : si � � �

0

, alors

�(� ) � �(�

0

) pour toute substitution �.

On montre la orretion de la règle de sous-typage impliite suivante :

(Sous-typage)

� ` a : � � � �

0

� ` a : �

0

De plus, ette règle est su�samment prohe des autres règles de typage pour

que et ajout ne omplique pas de manière signi�ative une preuve de orretion

du langage.

Cependant, la synthèse de type telle que nous l'avons présentée préédem-

ment n'est pas possible ave ette règle. En e�et, l'uni�ation ne permet pas de

traiter des ontraintes d'inégalité sur les types : on ne peut résoudre ainsi que

des ontraintes d'égalité. Il serait possible de faire de la synthèse de type à l'aide

d'un algorithme basé sur la résolution de ontraintes de sous-typage plut�t que
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sur l'uni�ation [12, 23℄. Mais ette tehnique n'est pas enore su�samment

maîtrisée pour que nous puissions l'utiliser dans un vrai langage. Elle produit

notamment des types di�ilement lisibles [11℄.

On est don amené à rendre le sous-typage expliite en ajoutant une onstru-

tion au alul :

a ::= : : : j (a : � :> �

0

) Contrainte de sous-typage

Cette onstrution permet de onsidérer une expression de type � omme étant

de type �

0

, pourvu que es deux types soient en relation de sous-typage :

(Cstr)

� ` a : �(� ) � � �

0

� ` (a : � :> �

0

) : �(�

0

)

(pour toute substitution �)

Du point de vue de la synthèse de type, ela orrespond à introduire une famille

de onstantes (_ : � :> �

0

) de type 8(~�)� ! �

0

(où ~� sont les variables libres

de � et �

0

) indexées par l'ensemble des paires de types (�; �

0

) telles que � � �

0

.

On a alors deux options pour prouver la orretion du alul. Une pre-

mière possibilité est d'ajouter des règles de rédution permettant de déplaer

les ontraintes de sous-typage a�n qu'elles ne bloquent pas la rédution (par

exemple, (�(x)a : �

0

1

! �

1

:> �

0

2

! �

2

)(a) se réduirait en �(x)(a : �

1

:> �

2

)((a :

�

0

2

:> �

0

1

)) ). L'autre solution, plus simple, onsiste à prouver la orretion du

langage en présene de la règle Sous-Typage. La rédution peut alors tout

simplement e�aer les ontraintes :

(a : � :> �

0

) �! a

On peut remarquer que la règle Cstr véri�e loalement que les types � et �

0

sont en relation de sous-typage. Elle ne permet don pas de typer autant d'ex-

pressions qu'à l'aide d'un système de type permettant de faire des hypothèses

de sous-typage [12, 23, 7, 22, 1, 2℄. Cependant, il apparaît que le polymorphisme

fourni par les variables de rangées permet de se passer dans de nombreux as de

sous-typage. Par exemple, le type 8(� � hl : � i)(�! �), utilisant une quanti�-

ation bornée, orrespond approximativement au type 8(�)hl : � ; �i ! hl : � ; �i.

Ainsi, le fait que le sous-typage soit expliite et résolu loalement est rarement

une limitation.

1.5 Extensions

Il manque au alul que nous venons de présenter de nombreuses aratéris-

tiques que l'on aimerait trouver dans un alul d'objets. Ainsi, la plupart des

exemples donnés en setion 1.2 (page 1.2) ne peuvent pas être enodés dans

e alul. Nous allons maintenant faire un tour d'horizon des prinipales a-

ratéristiques que l'on souhaite avoir et disuter des di�ultés assoiées à leur

inorporation dans un alul d'objets.
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1.5.1 Changement de la dé�nition des méthodes

Il est important qu'un objet puisse avoir un état modi�able, ou du moins,

dans un alul sans e�ets de bord, que l'on puisse faire la opie d'un objet tout

en modi�ant une partie de son état. Par exemple, un objet � point � aurait

une position et sa méthode déplae permettrait de hanger ette position. En

supposant l'existene d'une onstrution a#l

(

)

&(x)a

0

permettant de remplaer

la dé�nition de la méthode l de l'objet a par &(x)a

0

, un tel objet pourrait s'érire :

[position = &(s)7; déplae = &(s)�(y)s#position

(

)

&(s

0

)y℄

L'utilisation d'une méthode onstante omme dans et exemple, permet de mo-

déliser une variable d'instane.

La sémantique d'une telle opération ne pose pas de di�ulté :

[L℄#l

(

)

&(x)a �! [L; (l = &(x)a)℄ si l 2 domL

La règle de typage � naturelle � suivante n'est ependant pas orrete en pré-

sene de sous-typage.

� ` a : � �;x : � ` a

0

: �

0

� = hl : �

0

; �

00

i

� ` a#l

(

)

&(x)a

0

: �

Considérons en e�et un objet ayant une méthode l de type � . D'autres méthodes

de l'objet peuvent faire appel à ette méthode et font l'hypothèse qu'elle a e

type. Les règles de sous-typage nous permettent de donner à l'objet un type

dans lequel la méthode l a le type �

0

plus général que � . Mais alors la règle de

typage nous autorise à redé�nir la méthode de manière à e qu'elle retourne une

valeur de e type �

0

, alors que les autres méthodes s'attendent à un type plus

préis.

Un remède possible, mais ontraignant, est d'interdire le sous-typage en pro-

fondeur, 'est-à-dire interdire de modi�er le type des méthodes d'un objet par

sous-typage. On peut relâher ette ontrainte en distinguant deux types d'ob-

jet : un type d'objet sans sous-typage en profondeur mais permettant de redé�nir

les méthodes de l'objet, et un type d'objet ave sous-typage en profondeur mais

n'autorisant pas les modi�ations de méthodes. Le passage du premier type au

seond s'e�etue par sous-typage. C'est ette solution que nous adopterons dans

le hapitre suivant.

1.5.2 Ajout de méthodes

A�n de modéliser l'héritage, on doit pouvoir ajouter à un objet de nouvelles

méthodes : une lasse peut alors être représentée par une fontion retournant un

objet ; une sous-lasse est une fontion appelant la fontion préédente et modi-

�ant l'objet ainsi obtenu en redé�nissant ertaines méthodes et en en ajoutant

de nouvelles.

La règle de rédution que nous donnions préédemment permet d'ajouter

une méthode l, si l'on enlève la restrition que l soit déjà dé�nie :

[L℄#l

(

)

&(x)a �! [L; (l = &(x)a)℄
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Il est ependant di�ile de donner une règle de typage pour ette onstrution. Il

faut en e�et pouvoir exprimer que l'objet que l'on étend n'a initialement pas de

méthode l (ou éventuellement que s'il en a déjà une, elle a un type ompatible).

Le système de type que nous utilisons ne permet pas d'exprimer ette ontrainte.

Il pourrait être enrihi dans e but, en assoiant une annotation de présene à

haque méthode [25, 24℄. La règle de typage serait alors :

� ` a : hl : Absent; �

00

i �;x : � ` a

0

: �

0

� = hl : Présent(�

0

); �

00

i

� ` a#l

(

)

&(x)a

0

: �

Cette règle indique que l'objet résultant a une méthode l de type �

0

et que

l'objet d'origine ne doit pas avoir de méthode l.

Une autre solution, qui évite de ompliquer le système de type, est d'exiger

que la liste des méthodes déjà présentes dans l'objet soit onnue, 'est-à-dire,

que le type de l'objet ne soit pas extensible :

� ` a : hLi �;x : � ` a

0

: �

0

� = hl : �

0

;Li l 62 domL

� ` a#l

(

)

&(x)a

0

: �

Mais une telle règle pose des problèmes pour la synthèse de type, ar le typage

n'est plus prinipal : par exemple, on peut donner à une expression

�(x)a#l

(

)

&(x)a

0

un type aussi bien de la forme hl : � i que de la forme hl : � ; l

0

: �

0

i, mais auun

type plus général que es deux types ne onvient. Il faudrait en fait que la liste

des méthodes de l'objet n'ait pas besoin d'être devinée. C'est le as si les objets

extensibles ne sont pas passés en paramètre de fontion, et ne sont pas soumis

au sous-typage. Bien sûr, on ne peut pas appliquer es ontraintes à tous les

objets. On fera don une distintion entre deux sortes d'objets : les prototypes,

qui peuvent être étendus, et les objets proprement dit, qui ne peuvent l'être.

Comme les prototypes ne peuvent être passés en paramètre à une fontion, ils ne

sont pas des valeurs de première lasse. On peut remarquer que 'est justement

en général le as des lasses, qu'ils doivent permettre de modéliser.

Il existerait une autre raison pour ne pas appliquer de règle de sous-typage

aux objets extensibles : la sémantique que nous venons de donner n'est en e�et

pas ompatible ave le sous-typage. Supposons en e�et que nous ayons dé�ni

un objet ayant une méthode m de type � et une méthode n pouvant appeler

ette première méthode. Le sous-typage permettrait de aher la méthode m.

On pourrait alors ajouter à l'objet une méthode de même nom, mais d'un type

�

0

inompatible ave � . Mais alors la méthode n obtiendrait une valeur de type

�

0

par l'appel de la méthode m, alors qu'elle attend une valeur de type � . Le

sous-typage ne doit don pas être autorisé sur les prototypes.

Il est en fait possible de onserver le sous-typage en adoptant une sémantique

telle que l'ajout d'une méthode l n'interfère pas ave une méthode de même

nom l déjà existante : les méthodes qui faisaient appel à l'anienne méthode l

ontinueront à l'utiliser. On assoie pour ela à haque objet un ditionnaire,

traduisant un nom externe de méthode en un nom interne. Lorsqu'une méthode

est ajoutée, un nouveau nom interne lui est assoié et le ditionnaire de l'objet

est modi�é en onséquene. Les méthodes déjà présentes dans l'objet utilisent

leur propre ditionnaire et ne sont don pas a�etées.



Chapitre 2

Objetive ML

Nous présentons dans e hapitre Objetive ML, une formalisation de la par-

tie objet du langage Objetive Caml [19℄. Cette formalisation est omplèment

di�érente de elle donnée dans [27℄. Nous pensons que ette nouvelle formali-

sation est plus simple. De plus, elle permet de dérire les méthodes privées de

Objetive Caml qui n'étaient pas prises en ompte dans [27℄.

A�n de rendre la présentation plus laire, nous dérivons dans un premier

temps une version simpli�ée du alul servant de base à Objetive ML, où les

méthodes privées sont systématiquement héritées. Puis nous donnons le alul

omplet et prouvons sa orretion. Finalement, nous ajoutons des lasses à e

alul.

2.1 Version simpli�ée du alul

Ce alul est basé sur Mini-ML (setion 1.3 page 1.3). La présentation de e

premier alul est divisée en trois phases. Nous dérivons d'abord les objets, puis

les prototypes. Finalement, nous donnons quelques onstrutions qui ne sont pas

essentielles mais permettent d'augmenter notablement l'expressivité du alul.

2.1.1 Objets

Syntaxe

La syntaxe de e alul est donnée i-dessous. C'est une extension de elle de

Mini-ML, très similaire à elle du alul préédent présentée dans la setion 1.4.1

page 18. Les objets [L℄

P

portent maintenant la liste P de leurs méthodes pu-

bliques (P est un ensemble de noms de méthodes). L'expression a#l

(

)

&(x)a

0

dénote le remplaement de la dé�nition de la méthode l de l'objet a par la

méthode &(x)a

0

.

27
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a ::= x Variable

j �(x)a Abstration

j a(a) Appliation

j let x = a in a Dé�nition

j [L℄

P

Objet

j a#l Appel de méthode

j a#l

(

)

&(x)a Redé�nition de méthode

L ::= ; Objet vide

j L; (l = &(x)a) Méthode

Sémantique

La sémantique de e alul est une extension de la sémantique de Mini-ML

(donnée en setion 1.3.2 page 13). Les valeurs sont les fontions et les objets :

v ::= �(x)a j [L℄

P

Un objet est évalué avant l'invoation ou la modi�ation de l'une de ses mé-

thodes. Deux as sont don ajoutés dans la dé�nition des ontextes :

E ::= [_℄

j E(a)

j v(E)

j let x = E in a

j E#l

j E#l

(

)

&(x)a

L'appel de méthode s'e�etue omme en setion 1.4.2 (page 20). La modi�ation

d'une méthode onsiste à insérer la nouvelle dé�nition de ette méthode dans

l'objet. Les autres règles de rédution sont inhangées.

[L℄

P

#l �! af[L℄

P

=xg si L(l) = &(x)a

[L℄

P

#l

(

)

&(x)a �! [L; (l = &(x)a)℄

P

(�(x)a)(v) �! afv=xg

let x = v in a �! afv=xg

On remarquera que la règle de redé�nition de méthode permettrait également

l'extension. C'est le typage qui l'interdira. Un autre point est que la liste des

méthodes publiques P attahée à haque objet est ignorée par les règles de

sémantique, et ne sert que pour le typage.
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(Objet-Vide)

� ` ; : (!; � )

(Objet-Méthode)

� ` L : (!; � ) �;x : Obj (!; � ) ` a : �

0

! = (l : �

0

;!

0

)

� ` L; (l = &(x)a) : (!; � )

(Objet)

� ` L : (L; � ) domL = domL � = hLj

P

i

� ` [L℄

P

: Obj (L; � )

(Masquage)

� ` a : Obj (!; � )

� ` a : �

(Séletion)

� ` a : hl : � ;!i

� ` a#l : �

(Séletion-Privée)

� ` a : Obj ((l : �

0

;!); � )

� ` a#l : �

0

(Redéfinition)

� ` a : Obj (!; � ) �;x : Obj (!; � ) ` a

0

: �

0

! = (l : �

0

;!

0

)

� ` a#l

(

)

&(x)a

0

: Obj (!; � )

Fig. 2.1: Règles de typage des objets

Règles de typage

Comme nous en disutions en setion 1.5.2 (page 25), nous allons don don-

ner deux sortes de types aux objets. Un type d'objet omplet est ajoutée à la

grammaire des types :

� ::= � j � ! � j �(�)� j h!i j Obj (!; � ) Type

! ::= � j ; j l : � ;!

Ce type est omposé d'une rangée de types ! et d'un type � . La rangée ! donne

le type de toutes les méthodes de l'objet, tandis que le type � ne ontient que les

méthodes publiques. Une règle de typage permet de transformer e type omplet

en le type d'objet � .

Les règles de sous-typage (setion 1.4.5 page 23) sont inhangées. Deux types

omplets ne sont don en relation de sous-typage que s'ils sont équivalent. Ainsi,

es types peuvent être utilisés pour le typage des redé�nitions de méthodes. En

plus du jugement � ` a : � , le jugement � ` L : (!; � ) est utilisé pour typer le

orps des objets. Les règles de typage sont présentées dans la �gure 2.1. Le orps

d'un objet est typé réursivement en partant du orps vide (règle Objet-Vide).

A�n de typer la méthode l d'un objet, on type son orps a en supposant que le

type de la variable x est le type de l'objet lui-même (règleObjet-Méthode). La

redé�nition d'une méthode (règle Redéfinition) est typée de manière similaire.

Pour que l'on puisse donner un type à un objet (règle Objet), le type de son

orps doit être non extensible, 'est-à-dire une paire Obj (L; � ) où L est une

rangée bornée (L ::= ; j (l : � ;L)). De plus, toutes les méthodes de la rangée L

doivent être dé�nies. Le type � de l'objet est alors donné par la restrition de L
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à l'ensemble P des méthodes publiques. Contrairement à ette règle, les règles

préédentes autorisent des rangées ! non néessairement bornées, ar elles sont

également utilisées pour le typage du orps des prototypes, qui sont extensibles.

La règle Masquage permet de aher la partie privée ! du type omplet d'un

objet. Un appel de méthode peut être typé de deux manières di�érentes suivant

que l'on onnaisse le type omplet de l'objet (règle Séletion-Privée) ou non

(règle Séletion). Le type du résultat est obtenu a partir de l'un ou l'autre de

es types suivant le as.

Exemple

L'exemple suivant permet d'illustrer les règles de typage. Cet objet point a

une méthode x qui joue le r�le d'une variable d'instane, une méthode position

qui retourne la valeur de x et une méthode déplae qui permet de hanger la

valeur de x . Seules les deux dernières méthodes sont publiques.

point ::= [x = &(s)7; position = &(s)s#x;

déplae = &(s)�(y)s#x

(

)

&(s

0

)y℄

fposition ;déplaeg

Le type omplet de et objet est : Obj ((x : int ; position : int ; déplae : int !

� ); � ), où � = �(�)hposition : int; déplae : int ! �i. Le type de l'objet après

appliation de la règle Masquage est � . Ce type indique que l'objet a une

méthode position qui retourne un entier et une méthode déplae qui prend en

argument un entier et retourne un objet de même type � .

2.1.2 Prototypes

Syntaxe

Nous présentons maintenant les onstrutions orrespondantes aux proto-

types. Un prototype [L℄ est similaire à un objet, mais ertaines de es méthodes

peuvent ne pas être dé�nies. On le transforme en un objet par la onstru-

tion new

P

a, dans laquelle P est l'ensemble des noms des méthodes devant être

publiques. La onstrution a#l

(

)

&(x)a permet de redé�nir une méthode d'un

prototype ou d'étendre un prototype. La même syntaxe que pour la redé�nition

d'une méthode dans un objet est utilisée, ar il n'y a pas d'ambiguïté.

a ::= : : :

j [L℄ Corps de prototype

j a#l

(

)

&(x)a Dé�nition de méthode

j new

P

a Construteur

Sémantique

Les prototypes sont également des valeurs.

v ::= : : : j [L℄
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Voii dans quels ontextes une expression onernant un prototype peut être

réduite :

E ::= : : : j new

P

E j E#l

(

)

&(x)a j E / l j E + a j v + E j E�(l = l)

L'expression new

P

[L℄ s'évalue en un objet dont le orps est le même que elui

du prototype et dont les méthodes publiques sont données par P. Étendre (ou

modi�er) un prototype onsiste à rajouter la méthode dans son orps.

new

P

[L℄ �! [L℄

P

[L℄#l

(

)

&(x)a �! [L; (l = &(x)a)℄

Règles de typage

La grammaire des types est modi�ée a�n d'inorporer les types des proto-

types. Ceux-i sont des triplets Prot(!; �;D), où ! et � sont les interfaes privées

et publiques du prototype (ils orrespondent aux types ! et � d'un type d'objet

Obj (!; � )), et D est l'ensemble des méthodes qu'il ontient e�etivement :

� ::= : : : j Prot (!; �;D)

Comme pour les objets, la relation de sous-typage sur les types de prototypes

oïnide ave l'identité :

� � Prot(!

1

; �

1

;D

1

) =) � = Prot (!

1

; �

1

;D

1

)

Les règles de typage sont les mêmes pour le orps d'un prototype que pour le

orps d'un objet. Nous ne les reprenons don pas ii. Si le orps d'un prototype

a le type (!; � ), e prototype a le type Prot (!; �;D), où D est la liste des

méthodes qu'il dé�nit (règle Prototype i-dessous). Si un prototype a le type

Prot(!; �;D), on peut lui ajouter une méthode l à ondition que ette méthode

apparaisse dans ! ave un type �

0

et que le orps de ette méthode l ait le

type �

0

dans l'environnement étendu ave la variable x de type Obj (!; � ) (règle

Définition). Comme la méthode l est alors dé�nie, on obtient un prototype de

type Prot (!; �;D [ flg). En�n, on peut réer un objet à partir d'un prototype

(règle Création) à ondition que toutes ses méthodes soient dé�nies. Le type

� de l'objet est la partie publique du type du prototype.

(Prototype)

� ` L : (!; � )

D = domL

� ` [L℄ : Prot(!; �;D)

(Définition)

� ` a : Prot(!; �;D)

�;x : Obj (!; � ) ` a

0

: �

0

! = (l : �

0

;!

0

)

� ` (a#l

(

)

&(x)a

0

) : Prot(!; �;D [ flg)

(Création)

� ` a : Prot(L; �;D)

D = domL � = hLj

P

i

� ` new

P

a : �
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Exemples

Considérons maintenant quelques exemples. La lasse suivante peut être en-

odée dans le alul :

lass point x0 =

objet

val mutable x = x0

method position = x

method déplae y = x <- y

end;;

Elle s'érit sous la forme d'une fontion retournant un prototype. La variable

d'instane est représentée omme une méthode onstante :

l_point ::= �(x

0

)[x = &(s)x

0

; position = &(s)s#x;

déplae = &(s)�(y)s#x

(

)

&(s

0

)y℄

Le type le plus général pour ette fontion est :

8(�)8(�)8(�)(� ! Prot((x : �; position : �; déplae : �! �; �);

�; fx ; position; déplaeg))

Le prototype a des méthodes x et position , toutes deux de type �, et une

méthode déplae qui prend un argument du même type et retourne un objet de

type �, qui est le type des objets dérivés du prototype (deuxième omposant du

triplet). En�n, es trois méthodes onstituent l'ensemble des méthodes dé�nies

(troisième omposant).

Le odage que nous venons de donner ne orrespond pas exatement à la

lasse point. En e�et, lorsque l'on rée un objet de la lasse l_point, on peut

hoisir librement lesquelles des trois méthodes sont publiques ar le type �

apparaissant dans le type du prototype peut être instanié à n'importe quelle

valeur. Mais on peut forer les méthodes position et déplae à être publique en

spéialisant � en le type �(�)hposition : �; déplae : � ! �; �

0

i, En e�et, la

règle de typage Création impose que les méthodes apparaissant dans � soient

publiques.

La onstrution suivante s'évalue en un point dont la position est 7.

new

fposition ;déplaeg

l_point(7)

La méthode x est privée (e que l'on attend d'une variable d'instane) et les

deux autres sont publiques, omme on le voit dans le type de et objet :

�(�)hposition : int ; déplae : int ! �i

On peut également réer une lasse l_point_oloré étendant la lasse pré-

édente ave une méthode ouleur :

l_point_oloré ::= �(x

0

)�(

0

)l_point(x

0

)#ouleur

(

)

&(s)

0

et réer un point oloré :

new

fposition ;déplae ;ouleur g

l_point(11)("rouge")
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2.1.3 Extensions

Nous présentons maintenant quelques onstrutions supplémentaires qui ne

sont pas essentielles mais permettent d'augmenter l'expressivité du alul.

Syntaxe

L'expression a+a

0

dénote la fusion des prototypes a et a

0

. La onstrution a /

l permet d'oublier la dé�nition de la méthode l, et don de la rendre abstraite.

En�n, la onstrution a�(l = l

0

) ajoute la méthode l au prototype a en lui

donnant la même dé�nition que la méthode l

0

. Ainsi, il est possible de onserver

l'aès à ette dé�nition même si la méthode l est modi�ée par la suite.

a ::= : : :

j a+ a Fusion de prototypes

j a / l Oubli de la dé�nition d'une méthode

j a�(l = l) Dupliation de méthode

Sémantique

Les ontextes d'évaluation doivent être étendus a�n de prendre en ompte

es nouvelles onstrutions :

E ::= : : : j E / l j E + a j v +E j E�(l = l)

Voii maintenant les règles de rédution. Le orps du prototype obtenu par fusion

de deux prototypes est la onaténation des orps L et L

0

de eux-i (en donnant

la priorité aux méthodes de L

0

en as de on�it). Oublier la dé�nition d'une

méthode onsiste à l'oublier du orps du prototype. En�n, l'expression [L℄�(l =

l

0

) s'évalue en ajoutant la méthode l au orps du prototype, en reprenant la

dé�nition de la méthode l

0

.

[L℄�(l = l

0

) �! [L; (l = &(x)a)℄ si L(l

0

) = &(x)a

[L℄ / l �! [Lj

domLnflg

℄

[L℄ + [L

0

℄ �! [L;L

0

℄

Règles de typage

Lorsque la dé�nition d'une méthode est oubliée (règle Oubli), le nom de

ette méthode est enlevé de l'ensemble D des méthodes dé�nies. Pour pouvoir

dé�nir une méthode l en reprenant la dé�nition d'une méthode l

0

(règle Copie),

es deux méthodes doivent avoir le même type dans !. On obtient alors un

prototype dans lequel la méthode l est dé�nie (elle est ajoutée à D). Deux

prototypes peuvent être fusionnés (règle Fusion) s'ils ont les mêmes types ! et

� . Les méthodes dé�nies dans le prototype résultat sont la réunion des méthodes

dé�nies dans haun de es prototypes.



CHAPITRE 2. OBJECTIVE ML 34

(Oubli)

� ` a : Prot(!; �;D) l 2 D

� ` (a / l) : Prot (!; �;D n flg)

(Copie)

� ` a : Prot (!; �;D) ! = (l : �

0

;!

1

) = (l

0

: �

0

;!

2

) l

0

2 D

� ` (a�(l = l

0

)) : Prot(!; �;D [ flg)

(Fusion)

� ` a : Prot (!; �;D) � ` a

0

: Prot(!; �;D

0

)

� ` (a+ a

0

) : Prot (!; �;D [D

0

)

Exemples

Nous allons maintenant illustrer sur un exemple omment la onstrution

a+ a

0

permet de modéliser l'héritage multiple. Considérons le prototype :

l_omparable ::= [ompare = &(s)�(o)(s#position = o#position)℄

La méthode ompare teste si la méthode position d'un objet issu de e prototype

et la méthode position de son argument renvoient le même résultat. Le type le

plus général de e prototype est :

8(�)8(�)8(�)8(�

0

)

Prot((position : �; ompare : hposition : �; �

0

i ! bool ; �);

�; fompareg)

D'après e type, le prototype a une méthode abstraite position de type � et une

méthode ompare prenant en argument un objet ayant également une méthode

position de type � et retournant un booléen. Comme l'une des méthodes est

abstraite, on ne peut pas réer diretement d'objet à partir de e prototype.

Il est possible d'érire une lasse l_point_omparable qui hérite à la fois de

la lasse l_point présentée en setion 2.1.2 (page 32 et de la lasse l_omparable :

l_point_omparable ::= �(x

0

)((l_point(x

0

)) + l_omparable)

La méthode position est maintenant dé�nie ar elle est héritée de la lasse

l_point . On peut don réer une instane de ette lasse :

new

fposition ;déplae ;ompareg

l_point_omparable(7)

Le type de ette instane est :

8(�)�(�)hposition : int ; déplae : int ! �; ompare : hposition : int ; �i ! booli

On peut aussi lui donner le type plus spéi�que suivant, omprenant une mé-

thode binaire :

�(�)hposition : int; déplae : int ! �; ompare : � ! booli

Il est don possible de omparer deux � points omparables �.

Voii maintenant un exemple utilisant les deux autres onstrutions. On

va dé�nir une lasse héritant de la lasse l_point, dé�nissant la méthode
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anien_déplae par la même dé�nition que la méthode déplae et rendant ette

dernière méthode non dé�nie :

�(x

0

)((l_point(x

0

))�(anien_déplae = déplae) / déplae)

Le type de ette fontion est :

8(�)8(�)8(�)(� ! Prot ((x : �; position : �; déplae : �! �;

anien_déplae : �! �; �);

�; fx ; position; anien_déplaeg))

Ainsi, les sous-lasses de ette lasse devront fournir une nouvelle dé�nition de

la méthode déplae pour que l'on puisse les instanier mais pourront enore

utiliser l'anienne dé�nition via la méthode anien_déplae .

2.2 Le alul d'objets

Dans le alul présenté dans la setion préédente, toutes les méthodes d'une

lasse sont visibles dans ses sous-lasses. Il est ependant important en pratique

de pouvoir limiter la portée de ertaines méthodes. C'est e que permet le alul

que nous allons maintenant dérire.

2.2.1 Syntaxe

La syntaxe du alul est donnée en �gure 2.2. Nous ne dérivons que les

hangements par rapport au alul préédent. On peut distinguer deux sortes

de nom de méthodes. Le nom interne d'une méthode est elui sous lequel elle

est listée dans le orps L d'un objet. Un nom externe est un nom sous lequel

elle est onnue à l'extérieur de l'objet où dans le orps d'une autre méthode. Un

ditionnaire ' [30℄ est une fontion injetive assurant la tradution des noms

externes en noms internes. Un objet [L℄

'

0

'

a maintenant deux ditionnaires. Le

ditionnaire statique '

0

est �xe et donne aès aux méthodes publiques de l'ob-

jet. Le ditionnaire dynamique ' est modi�é à haque appel de méthode : il

ontient alors les méthodes aessibles dans le orps de la méthode appelée, et

qui peuvent être privées. Une dé�nition de méthode &(x; '

00

)a ontient le di-

tionnaire '

00

devant remplaer e ditionnaire '

0

. Un appel de méthode peut se

faire en utilisant l'un ou l'autre des ditionnaires. L'appel a#l utilise le dition-

naire statique '

0

. Il orrespond don à l'invoation d'une méthode publique.

L'appel a:l utilise le ditionnaire dynamique ' et permet l'invoation de mé-

thodes privées. La redé�nition de méthode (a:l

(

)

&(x)a

0

) se fait toujours par le

ditionnaire dynamique '. Un prototype [L℄

'

ne porte qu'un ditionnaire. Ce

ditionnaire indique quelles méthodes sont visibles de l'extérieur. Contrairement

au alul préédent, l'ajout d'une méthode l à un prototype est expliite (a+ l),

ar il néessite une modi�ation de e ditionnaire. La méthode est initialement

abstraite. En�n, une nouvelle onstrution an l permet de masquer une méthode

privée l.

2.2.2 Sémantique

Les prototypes et les objets sont onsidérés modulo le renommage de leurs

méthodes internes. Soit '

0

une appliation bijetive des noms des méthodes vers
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a ::= x Variable

j �(x)a Abstration

j a(a) Appliation

j let x = a in a Dé�nition

j (a : � :> � ) Contrainte de sous-typage

j [L℄

'

'

Objet

j a#l Appel de méthode

j a:l Appel de méthode interne

j a:l

(

)

&(x)a (Re)dé�nition de méthode

j [L℄

'

Prototype

j new

P

a Construteur

j a+ l Ajout de méthode

j a n l Masquage de méthode

j a / l Oubli de la dé�nition d'une méthode

j a+ a Fusion de prototypes

j a�(l = l) Dupliation de méthode

L ::= ; Objet vide

j L; (l = &(x; ')a) Méthode

Fig. 2.2: Syntaxe du alul



CHAPITRE 2. OBJECTIVE ML 37

Appel de méthode (L('

0

(l)) = &(x; '

00

)a)

[L℄

'

0

'

#l �! af[L℄

'

0

'

00

=xg

Appel de méthode interne (L('(l)) = &(x; '

00

)a)

[L℄

'

0

'

:l �! af[L℄

'

0

'

00

=xg

Redé�nition de méthode

[L℄

'

0

'

:l

(

)

&(x)a �! [L; ('(l) = &(x; ')a)℄

'

0

'

Fig. 2.3: Règles de rédution : objets

les noms de méthodes. Le renommage des méthodes internes d'un objet [L℄

'

0

'

(resp. d'un prototype [L℄

'

) est ['

0

(L)℄

'

0

Æ'

0

'

0

Æ'

(resp. ['

0

(L)℄

'

0

Æ'

), où '

0

(L) est

dé�ni par :

'

0

(;) = ;

'

0

(L; (l = &(x; ')a)) = '

0

(L); ('

0

(l) = &(x; '

0

Æ ')a)

Ainsi, les prototypes suivants sont équivalents :

[l = &(x; (l

1

= l))a℄

(l

2

=l)

[l

0

= &(x; (l

1

= l

0

))a℄

(l

2

=l

0

)

La sémantique du alul est dé�nie de la même manière que préédemment.

Les valeurs sont les fontions, les objets et les prototypes :

v ::= �(x)a j [L℄

'

'

j [L℄

'

Les ontextes d'évaluation sont dé�nis par la grammaire suivante :

E ::= [_℄

j E(a)

j v(E)

j let x = E in a

j E#l

j E:l

j E:l

(

)

&(x)a

j new

P

E

j E n l

j E / l

j E�(l = l)

j E + a

j v +E
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Création d'un objet

new

P

[L℄

'

�! [L℄

'j

P

'

Ajout de méthode (l 62 dom' et l

0

62 im' [ domL)

[L℄

'

+ l �! [L℄

';(l=l

0

)

Dé�nition de méthode

[L℄

'

:l

(

)

&(x)a �! [L; ('(l) = &(x; ')a)℄

'

Masquage de méthode

[L℄

'

n l �! [L℄

'j

dom'nflg

Fig. 2.4: Règles de rédution : prototypes

Oubli de la dé�nition d'une méthode

[L℄

'

/ l �! [Lj

domLnf'(l)g

℄

'

Dupliation d'une méthode (L('(l

0

)) = &(x; '

0

)a)

[L℄

'

�(l = l

0

) �! [L; ('(l) = &(x; '

0

)a)℄

'

Combinaison de deux prototypes (on hoisit un représentant tel que

8l 2 dom' \ dom'

0

� '(l) = '

0

(l) et

(im' [ domL) \ (im'

0

[ domL

0

) = '(dom' \ dom'

0

))

[L℄

'

+ [L

0

℄

'

0

�! [L;L

0

℄

';'

0

Fig. 2.5: Règles de rédution : omplément sur les prototypes
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Contrainte de sous-typage

(a : � :> �

0

) �! a

Appliation

(�(x)a)(v) �! afv=xg

Dé�nition

let x = v in a �! afv=xg

Fig. 2.6: Règles de rédution : alul de base

La relation de rédution loale est donnée par les �gures 2.3, 2.4, 2.5 et

2.6. Lors d'un appel de méthode [L℄

'

0

'

#l ou [L℄

'

0

'

:l, la dé�nition de la méthode

&(x; '

00

)a est tirée du orps de l'objet L après tradution du nom de la mé-

thode par l'un ou l'autre des ditionnaires. La variable x est remplaée par

l'objet, dont le ditionnaire dynamique devient '

00

. La redé�nition d'une mé-

thode [L℄

'

0

'

:l

(

)

&(x)a onsiste à plaer la nouvelle dé�nition dans le orps de

l'objet, après tradution du nom de méthode par le ditionnaire '.

Lors de la réation d'un objet à partir d'un prototype ave les méthodes

publiques P, le ditionnaire statique de l'objet est la restrition du ditionnaire

' du prototype à ses méthodes publiques. Pour ajouter une méthode l à un

prototype, on hoisit un nouveau nom de méthode l

0

et on étend le ditionnaire

' du prototype a�n qu'il assoie l

0

à l. La dé�nition (ou redé�nition) d'une

méthode d'un prototype se fait en ajoutant la dé�nition de la méthode dans le

orps du prototype après tradution de son nom par le ditionnaire du prototype.

Une méthode est masquée en la retirant du ditionnaire du prototype.

A�n d'oublier la dé�nition d'une méthode, on l'enlève du orps du prototype.

La dupliation d'une méthode s'e�etue en ajoutant dans le orps du prototype

la nouvelle méthode l

0

en reprenant le orps de l'autre méthode l. Deux proto-

types peuvent être fusionnés si leurs ditionnaires ' et '

0

oïnident sur leur

domaine ommun, et si les méthodes internes ommunes aux deux prototypes

sont exatement les méthodes devant être partagées entre les deux prototypes

(ar elles ont le même nom externe). Il existe toujours un représentant de haun

des prototypes remplissant es onditions (théorème 10, page 55). Le orps du

prototype obtenu est alors la onaténation des orps des prototypes fusionnés,

et son ditionnaire est la réunion de leurs ditionnaires.

La relation de rédution loale �! est étendue en une relation dé�nissant

un pas d'évaluation : a �! a

0

ssi il existe des expressions a

1

et a

0

1

telles que

a = E[a

1

℄, E[a

1

℄ �! E[a

0

1

℄ et a

0

= E[a

0

1

℄.

2.2.3 Types

Les types sont quasiment les mêmes que préédemment : la seule di�érene

est que le type omplet d'un objet et le type d'un prototype utilisent ii une
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rangée bornée L plut�t qu'une rangée !. Cela re�ète le fait que les méthodes

sont maintenant introduites expliitement par la onstrution a+ l.

� ::= � j � ! � j h!i j �(�)� j Obj (L; � ) j Prot (L; �;D)

! ::= � j ; j l : � ;!

� ::= 8(�)� j �

Nous rappelons que D est un ensemble de noms de méthodes, et que les rangées

bornées sont dé�nies omme une sous-grammaire des rangées :

L ::= ; j l : � ;L

2.2.4 Règles de typage

Les règles de typage utilisent le jugement � ` a : � pour les expressions et

le jugement � ` L : (L; � ) pour le orps des objets et des prototypes.

Nous reprenons les règles du alul de base, ainsi que les règles de sous-

typage :

(Var)

(x : 8(~�)� ) 2 �

� ` x : �f~�=~�g

(Abs)

�;x : �

0

` a : �

� ` �(x)a : �

0

! �

(App)

� ` a : �

0

! � � ` a

0

: �

0

� ` a(a

0

) : �

(Let)

� ` a : � �;x : gen(�;�) ` a

0

: �

0

� ` let x = a in a

0

: �

0

(Sous-Typage)

� ` a : � � � �

0

� ` a : �

0

(Cstr)

� ` a : �(� ) � � �

0

� ` (a : � :> �

0

) : �(�

0

)

Le type d'un objet est formé à partir du type de son orps en omposant la

rangée bornée L ontenant le type des méthodes et le ditionnaire dynamique

de l'objet ' (règle Objet). On obtient ainsi les méthodes aessibles via e

ditionnaire et leurs types. De plus, toutes les méthodes apparaissant dans L

doivent être dé�nies, et la seonde omposante � du type de l'objet doit être

obtenue en omposant la rangée L ave le ditionnaire statique de l'objet :

ette omposante donne le type des méthodes publiques de l'objet. Le type du

orps d'un objet (ou d'un prototype) est une paire (L; � ) où L est une rangée

bornée donnant le type des méthodes de l'objet en fontion de leur nom interne

et � est le type externe de l'objet (e type liste les méthodes publiques de

l'objet). Le orps d'un objet est typé réursivement en partant du orps vide

(règles Objet-Vide et Objet-Méthode). Le type du orps d'une méthode

dans l'environnement � dans lequel on a ajouté la variable x doit être le type

de ette méthode dans L. La variable x représente l'objet lui-même et son type

est Obj (L Æ '; � ), où L Æ ' est le type des méthodes vues depuis le orps de la

méthode (et don avant tradution par le ditionnaire dynamique ').
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(Objet)

� ` L : (L; � )

domL = domL � = hL Æ '

0

i

� ` [L℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; � )

(Objet-Vide)

� ` ; : (L; � )

(Objet-Méthode)

� ` L : (L; � )

�;x : Obj (L Æ '; � ) ` a : L(l)

� ` L; (l = &(x; ')a) : (L; � )

La règleMasquage permet d'oublier la partie privée L du type omplet d'un

objet. L'appel d'une méthode publique est typée omme préédemment (règle

Séletion). L'appel à une méthode privée est typée en utilisant la partie privée

L du type omplet de l'objet (règle Séletion-Privée). On peut redé�nir une

méthode l par une nouvelle dé�nition a

0

pourvu que le type de ette expression

soit le type de la méthode dans L (règle Redéfinition). Le type de l'objet reste

inhangée.

(Masquage)

� ` a : Obj (L; � )

� ` a : �

(Séletion)

� ` a : hl : � ;!i

� ` a#l : �

(Séletion-Privée)

� ` a : Obj (L; � )

� ` a:l : L(l)

(Redéfinition)

� ` a : Obj (L; � )

�;x : Obj (L; � ) ` a

0

: L(l)

� ` (a:l

(

)

&(x)a

0

) : Obj (L; � )

Les méthodes d'un prototype (domL) sont des méthodes dé�nies dans e

prototype (domL) ou des méthodes pour lesquelles un emplaement à été réservé

dans le ditionnaire du prototype (im'). Le type d'un prototype présente le

type de ses méthodes avant tradution par le ditionnaire ', le type publi �

du prototype et la liste des méthodes dé�nies par le prototype et enore visibles

via ' (règle Prototype). On peut réer un objet à partir d'un prototype à

ondition que toutes les méthodes du prototype soient dé�nies et que son type

publique � orresponde aux méthodes publiques de L.

(Prototype)

� ` L : (L; � )

domL = domL [ im'

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

(Constr)

� ` a : Prot (L; �;D)

D = domL � = hLj

P

i

� ` new

P

a : �

Lors de l'ajout d'une méthode abstraite à un prototype (règle Ajout) le type

de ette méthode est insérée dans la liste des types des méthodes du prototype.

Cette méthode ne doit pas déjà exister. La dé�nition d'une méthode dans un

prototype (règle Définition) est similaire à la redé�nition d'une méthode dans

un objet. La méthode devient dé�nie et est don ajoutée à D.

(Ajout)

� ` a : Prot(L; �;D) l 62 domL

� ` (a+ l) : Prot((l : �

0

;L); �;D)

(Définition)

� ` a : Prot(L; �;D)

�;x : Obj (L; � ) ` a

0

: L(l)

� ` (a:l

(

)

&(x)a

0

) : Prot (L; �;D[ flg)
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Quand une méthode est masquée (règleMasque), elle est enlevée de la liste des

méthodes visibles du prototype ainsi que de l'ensemble des méthodes dé�nies.

L'oubli de la dé�nition d'une méthode (règle Oubli) enlève ette méthode de

l'ensemble des méthodes dé�nies D. Dans les deux as, la méthode doit être

dé�nie au préalable.

(Masque)

� ` a : Prot (L; �;D) l 2 D

� ` (a n l) : Prot(Lj

domLnflg

; �;D n flg)

(Oubli)

� ` a : Prot(L; �;D) l 2 D

� ` (a / l) : Prot (L; �;D n flg)

On peut opier la dé�nition d'une méthode l

0

vers une méthode l (règle Copie)

à ondition qu'elles aient le même type. La méthode l devient alors dé�nie. Deux

prototypes peuvent être fusionnés (règle Fusion) si leurs méthodes ommunes

ont le même type. Les méthodes du résultat sont la réunion des méthodes des

deux prototypes (même hose pour les méthodes dé�nies).

(Copie)

� ` a : Prot(L; �;D) L(l) = L(l

0

)

� ` (a�(l = l

0

)) : Prot(L; �;D [ flg)

(Fusion)

� ` a : Prot(L; �;D)

� ` a

0

: Prot (L

0

; �;D

0

)

8l 2 domL \ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

� ` (a+ a

0

) : Prot ((L;L

0

); �;D [D

0

)

2.2.5 Exemple

Considérons une lasse  possédant une méthode privée interne et une

méthode publique externe utilisant la méthode privée.

lass  =

objet (self)

method private interne = 1

method externe = self#interne + 1

end

Cette lasse peut être enodée dans le alul omme suit :

 ::= (([;℄

;

+ interne + externe):interne

(

)

&(x)1):externe

(

)

&(x)x:interne + 1

Partant du prototype vide, on lui ajoute deux méthodes interne et externe . Puis

on dé�nit les deux méthodes. La seonde aède à la première par un appel privé.

Le type le plus général possible pour ette expression est :

Prot((interne : int ; exerne : int); �; finterne; externeg)

Les deux méthodes ont le type int . Elles ne sont pas publiques et elles sont

dé�nies. Un type orrespondant mieux à la dé�nition de lasse i-dessus est :

Prot ((interne : int ; exerne : int); hexterne : int ;�i; finterne; externeg)
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Il préise que la méthode externe doit être publique.

Créer un objet de la lasse  orrespond à réer à partir du prototype  un

objet dont la seule méthode visible est externe :

new

fexterneg



Supposons maintenant que l'on veuille masquer omplètement la méthode

interne dans une sous-lasse d :

lass d : sig method externe : int end = 

On utilise pour ela l'opérateur de masquage d'une méthode d'un prototype :

d ::=  n interne

Le type du prototype d est alors

Prot((externe : int); �; fexterneg)

La méthode interne a omplètement disparu de e type.

2.2.6 Corretion

La preuve de orretion s'e�etue omme nous l'avons esquissée dans la

setion 1.3.4 (page 16). Nous ommençons par montrer quelques propriétés gé-

nérales du typage.

Lemme 1 (Déomposition et remplaement) Si � ` E[a℄ : � , alors il

existe un type �

0

tel que � ` a : �

0

et tel que, de plus, si � ` a

0

: �

0

alors

� ` E[a

0

℄ : � .

Démonstration. Par indution sur une dérivation de � ` E[a℄ : � . Tous les

as sont immédiats.

Lemme 2 (Renforement de l'environnement) Si �;x : � ` a : � et � =

�

0

f~�=~�g alors �;x : 8(�)�

0

` a : � .

Démonstration. Par indution sur une preuve de la première hypothèse.

Les as intéressants onernent l'aès à l'environnement et la généralisation

de types. Considérons don deux de es as.

�

(x

0

: 8(~�

00

)� ) 2 (�;x : �)

(Var)

�;x : � ` x

0

: �f~�

0

=~�

00

g

Si x

0

6= x, le résultat est lair. Sinon, posons �

0

= 8(~�

0

)�

0

. On a alors

8(~�

00

)� = � = �

0

f~�=~�g = 8(~�

0

)�

0

f~�=~�g (en supposant les variables ~�

0

distintes des variables ~�). D'où �f~�

0

=~�

00

g = �

0

f~�=~�gf~�

0

=~�

0

g.

Don,

(x : 8(~�)8(~�

0

)�

0

) 2 (�;x : 8(�)�

0

)

(Var)

(�;x : 8(�)�

0

) ` x : �

0

f~�=~�gf~�

0

=~�

0

g

�

�;x : � ` a : �

�;x : �;x

0

: gen(�;�;x : �) ` a

0

: �

0

(Let)

�;x : � ` let x

0

= a in a

0

: �

0
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L'hypothèse d'indution nous donne

�;x : 8(�)�

0

` a : �

et

�;x : 8(�)�

0

;x

0

: gen(�;�;x : �) ` a

0

: �

0

Comme �;x : 8(�)�

0

a moins de variables libres que �;x : �, le type

gen(�;�;x : 8(�)�

0

) est plus général que le type gen(�;�;x : �). Par

onséquent, l'hypothèse d'indution nous donne :

�;x : 8(�)�

0

;x

0

: gen(�;�;x : 8(�)�

0

) ` a

0

: �

0

Finalement,

�;x : 8(�)�

0

` a : �

�;x : 8(�)�

0

;x

0

: gen(�;�;x : 8(�)�

0

) ` a

0

: �

0

(Let)

�;x : 8(�)�

0

` let x

0

= a in a

0

: �

0

Lemme 3 (Extension de l'environnement) Si � ` a : � et � � �

0

alors

�

0

` a : � .

Démonstration. Par indution sur une preuve de la première hypothèse. La

preuve de haque as est immédiate.

Lemme 4 (Stabilité par substitution) Si � ` a : � alors pour toute substi-

tution �, �(�) ` a : �(� ).

Démonstration. Par indution sur une preuve de la première hypothèse. Tous

les as sont immédiats à part eux qui aèdent à l'environnement ou utilisent

la généralisation. Considérons don deux de es as.

�

(x : 8(~�)� ) 2 �

(Var)

� ` x : �f~�=~�g

Quitte à e�etuer un renommage, on peut supposer que les variables ~� ne

sont pas des variables libres de � et que � les laisse invariantes.

Alors �(8(~�)� ) = 8(~�)�(� ) et �(�f~�=~�g) = �(� )f�(~� )=~�g.

On a don :

(x : 8(~�)�(� )) 2 �(�)

(Var)

�(�) ` x : �(� )f�(~� )=~�g

et don

�(�) ` x : �(�f~�=~�g)

�

� ` a : � �;x : gen(�;�) ` a

0

: �

0

(Let)

� ` let x = a in a

0

: �

0

Soit �

1

une substitution telle que �

1

(�) = �(�) et telle que les images des

variables généralisables de � par �

1

soient des variables distintes non liées

dans �

1

(�).
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L'hypothèse de réurrene nous donne

�

1

(�) ` a : �

1

(� )

et

�(�;x : gen(�;�)) ` a

0

: �(�

0

)

On véri�e que �(gen(�;�)) = gen(�

1

(� ); �

1

(�)).

Il vient alors

�

1

(�) ` a : �

1

(� ) �

1

(�);x : gen(�

1

(� ); �

1

(�)) ` a

0

: �(�

0

)

(Let)

�

1

(�) ` let x = a in a

0

: �(�

0

)

et don

�(�) ` let x = a in a

0

: �(�

0

)

Lemme 5 (Commutation des méthodes) La ommutation des méthodes d'un

objet ou d'un prototype ne hange pas son type : si

� ` L; (l = &(x; ')a); (l

0

= &(x

0

; '

0

)a

0

) : (L; � )

et l 6= l

0

, alors

� ` L; (l = &(x

0

; '

0

)a

0

); (l

0

= &(x; ')a) : (L; � )

Démonstration. Immédiat en utilisant la règle Objet-Méthode.

On pourra don supposer dans la suite des preuves que si L(l) = &(x; ')a,

alors L s'érit L

0

; (l = &(x; ')a).

Lemme 6 (Renommage des noms internes des méthodes) Le renommage

des noms internes des méthodes d'un objet ou d'un prototype ne hange pas son

type.

Démonstration. Soit '

0

une bijetion des noms de méthodes vers les noms

de méthodes. Supposons don que l'on ait la dérivation suivante :

.

.

.

� ` L : (L; � ) domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot (L Æ '; �; '

�1

(domL))

On veut montrer la dérivation suivante :

.

.

.

� ` '

0

(L) : (L Æ '

�1

0

; � )

dom(L Æ '

�1

0

) =

dom('

0

(L)) [ im('

0

Æ ')

(Prototype)

� ` ['

0

(L)℄

'

0

Æ'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

On ommene don par montre que si � ` L : (L; � ), alors � ` '

0

(L) : (L Æ

'

�1

0

; � ). On véri�e aisément qu'en e�et, si :

(Objet-Vide)

� ` ; : (L; � )



CHAPITRE 2. OBJECTIVE ML 46

alors :

(Objet-Vide)

� ` '

0

(;) : (L Æ '

�1

0

; � )

et que si :

� ` L : (L; � )

�;x : Obj (L Æ '; � ) ` a : L(l)

(Objet-Méthode)

� ` L; (l = &(x; ')a) : (L; � )

alors :

� ` '

0

(L) : (L Æ '

�1

0

; � )

�;xObj ((L Æ '

�1

0

) Æ '

0

; � ) ` a : (L Æ '

�1

0

)(l)

(Objet-Méthode)

� ` '

0

(L; (l = &(x; ')a)) : (L Æ '

�1

0

; � )

Reste à montrer que dom(L Æ '

�1

0

) = dom('

0

(L)) [ im('

0

Æ '). Calulons :

dom(L Æ '

�1

0

) = '

0

(dom(L))

= '

0

((domL [ im'))

= '

0

((domL)) [ '

0

((im'))

= dom('

0

(L)) [ im('

0

Æ ')

On a bien le résultat désiré.

On montre de même que le type d'un objet est préservé par renommage de

ses noms de méthodes internes.

Nous allons maintenant montrer que la rédution préserve le typage. Nous

ommençons pour ela par montrer quelques lemmes tehniques.

Lemme 7 (Substitution) Si � ` v : �

0

et �;x : � ` a

1

: �

1

où � = 8(~�

i

)�

0

et

�

i

62 VL(�) alors � ` a

1

fv=xg : �

1

Démonstration. Par indution sur une preuve de la deuxième hypothèse

�;x : � ` a

1

: �

1

. Nous ne présentons que quelques as, les autres as étant

similaires.

�

(x

0

: 8(~�)� ) 2 (�;x : �)

(Var)

�;x : � ` x

0

: �f~�=~�g

Si x 6= x

0

, on a omme désiré :

(x

0

: 8(~�)� ) 2 �

(Var)

� ` x

0

fa=xg : �f~�=~�g

Supposons don x = x

0

. Alors on a en fait :

(x

0

: 8(~�

i

)�

0

) 2 �;x : �

(Var)

�;x : � ` x

0

: �

0

f~�=~�

i

g

Comme les �

i

ne sont pas libres dans �, une substitution ne modi�ant

que es variables laisse et environnement inhangé. Par le lemme 4, la

première hypothèse du lemme donne don : � ` v : �

0

f~�=~�

i

g, 'est-à-dire :

� ` xfv=xg : �

0

f~�=~�

i

g,
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�

�;x : �;x

0

: �

0

` a : �

(Abs)

�;x : � ` �(x

0

)a : �

0

! �

D'après le lemme 4, on voit que l'on peut supposer que les variables �

i

ne

sont pas libres dans �

0

. En appliquant le lemme 3 à la première hypothèse

du lemme, il vient �;x

0

: �

0

` v : �

0

. D'où, en appliquant l'hypothèse

d'indution à la prémisse de la règle i-dessus, �;x

0

: �

0

` afv=xg : � .

Finalement :

�;x

0

: �

0

` afv=xg : �

(Abs)

� ` (�(x

0

)a)fv=xg : �

0

! �

�

�;x : � ` a : �

0

! � �;x : � ` a

0

: �

0

(App)

�;x : � ` a(a

0

) : �

Le résultat voulu est immédiatement obtenu en appliquant l'hypothèse

d'indution aux prémisses de ette règle.

�

�;x : � ` a : � �;x : �;x

0

: gen(�; (�;x : �)) ` a

0

: �

0

(Let)

�;x : � ` let x

0

= a in a

0

: �

0

L'hypothèse de réurrene appliquée à la première prémisse donne : � `

afv=xg : � .

D'autre part, d'après le lemme 3, on a �;x

0

: gen(�; (�;x : �)) ` v : �

0

.

D'où, en appliant l'hypothèse de réurrene à la seonde prémisse, �;x

0

:

gen(�; (�;x : �)) ` a

0

fv=xg : �

0

Et don, omme gen(�;�) est plus général

que gen(�; (�;x : �)), le lemme 2 nous donne �;x

0

: gen(�;�) ` a

0

fv=xg :

�

0

.

Finalement,

� ` afv=xg : � �;x

0

: gen(�;�) ` a

0

fv=xg : �

0

(Let)

�;x : � ` (let x

0

= a in a

0

)fv=xg : �

0

Nous pouvons maintenant montrer que le typage est préservé par rédution.

Théorème 8 (Préservation du typage par rédution) Si � ` a : � et

a �! a

0

, alors � ` a

0

: � .

Démonstration. Par indution sur une dérivation de typage et par as sur la

règle de rédution utilisée.

Tout d'abord, d'après le lemme 6, un renommage des noms internes des

méthodes d'un objet ou d'un prototype ne hange pas son type. On peut don

bien onsidérer eux-i à renommage près.

Grâe à la transitivité et à la ré�exivité du sous-typage, on peut supposer

sans perte de généralité que, dans la preuve d'un jugement � ` a : � , l'usage de

la règle de sous-typage Sous-Typage alterne ave l'usage d'une autre règle de

typage (ou est absente quand auun non-trivial sous-typage n'est possible).

Il est également su�sant de ne onsidérer que les as où la preuve ne se

termine pas par l'utilisation du sous-typage ou de la règle Masque. On peut

en e�et appliquer l'hypothèse d'indution au jugement � ` a : �

0

obtenu avant

appliation de l'une de es règles de typage. On obtient alors � ` a

0

: �

0

et on

peut appliquer es mêmes règles de typage pour onlure.

En�n, d'après le lemme 1, il su�t de onsidérer les règles de rédution loale.
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� [L℄

'

0

'

#l �! af[L℄

'

0

'

00

=xg où L('

0

(l)) = &(x; '

00

)a

On a la dérivation suivante :

�

00

� hl : � ;!i

domL = domL

�

00

= hL Æ '

0

i

.

.

.

� ` L : (L; �

00

)

(Objet)

� ` [L℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; �

00

)

(Masque)

� ` [L℄

'

0

'

: �

00

(Sous-Typage)

� ` [L℄

'

0

'

: hl : � ;!i

(Séletion)

� ` [L℄

'

0

'

#l : �

préédée de :

.

.

.

� ` L

0

: (L; �

00

)

.

.

.

(2.1) �;x : (L Æ '

00

; �

00

) ` a : L('

0

(l))

(Méthode)

� ` L : (L; �

00

)

ave L = L

0

; ('

0

(l) = &(x; '

00

)a).

On en déduit immédiatement :

domL = domL �

00

= hL Æ '

0

i

.

.

.

� ` L : (L; �

00

)

(Objet)

(2.2) � ` [L℄

'

0

'

00

: Obj (L Æ '

00

; �

00

)

En appliquant le lemme 7 aux jugements (2.1) et (2.2), il vient :

� ` af[L℄

'

0

'

00

=xg : L('

0

(l))

On a d'autre part :

hL Æ '

0

i = �

00

� hl : � ; �

0

i

et don L('

0

(l)) � � . On en déduit �nalement

.

.

.

� ` af[L℄

'

0

'

00

=xg : L('

0

(l))

(Sous-Typage)

� ` af[L℄

'

0

'

00

=xg : �

� [L℄

'

0

'

:l �! af[L℄

'

0

'

00

=xg où L('(l)) = &(x; '

00

)a

On a la dérivation suivante :

domL = domL

�

00

= hL Æ '

0

i

.

.

.

� ` L : (L; �

00

)

(Objet)

� ` [L℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; �

00

)

(Séletion-Privée)

� ` [L℄

'

0

'

:l : (L Æ ')(l)

préédée de :

.

.

.

� ` L

0

: (L; �

00

)

.

.

.

(2.3) �;x : (L Æ '

00

; �

00

) ` a : L('(l))

(Méthode)

� ` L : (L; �

00

)
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ave L = L

0

; ('(l) = &(x; '

00

)a).

On en déduit immédiatement :

domL = domL �

00

= hL Æ '

0

i

.

.

.

� ` L : (L; �

00

)

(Objet)

(2.4) � ` [L℄

'

0

'

00

: Obj (L Æ '

00

; �

00

)

En appliquant le lemme 7 aux jugements (2.3) et (2.4), il vient :

� ` af[L℄

'

0

'

00

=xg : (L Æ ')(l)

omme désiré.

� [L℄

'

0

'

:l

(

)

&(x)a �! [L; ('(l) = &(x; ')a)℄

'

0

'

On a la dérivation suivante :

.

.

.

�;x : (L Æ '; � ) ` a : (L Æ ')(l)

.

.

.

� ` [L℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; � )

(Définition)

� ` ([L℄

'

0

'

:l

(

)

&(x)a) : Obj (L Æ '; � )

préédée de

(2.5) domL = domL � = hL Æ '

0

i

.

.

.

� ` L : (L; � )

(Objet)

� ` [L℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; � )

On en déduit :

.

.

.

� ` L : (L; � )

.

.

.

�;x : (L Æ '; � ) ` a : L('(l))

(Méthode)

� ` L; ('(l) = &(x; ')a) : (L; � )

Comme '(l) 2 domL, l'égalité (2.5) nous permet de déduire que

dom(L; ('(l) = &(x; ')a)) = domL = domL

D'où, �nalement :

dom(L; ('(l) = &(x; ')a)) =

domL

� = hL Æ '

0

i

.

.

.

� ` L; ('(l) = &(x; ')a) : (L; � )

(Objet)

� ` [L; ('(l) = &(x; ')a)℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; � )

� new

P

[L℄

'

�! [L℄

'j

P

'

On a la dérivation suivante :

(2.6) '

�1

(domL) = dom(L Æ ')

(2.7) � = h(L Æ ')j

P

i

.

.

.

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

� ` new

P

[L℄

'

: �
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préédée de :

.

.

.

� ` L : (L; � ) (2.8) domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

La dérivation suivante nous permettrait de onlure :

domL = domL

� = hL Æ 'j

P

i

.

.

.

� ` L : (L; � )

(Objet)

� ` [L℄

'j

P

'

: Obj (L Æ '; � )

(Masque)

� ` [L℄

'j

P

'

: �

Il su�t de prouver pour ela que � = hL Æ 'j

P

i et domL = domL. La

première égalité se déduit trivialement de (2.7). Montrons l'autre égalité.

D'après (2.8), il su�t de montrer que im' � domL. Soit x 2 im' et y tel

que x = '(y). Toujours d'après (2.8), x 2 domL, et don y 2 dom(LÆ').

Alors, d'après l'égalité (2.6), y 2 '

�1

(domL). D'où x = '(y) 2 domL

omme désiré.

� [L℄

'

+ l �! [L℄

';(l=l

0

)

où l 62 dom' et l

0

62 im' [ domL.

On a la dérivation suivante :

l 62 dom(L Æ ')

.

.

.

� ` L : (L; � ) domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

(Ajout)

� ` ([L℄

'

+ l) : Prot((l : �

0

; (L Æ ')); �; '

�1

(domL))

La dérivation suivante nous permettrait de onlure :

.

.

.

� ` L : (L; � ) dom(l

0

: �

0

;L) = domL [ im('; (l = l

0

))

(Prototype)

� ` [L℄

';(l=l

0

)

:

Prot ((l

0

: �

0

;L) Æ ('; (l = l

0

)); �; ('; (l = l

0

))

�1

(domL))

Il su�t véri�er les trois équations suivantes :

dom(l

0

: �

0

;L) = domL [ im('; (l = l

0

))

(l

0

: �

0

;L) Æ ('; (l = l

0

)) = l : �

0

; (L Æ ')

('; (l = l

0

))

�1

(domL) = '

�1

(domL))

Calulons :

dom(l

0

: �

0

;L) = domL [ fl

0

g

= domL [ im' [ fl

0

g

= domL [ im('; (l = l

0

))

(l

0

: �

0

;L) Æ ('; (l = l

0

)) = l : �

0

; ((l

0

: �

0

;L) Æ ')

= l : �

0

; (L Æ ') ar l

0

62 im'

Finalement, omme l

0

62 domL et l 62 dom', la dernière égalité est véri�ée.
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� [L℄

'

:l

(

)

&(x)a �! [L; ('(l) = &(x; ')a)℄

'

On a la dérivation suivante :

.

.

.

�;x : (L Æ '; � ) ` a : (L Æ ')(l)

.

.

.

� ` L : (L; � )

domL = domL [ im'

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

� ` ([L℄

'

:l

(

)

&(x)a) : Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL) [ flg)

On en déduit :

.

.

.

� ` L : (L; � )

.

.

.

�;x : (L Æ '; � ) ` a : L('(l))

(Méthode)

� ` L; ('(l) = &(x; ')a) : (L; � )

et don �nalement (omme '(l) 2 domL) :

.

.

.

� ` L; ('(l) = &(x; ')a) : (L; � )

domL = domL [ f'(l)g [ im'

� ` [L; ('(l) = &(x; ')a)℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL) [ flg)

� [L℄

'

n l �! [L℄

'j

dom'nflg

On a la dérivation suivante :

l 2 '

�1

(domL)

.

.

.

� ` L : (L; � )

domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot (L Æ '; �; '

�1

(domL))

(Masque)

� ` ([L℄

'

n l) : Prot(L Æ 'j

domLÆ'nflg

; �; '

�1

(domL) n flg)

Comme l 2 '

�1

(domL), on a '(l) 2 domL, don domL[ im' = domL[

im'j

dom'nflg

et don domL = domL[im'j

dom'nflg

D'où, ommedésiré :

.

.

.

� ` L : (L; � ) domL = domL [ im'j

dom'nflg

(Prototype)

� ` [L℄

'j

dom'nflg

: Prot (L Æ 'j

dom'nflg

; �; '

�1

(domL) n flg)

� [L℄

'

/ l �! [Lj

domLnf'(l)g

℄

'

On a la dérivation suivante :

l 2 '

�1

(domL)

.

.

.

� ` L : (L; � )

domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

(Oubli)

� ` ([L℄

'

/ l) : Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL) n flg)
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Posons L

0

= Lj

domLnf'(l)g

. Comme L = L

0

; ('(l) = &(x; '

0

)a) pour un

ertain ditionnaire '

0

, on a :

.

.

.

� ` L

0

: (L; � )

.

.

.

�;x : (L Æ '

0

; � ) ` a : L('(l))

(Méthode)

� ` L : (L; � )

D'où, omme désiré :

.

.

.

� ` L

0

: (L; � ) domL = domL

0

[ im'

(Prototype)

� ` [L

0

℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL) n flg)

� [L℄

'

�(l = l

0

) �! [L; ('(l) = &(x; '

0

)a)℄

'

où L('(l

0

)) = &(x; '

0

)a

On a la dérivation suivante :

(L Æ ')(l) = (L Æ ')(l

0

)

.

.

.

� ` L : (L; � )

domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

(Copie)

� ` ([L℄

'

�(l = l

0

)) : Prot (L Æ '; �; '

�1

(domL) [ flg)

préédée de :

.

.

.

� ` L

0

: (L; � )

.

.

.

�;x : (L Æ '

0

; � ) ` a : L('(l

0

))

(Méthode)

� ` L : (L; � )

ave L = L

0

; ('(l

0

) = &(x; '

0

)a).

Comme (L Æ ')(l) = (L Æ ')(l

0

), il vient :

.

.

.

� ` L : (L; � )

.

.

.

�;x : (L Æ '

0

; � ) ` a : L('(l))

(Méthode)

� ` L; ('(l) = &(x; '

0

)a) : (L; � )

D'où �nalement :

.

.

.

� ` L; ('(l) = &(x; '

0

)a) : (L; � )

domL = domL [ f'(l)g [ im'

(Prototype)

� ` [L; ('(l) = &(x; '

0

)a)℄

'

: Prot (L Æ '; �; '

�1

(domL) [ flg)

� [L℄

'

+ [L

0

℄

'

0

�! [L;L

0

℄

';'

0

où (2.9)8l 2 dom' \ dom'

0

� '(l) = '

0

(l) et

(2.10)(im' [ domL) \ (im'

0

[ domL

0

) = '(dom' \ dom'

0

)

On a la dérivation suivante (règle Fusion) :

.

.

.

� ` [L℄

'

:

Prot (L Æ '; �; '

�1

(domL))

.

.

.

� ` [L

0

℄

'

0

:

Prot (L

0

Æ '

0

; �; '

0�1

(domL

0

))

(2.11) 8l 2 dom(L Æ ') \ dom(L

0

Æ '

0

) � (L Æ ')(l) = (L

0

Æ '

0

)(l)

� ` ([L℄

'

+ [L

0

℄

'

0

) :

((L Æ ';L

0

Æ '

0

); �; '

�1

(domL) [ '

0�1

(domL

0

))
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préédée de :

.

.

.

� ` L : (L; � ) domL = domL [ im'

(Prototype)

� ` [L℄

'

: Prot(L Æ '; �; '

�1

(domL))

et de :

.

.

.

� ` L

0

: (L

0

; � ) domL

0

= domL

0

[ im'

0

(Prototype)

� ` [L

0

℄

'

0

: Prot(L

0

Æ '

0

; �; '

0�1

(domL

0

))

Nous allons montrer la onlusion de la règle i-dessous, en en montrant

les deux prémisses :

� ` (L;L) : (L;L

0

); � )

dom(L;L

0

) = dom(L;L

0

) [ im(';'

0

)

(Prototype)

� ` [L;L

0

℄

';'

0

: ((L;L

0

) Æ (';'

0

); �; (';'

0

)

�1

(dom(L;L

0

)))

Il ne restera alors plus qu'à montrer que le type de [L;L

0

℄

';'

0

est bien

égale au type de l'expression initiale.

La preuve de � ` L;L

0

: ((L;L

0

); � ) se fait par indution sur la largeur

de L

0

. Si L

0

= ;, alors L;L

0

= L. D'autre part, les règles Objet-Vide

et Objet-Méthode restent valables si la rangée L

0

est remplaée par la

rangée plus large (L;L

0

) dans le type de L.

Montrons maintenant que dom(L;L

0

) = dom(L;L

0

) [ im(';'

0

).

dom(L;L

0

) = domL [ domL

0

= (domL [ im') [ (domL

0

[ im'

0

)

= dom(L;L

0

) [ im' [ im'

0

Il ne reste plus qu'à montrer que im' [ im'

0

= im(';'

0

). Clairement,

im(';'

0

) � im' [ im'

0

. Montrons l'inlusion réiproque. Soit l 2 im' [

im'

0

. Si l 2 im'

0

, alors l 2 im(';'

0

) omme désiré. Supposons don

maintenant l 62 im'

0

. Alors, il existe l

0

tel que l = '(l

0

). Si on avait

l

0

2 dom'

0

, on aurait l = '(l

0

) = '

0

(l

0

) et don l 2 im'

0

(la règle de

rédution ne s'applique en e�et que si (2.9) 8l 2 dom' \ dom'

0

� '(l) =

'

0

(l)). Comme e n'est pas le as, on a don (';'

0

)(l

0

) = '(l

0

) = l et don

bien également l 2 im(';'

0

) omme désiré.

Montrons maintenant l'égalité des types. On a :

(L;L

0

) Æ (';'

0

) = ((L;L

0

) Æ '); ((L;L

0

) Æ '

0

)

= (L Æ '); (L

0

Æ '

0

)

La première égalité est laire. La seonde vient d'une part du fait que

im' � domL et im'

0

� domL

0

, et d'autre part des égalités (2.9)

et (2.11) qui montrent que L et L

0

oïnident sur l'intersetion des images

de ' et '

0

.

Il ne reste plus qu'à montrer que

'

�1

(domL) [ '

0�1

(domL

0

) = (';'

0

)

�1

(dom(L;L

0

))
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soit dom(L Æ')[ dom(L

0

Æ'

0

) = dom((L;L

0

) Æ (';'

0

)). On a lairement :

dom((L;L

0

) Æ (';'

0

)) = dom((L;L

0

) Æ ') [ dom((L;L

0

) Æ '

0

)

= dom(L Æ ') [ dom(L

0

Æ ') [

dom(L Æ '

0

) [ dom(L

0

Æ '

0

)

Il su�t don d'avoir dom(L

0

Æ') � dom(L

0

Æ'

0

) et dom(LÆ'

0

) � dom(LÆ

'). Nous n'allons onsidérer que la première égalité, la seonde se montrant

de manière similaire. Soit l 2 dom(L

0

Æ '). On a

'(l) 2 domL

0

\ im'

2 (im' [ domL) \ (im'

0

[ domL

0

)

2 '(dom' \ dom'

0

) (d'après (2.10))

Par injetion de ', on a don l 2 dom' \ dom'

0

. Alors, d'après (2.9),

'(l) = '

0

(l) et don l 2 dom(L

0

Æ '

0

) omme désiré.

� (a : � :> �

0

) �! a

On a la dérivation suivante :

.

.

.

� ` a : �(� ) � � �

0

(Cstr)

� ` (a : � :> �

0

) : �(�

0

)

et don, omme le sous-typage est préservé par instaniation

.

.

.

� ` a : �(� ) �(� ) � �(�

0

)

(Sous-Typage)

� ` a : �(�

0

)

� (�(x)a)(v) �! afv=xg

On a la dérivation suivante :

.

.

.

(2.12) � ` v : �

�

0

0

! �

0

� �

0

! �

.

.

.

(2.13) �;x : �

0

0

` a : �

0

(Abs)

� ` �(x)a : �

0

0

! �

0

(Sous-Typage)

� ` �(x)a : �

0

! �

(App)

� ` (�(x)a)(v) : �

L'inéquation �

0

0

! �

0

� �

0

! � entraîne �

0

� �

0

0

et �

0

� � . La règle

Sous-Typage appliquée aux jugements (2.12) et (2.13) donne don :

� ` v : �

0

0

�;x : �

0

0

` a : �

En appliquant le lemme 7 à es deux jugements, il vient :

� ` afv=xg : �
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� let x = v in a �! afv=xg

On a la dérivation suivante :

� ` v : �

�;x : gen(�;�) ` a : �

0

(Let)

� ` let x = v in a : �

0

En appliquant le lemme 7 aux prémisses de ette règle, il vient :

� ` afv=xg : �

0

Nous allons maintenant montrer qu'une expression bien typée qui n'est pas

une valeur peut être réduite. Nous ommençons par un lemme permettant de

déterminer la forme d'une valeur en fontion de son type.

Lemme 9 (Type des valeurs) Le type des valeurs permet de les distinguer :

� si ` v : �

0

! � alors v est une fontion �(x)a ;

� si ` v : h!i ou ` v : Obj (L; � ) alors v est un objet [L℄

'

0

'

;

� si ` v : Prot (L; �;D) alors v est un prototype [L℄

'

.

Démonstration. Par inspetion des règles de typage, on voit que

� Si v est une fontion �(x)a, alors son type est de la forme �

0

! � ;

� Si v est un objet [L℄

'

0

'

alors son type est de la forme h!i ou Obj (L; � ) ;

� Si v est un prototype [L℄

'

alors Prot (L; �;D).

Comme on a ainsi onsidéré tous les as de valeurs et que les formes des types

sont disjoints, on en déduit la forme d'une valeur en fontion de son type.

Théorème 10 (Absene de bloquage) Si ` a : � et a n'est pas une valeur,

alors il existe une expression a

0

telle que a �! a

0

.

Démonstration. Supposons que ` a : � et a n'est pas une valeur. Considérons

un ontexte d'évaluation E tel que a = E[a

0

℄ et a

0

n'est pas une valeur. D'après

le lemme 1, ` a

0

: �

0

pour un ertain type �

0

. Si le théorème est vrai pour a

0

alors a

0

�! a

0

0

et don a �! E[a

0

0

℄. On peut don supposer que le plus grand

ontexte d'évaluation E tel que a = E[a

0

℄ et a

0

n'est pas une valeur soit le

ontexte vide.

Par ailleurs, quitte à remplaer � par un autre type plus préis, on peut

supposer que ` a : � peut être déduit à l'aide d'une dérivation ne se terminant

pas par l'appliation de la règle de sous-typage.

On onlut en onsidérant les formes possibles de a. Nous ne présentons que

quelques as (les autres sont similaires) :

� a = x :

Cette expression n'est pas typable dans l'environnement vide.

� a = a

1

(a

0

1

) :

Néessairement, a

1

et a

0

1

sont des valeurs v et v

0

. Une dérivation de ` a : �

ontient la règle suivante :

` v : �

0

! � ` a

0

: �

0

(App)

` a(a

0

) : �
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D'après le lemme 9, v est don une fontion. Il existe don une règle de

rédution telle que a �! a

0

.

� a = (a

0

: � :> �

0

) :

On a a �! a

0

.

� a = a

1

#l :

Néessairement, a

1

est une valeur v. Une dérivation de ` a : � ontient la

règle suivante :

` v : hl : � ;!i

(Séletion)

` v#l : �

D'après le lemme 9, v est don un objet. D'après son type, il a une méthode

l. Il existe don une règle de rédution telle que a �! a

0

.

� a = a

1

+ a

2

:

Néessairement, a

1

et a

2

sont des valeurs v

1

et v

2

. Une dérivation de ` a : �

ontient la règle suivante :

` a : Prot (L; �;D)

` a

0

: Prot (L

0

; �;D

0

)

8l 2 domL \ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

(Fusion)

` (a + a

0

) : Prot ((L;L

0

); �;D [D

0

)

D'après le lemme 9, es valeurs sont don des prototypes [L℄

'

et [L

0

℄

'

0

.

Il nous su�t don de véri�er que les onditions assoiées à la règle de

rédution dé�nissant la fusion de deux prototypes peuvent être satisfaites

par un renommage adéquat '

0

des noms de méthodes internes de l'un des

prototype, soit :

8l 2 dom('

0

Æ ') \ dom'

0

� ('

0

Æ ')(l) = '

0

(l)

et

(im('

0

Æ')['

0

(domL))\(im'

0

[domL

0

) = ('

0

Æ')(dom('

0

Æ')\dom'

0

)

Cette seonde équation s'érit aussi :

'

0

(im' [ domL) \ (im'

0

[ domL

0

) = ('

0

Æ ')(dom' \ dom'

0

)

Pour que la première ondition soit remplie, il su�t de hoisir '

0

de façon

à e que '

0

('(l)) = '

0

(l). Comme ' est injetif, ela est toujours possible.

On a alors l'inlusion :

'

0

(im' [ domL) \ (im'

0

[ domL

0

) � ('

0

Æ ')(dom' \ dom'

0

)

Pour avoir l'inlusion ontraire, il su�t alors de hoisir '

0

(l) arbitraire-

ment en dehors de im'

0

[ domL

0

pour tout nom de méthode l tel que

l 2 im' [ domL et l 62 '(dom' \ dom'

0

).

� a = a

1

+ l :

L'expression a

1

est néessairement une valeur v. Une dérivation de ` a : �

ontient la règle suivante :
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` v : Prot(L; �;D) l 62 domL

(Ajout)

` (v + l) : Prot((l : �

0

;L); �;D)

D'après le lemme 9, v est don un prototype [L℄

'

, et on a également la

règle suivante :

(Prototype)

� ` L : (L

0

; � )

domL

0

= domL [ im'

� ` [L℄

'

: Prot(L

0

Æ '; �; '

�1

(domL))

où L = L

0

Æ '.

Comme domL

0

= domL[ im', im' � domL

0

, et don domL = domL

0

Æ

' = dom'. Par onséquent, l 62 dom'(= domL). La ondition assoiée à

la règle de rédution dé�nissant l'ajout de méthode est don satisfaite et

ette règle peut être appliquée.

Nous pouvons maintenant onlure :

Théorème 11 (Corretion du alul) Si ` a : � , alors soit a*, soit il existe

une valeur v telle que a �!

�

v. De plus, ` v : � .

Démonstration. Si la rédution ne diverge pas, alors il existe une expression

a

0

telle que a �!

�

a

0

mais pas d'expression a

00

telle que a

0

�! a

00

. D'après le

théorème 8, ` a

0

: � . D'après le théorème 10, a

0

est une valeur.

2.3 Classes

Le alul présenté dans la setion préédente ne serait pas très pratique à

utiliser pour programmer. En e�et, les onstrutions qu'il fournit pour réer des

objets sont de trop bas niveau. Nous allons don maintenant l'étendre ave des

lasses, qui permettent de dé�nir plus aisément des objets. La sémantique de

ette extension est dé�nie par tradution dans le alul non étendu.

2.3.1 Grammaire

Le langage est don dé�ni omme une extension du alul présenté dans la

setion 2.2 page 35. Nous ne présentons i-dessous que les nouvelles onstru-

tions.

a ::= : : :

j new

P

a Construteur

j (a : � < � ) Contrainte de lasse

j objet (x) d end Classe

d ::= ;

j d; abstrat l Introdution de méthode
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j d; method l = a Dé�nition de méthode

j d; publi l Exportation de méthode

j d; inherit a Héritage

j d; rename l as l Dupliation de méthode

La onstrution new

P

a permet de réer un objet à partir d'une lasse a. Les

méthodes publiques de l'objet doivent être données expliitement par l'ensemble

P.

Il est possible de modi�er le type d'une lasse, d'un type � à un type �

0

, par

exemple masquer ertaines méthodes et en rendre d'autres publiques, à l'aide

d'une ontrainte de lasse (a : � < �

0

).

En�n, le orps d d'une lasse objet (x) d end dérit les méthodes de ses

instanes. La variable x permet de faire référene depuis la dé�nition d'une

méthode à l'objet auquel elle appartiendra.

Un orps de lasse se lit séquentiellement. Une méthode doit d'abord être

expliitement introduite à l'aide de la onstrution abstrat l. Une dé�nition

peut alors être fournie pour ette méthode par la onstrution method l = a.

La onstrution publi l rend la méthode l publique. L'héritage (inherit a)

onsiste à ajouter toutes les méthodes de la lasse parente a à la lasse ourante.

Finalement, il est possible de reprendre la dé�nition d'une méthode l

0

pour

dé�nir une méthode l à l'aide de la onstrution rename l

0

as l.

Les types sont étendues ave des types de lasses :

� ::= : : : j Cl(L; �;D;P)

Un type de lasse est omposé des éléments suivants :

� une rangée bornée L donnant le type des méthodes visibles de la lasse ;

� un type � donnant la forme des types des objets de la lasse (leurs types

seront une instane de e type) ;

� l'ensemble D des noms des méthodes dé�nies ;

� l'ensemble P des noms des méthodes publiques.

2.3.2 Tradution

La sémantique du langage est dé�nie par une tradution typée vers le alul

dé�ni préédemment. Cette tradution est dé�nie à l'aide de règles d'inférene

donnant simultanément le type et la tradution des expressions. Ces règles font

usage de trois sortes de jugement : � ` a : � ) a

1

donne le type � et la

tradution a

1

d'une expression a, �; x : � ` d : �

0

) a

1

donne le type �

0

et la

tradution a

1

d'un orps de lasse d. En�n, ` � < �

0

) a dé�nie une fontion

de oerion d'un type � vers un type �

0

. Ce dernier jugement est utilisé pour le

typage et la tradution des ontraintes de lasses.

Les �gures 2.7 et 2.8 donnent la tradution du alul de base, qui onsiste

essentiellement à remplaer dans une expression de e alul les sous-expressions

par leur tradution. Les �gures 2.9 et 2.10 donnent les règles de tradution des

lasses. Ces règles permettent de traduire les onstrutions de lasses en les

onstrutions orrespondantes pour les prototypes. La règle de tradution de la
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(x : 8(~�)� ) 2 �

� ` x : �f~�=~�g ) x

�;x : �

0

` a : � ) a

1

� ` �(x)a : �

0

! � ) �(x)a

1

� ` a : �

0

! � ) a

1

� ` a

0

: �

0

) a

0

1

� ` a(a

0

) : � ) a

1

(a

0

1

)

� ` a : � ) a

1

�;x : gen(�;�) ` a

0

: �

0

) a

0

1

� ` let x = a in a

0

: �

0

) let x = a

1

in a

0

1

� ` a : � ) a

1

� � �

0

� ` a : �

0

) a

1

� ` a : �(� )) a

1

� � �

0

� ` (a : � :> �

0

) : �(�

0

)) (a

1

: � :> �

0

)

� ` L : (L; � )) L

1

domL = domL � = hL Æ '

0

i

� ` [L℄

'

0

'

: Obj (L Æ '; � )) [L

1

℄

'

0

'

� ` ; : (L; � )) ;

� ` L : (L; � )) L

1

�;x : Obj (L Æ '; � ) ` a : L(l)) a

1

� ` L; (l = &(x; ')a) : (L; � )) L

1

; (l = &(x; ')a

1

)

� ` a : Obj (L; � )) a

1

� ` a : � ) a

1

� ` a : hl : � ; �

0

i ) a

1

� ` a#l : � ) a

1

#l

� ` a : Obj (L; � )) a

1

� ` a:l : L(l)) a

1

:l

� ` a : Obj (L; � )) a

1

�;x : Obj (L; � ) ` a

0

: L(l)) a

0

1

� ` (a:l

(

)

&(x)a

0

) : Obj (L; � )) (a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

)

Fig. 2.7: Tradution du alul de base
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� ` L : (L; � )) L

1

domL = domL [ im'

� ` [L℄

'

: Prot (L Æ '; �; '

�1

(domL))) [L

1

℄

'

� ` a : Prot(L; �;D)) a

1

D = domL � = hLj

P

i

� ` new

P

a : � ) new

P

a

1

� ` a : Prot(L; �;D)) a

1

l 62 domL

� ` (a+ l) : Prot((l : �

0

;L); �;D)) (a

1

+ l)

� ` a : Prot(L; �;D)) a

1

�;x : Obj (L; � ) ` a

0

: L(l)) a

0

1

� ` (a:l

(

)

&(x)a

0

) : Prot (L; �;D[ flg)) (a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

)

� ` a : Prot(L; �;D)) a

1

l 2 D

� ` (a n l) : Prot(Lj

domLnflg

; �;D n flg)) (a

1

n l)

� ` a : Prot(L; �;D)) a

1

l 2 D

� ` (a / l) : Prot(L; �;D n flg)) (a

1

/ l)

� ` a : Prot(L; �;D)) a

1

L(l) = L(l

0

)

� ` (a�(l = l

0

)) : Prot(L; �;D [ flg)) (a

1

�(l = l

0

))

� ` a : Prot (L; �;D)) a

1

� ` a

0

: Prot (L

0

; �;D

0

)) a

0

1

8l 2 domL\ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

� ` (a+ a

0

) : Prot((L;L

0

); �;D [D

0

)) (a

1

+ a

0

1

)

Fig. 2.8: Tradution du alul de base (suite)

� ` a : Cl(L; �;D;P)) a

1

D = domL � = hLj

P

i

� ` new

P

a : � ) new

P

a

1

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

� ` objet (x) d end : Cl(L; �;D;P)) a

1

� ` a : �(�

0

)) a

0

1

` �

0

< � ) a

1

� ` (a : �

0

< � ) : �(� )) a

1

(a

0

1

)

Fig. 2.9: Tradution des expressions
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�; x : � ` ; : Cl(;; �; ;; ;)) [;℄

;

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

l 62 domL

�; x : � ` (d; abstrat l) : Cl((l : �

0

;L); �;D;P)) a

1

+ l

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

�;x : Obj (L; � ) ` a : L(l)) a

0

1

�; x : � ` (d; method l = a) : Cl(L; �;D[ flg;P)) a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

L(l) = L(l

0

)

�; x : � ` (d; rename l as l

0

) : Cl(L; �;D [ fl

0

g;P)) a

1

�(l

0

= l)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

�; x : � ` (d; publi l) : Cl(L; �;D;P [ flg)) a

1

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

� ` a : Cl(L

0

; �;D

0

;P

0

)) a

0

1

8l 2 domL\ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

�; x : � ` (d; inherit a) : Cl((L;L

0

); �;D [D

0

;P [ P

0

)) a

1

+ a

0

1

Fig. 2.10: Tradution des orps de lasses

` �

0

2

< �

0

1

) a

0

` �

1

< �

2

) a

` �

0

1

! �

1

< �

0

2

! �

2

) �(x)�(x

0

)a(x(a

0

(x

0

))) ` � < � ) �(x)x

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P)) a

l 2 D L

0

= Lj

domLnflg

D

0

= D n flg

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L

0

; �;D

0

;P)) �(x)((a(x)) n l)

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P)) a l 2 D D

0

= D n flg

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D

0

;P)) �(x)((a(x)) / l)

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P)) a P

0

= P [ flg l 62 P

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P

0

)) a

Fig. 2.11: Tradution des ontraintes de type
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oerion utilise une série de règles dé�nissant une fontion de tradution (�gure

2.11). Cette fontion est appliquée à la tradution de l'expression oerée.

La tradution d'une expression ne doit pas dépendre de son type. Ce hoix

de sémantique entraîne don un ertain nombre de lourdeurs qui rendraient

le langage pénible à utiliser en pratique. Ainsi, on doit indiquer la liste des

méthodes publiques lorsque l'on rée un objet, même si ette liste est ontenue

dans le type de la lasse. De même, on doit donner le type d'une lasse pour

pouvoir modi�er son interfae par une ontrainte. En�n, une méthode ne peut

pas être ajoutée de manière impliite au moment où l'on donne sa dé�nition mais

doit être expliitement introduite au préalable. Nous verrons dans le hapitre

suivant (plus préisément, en setion 3.2 page 85) omment la synthèse de type,

et ertaines restritions que nous ferons au système de type a�n de la rendre

possible, permettent de résoudre tous es problèmes.

2.3.3 Corretion de la tradution

Nous devons d'abord préiser la orrespondane entre le type d'une expres-

sion avant tradution et son type après tradution. Nous dé�nissons pour ela

une relation de tradution des types) par indution sur leur syntaxe. Cette re-

lation remplae les types de lasses par des types de prototypes : Cl(L; �;D;P))

Prot(L

0

; �

0

;D) si L ) L

0

et � ) �

0

. Elle laisse les autres types invariants. Cette

relation est étendue aux environnements : � ) �

0

si dom�

0

= dom� et si

pour tout x 2 dom� on a �(x) ) �

0

(x). Nous pouvons maintenant énoner le

théorème de orretion :

Théorème 12 (Corretion de la tradution) Si � ` a : � ) a

0

, � ) �

0

,

et � ) �

0

alors �

0

` a

0

: �

0

.

Démonstration. La preuve se fait par indution sur une dérivation de tra-

dution � ` a : � ) a

0

. Dans le as des orps de lasses d, on montre que si

�; x : �

0

` d : � ) a, � ) �

0

et � ) �

0

, alors �

0

` a : Prot (L

0

; �;D). En�n,

en e qui onerne la oerion des lasses, on montre pour toute substitution �

que si ` �

0

< � ) a

1

, �) �

0

, �(� ) ) �

1

et �(�

0

) ) �

0

1

, alors �

0

` a

1

: �

0

1

! �

1

.

Nous avons omis les as onernant la tradution du langages de base, qui sont

évidents.

Dans e qui suit, quand il n'y aura pas d'ambiguïté, nous noterons �

0

la

tradution du type � et �

0

la tradution de l'environnement �.

Nous ommençons par les règles onernant les expressions :

�

� ` a : Cl(L; �;D;P)) a

1

D = domL � = hLj

P

i

� ` new

P

a : � ) new

P

a

1

La prémisse se traduit en �

0

` a

1

: Prot (L

0

; �

0

;D) où L ) L

0

et � ) �

0

.

On véri�e aisément que l'on a D = domL

0

et �

0

= hL

0

j

P

i. Ainsi,

�

0

` a

1

: Prot(L

0

; �

0

;D)

D = domL

0

�

0

= hL

0

j

P

i

(Constr)

�

0

` new

P

a

1

: �

0

�

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

� ` objet (x) d end : Cl(L; �;D;P)) a

1
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Les deux jugements ont la même tradution.

�

� ` a : �(�

0

)) a

0

1

` �

0

< � ) a

1

� ` (a : �

0

< � ) : �(� ) ) a

1

(a

0

1

)

Si l'on suppose que �(� ) ) �

1

et �(�

0

) ) �

0

1

, alors la première prémisse

se traduit en �

0

` a

0

1

: �

0

1

et la seonde prémisse donne �

0

` a

1

: �

0

1

! �

1

.

D'où :

�

0

` a

1

: �

0

! � �

0

` a

0

1

: �

0

(App)

�

0

` a

1

(a

0

1

) : �

Considérons maintenant la tradution des orps de lasses :

�

�; x : � ` ; : Cl(;; �; ;; ;)) [;℄

;

Si � ) �

0

, alors Cl(;; �; ;; ;) se traduit en Prot(;; �

0

; ;), et on a bien :

(Objet-Vide)

� ` ; : (;; �

0

)

(Prototype)

� ` [;℄

;

: Prot(;; �

0

; ;)

�

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

l 62 domL

�; x : � ` (d; abstrat l) : Cl((l : �

0

;L); �;D;P)) a

1

+ l

La prémisse se traduit en �

0

` a

1

: Prot (L

0

; �

0

;D)) a

1

et don, si �

0

) �

0

0

,

�

0

` a

1

: Prot (L

0

; �

0

;D) l 62 domL

0

(Ajout)

�

0

` (a

1

+ l) : Prot((l : �

0

0

;L

0

); �

0

;D)

�

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

�;x : Obj (L; � ) ` a : L(l)) a

0

1

�; x : � ` (d; method l = a) : Cl(L; �;D [ flg;P)) a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

Les prémisses se traduisent en �

0

` a

1

: Prot (L

0

; �

0

;D) et en �

0

;x :

Obj (L

0

; �

0

) ` a

1

: L

0

(l). D'où :

�

0

` a

1

: Prot(L

0

; �

0

;D)

�

0

;x : Obj (L

0

; �

0

) ` a

1

: L

0

(l)

(Définition)

�

0

` (a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

) : Prot(L

0

; �

0

;D [ flg)

�

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

L(l) = L(l

0

)

�; x : � ` (d; rename l as l

0

) : Cl(L; �;D [ fl

0

g;P)) a

1

�(l

0

= l)

La prémisse se traduit en �

0

` a

1

: Cl(L

0

; �

0

;D;P). D'où :

�

0

` a

1

: Prot(L

0

; �

0

;D) L

0

(l) = L

0

(l

0

)

(Copie)

�

0

` (a

1

�(l = l

0

)) : Prot(L

0

; �

0

;D [ flg)
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�

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

�; x : � ` (d; publi l) : Cl(L; �;D;P [ flg)) a

1

Les deux jugements se traduisent en : �

0

` a

1

: Cl(L

0

; �

0

;D;P)

�

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)) a

1

� ` a : Cl(L

0

; �;D

0

;P

0

)) a

0

1

8l 2 domL \ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

�; x : � ` (d; inherit a) : Cl((L;L

0

); �;D [D

0

;P [ P

0

)) a

1

+ a

0

1

Si Cl(L; �;D;P)) Prot(L

1

; �

1

;D) et Cl(L

0

; �

0

;D

0

;P

0

)) Prot (L

0

1

; �

0

1

;D

0

),

alors les prémisses se traduisent en �

0

` a

1

: Prot (L; �;D) et en �

0

` a

0

1

:

Prot(L

0

; �;D

0

). D'où :

�

0

` a

1

: Prot (L

1

; �

1

;D)

�

0

` a

0

1

: Prot(L

0

1

; �

0

1

;D

0

)

8l 2 domL

1

\ domL

0

1

� L

1

(l) = L

0

1

(l)

(Fusion)

� ` (a

1

+ a

0

1

) : Prot((L

1

;L

0

1

); �

1

;D [D

0

)

Considérons pour �nir les ontraintes de lasses. Soit � une substitution quel-

onque.

�

` �

0

2

< �

0

1

) a

0

` �

1

< �

2

) a

` �

0

1

! �

1

< �

0

2

! �

2

) �(x)�(x

0

)a(x(a

0

(x

0

)))

On véri�e failement que �(x)�(x

0

)a(x(a

0

(x

0

))) a le type désiré en utilisant

l'hypothèse d'indution et les règles de typage Abs et App.

�

` � < � ) �(x)x

On a ` �(x)x : �

0

! �

0

pour tout type �

0

, et don en partiulier quand

�(� )) �

0

.

�

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P)) a

l 2 D L

0

= Lj

domLnflg

D

0

= D n flg

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L

0

; �;D

0

;P)) �(x)((a(x)) n l)

Supposons �(Cl(L; �;D;P)) ) Prot(L

2

; �

2

;D) et �(Cl (L

0

; �;D

0

;P)) )

Prot(L

0

2

; �

2

;D

0

). Alors il su�t de montrer que pour tout environnement

�

0

, si �

0

` a(x) : Prot (L

2

; �

2

;D), alors �

0

` (a(x))n l : Prot (L

0

2

; �

2

;D

0

). Or,

on a

�

0

` (a(x)) : Prot (L

2

; �

2

;D) l 2 D

(Masque)

�

0

` ((a(x)) n l) : Prot (L

2

j

domL

2

nflg

; �

2

;D n flg)

Et on a bien L

0

2

= L

2

j

domL

2

nflg

et D

0

= D n flg

�

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P)) a l 2 D D

0

= D n flg

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D

0

;P)) �(x)((a(x)) / l)
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Supposons �(Cl (L; �;D;P)) ) Prot (L

2

; �

2

;D) et �(Cl (L; �;D

0

;P)) )

Prot(L

2

; �

2

;D

0

). Alors il su�t de montrer que pour tout environnement

�

0

, si �

0

` a(x) : Prot (L

2

; �

2

;D), alors �

0

` (a(x)) / l : Prot (L

2

; �

2

;D

0

).

Or, on a

�

0

` a(x) : Prot (L

2

; �

2

;D) l 2 D

(Oubli)

�

0

` ((a(x)) / l) : Prot (L

2

; �

2

;D n flg)

Et on a bien l 2 D et D

0

= D n flg.

�

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P)) a P

0

= P [ flg l 62 P

` Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) < Cl(L; �;D;P

0

)) a

Les deux jugements ont la même interprétation.



Chapitre 3

Synthèse de type

A�n que notre extension s'intègre naturellement à ML, il est ruial de pou-

voir y adapter l'algorithme de synthèse de type de ML. Nous montrons dans e

hapitre que ela est e�etivement possible : nous dérivons un tel algorithme

et prouvons sa orretion ainsi que sa omplétude.

Pour établir e dernier résultat, nous devons apporter un ertain nombre

de restritions aux règles de typage. Ces restritions ne sont pas très ontrai-

gnantes en pratique. Dans un deuxième temps, nous montrerons omment es

restritions, ainsi que la synthèse de type elle-même, permettent de simpli�er

le langage en rendant ertaines opérations impliites. En�n, omme les types

de lasses sont assez ompliqués, nous proposerons de les simpli�er sans perdre

trop d'expressivité. Toutes es simpli�ations permettent d'obtenir un langage

très prohe d'Objetive Caml.

Finalement, nous dérivons le méanisme d'abréviations employé dans Ob-

jetive Caml. Le type d'un objet peut être en e�et très large : il ontient les

types d'un nombre potentiellement important de méthodes, et es types peuvent

eux-mêmes ontenir des types d'objets. Il est don impératif d'avoir un moyen

e�ae et pratique d'abréger les types. Le méanisme d'abréviations utilisé gé-

néralement dans les ompilateurs ML s'avère insu�sant et nous dérirons les

améliorations que nous avons dû mettre en ÷uvre.

3.1 Algorithme de synthèse

Bien que et algorithme de synthèse pourrait être présenté pour l'intégralité

du langage dé�ni dans le hapitre préédent, nous ne onsidérerons qu'un sous-

ensemble de e langage, qui onstitue un langage de surfae : il ne nous paraît

en e�et pas utile de présenter l'algorithme pour une partie du langage qui ne

sera pas aessible au programmeur.

3.1.1 Présentation

Nous ommençons par préiser le language que nous allons onsidérer. La

syntaxe de e langage est donnée dans la �gure 3.1. Par rapport au langage

omplet, toutes les onstrutions onernant les prototypes ont été omises, ainsi

66
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a ::= x Variable

j �(x)a Abstration

j a(a) Appliation

j let x = a in a Dé�nition

j (a : � :> � ) Contrainte de sous-typage

j a#l Appel de méthode

j a:l Appel de méthode interne

j a:l

(

)

&(x)a (Re)dé�nition de méthode

j new

P

a Construteur

j objet (x) d end Corps de lasse

j (a : � < � ) Coerion

d ::= ;

j d; abstrat l Introdution de méthode

j d; method l = a Dé�nition de méthode

j d; rename l as l Dupliation de méthode

j d; publi l Exportation de méthode

j d; inherit a Héritage

� ::= � j � ! � j h!i j �(�)� Type

j Obj (L; � ) j Cl(L; �;D;P)

! ::= � j ; j l : � ;! Type de rangée

� ::= 8(�)� j � Shéma de type

Fig. 3.1: Syntaxe du langage de surfae
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que les types orrespondant. Il n'y a également pas de syntaxe pour dé�nir

diretement un objet. Le langage est autrement inhangé.

Les règles de typage du langage de surfae sont présentées dans la �gure 3.2.

Nous avons été amenés à apporter un ertain nombre de restritions aux règles

de typage données préédemment a�n d'obtenir failement un algorithme de

synthèse de type omplet.

Ainsi, pour montrer ette propriété, nous avons besoin que le typage soit

prinipal, 'est-à-dire que si � ` a : � , alors il existe un type �

0

tel que � ` a : �

0

et tel que pour tout type �

0

tel que � ` a : �

0

, �

0

est une instane de �

0

. Ce

n'est pas le as ave les règles de typage que nous avons donné préédemment,

omme le montre par exemple la fontion �(x)(new

P

x). En e�et, ette fontion

doit avoir un type de la forme Cl(L; �;D;P)! � où L peut dé�nir le type d'un

nombre arbitraire de méthodes à la seule ondition que es méthodes soient un

sur-ensemble de P. Or des types de lasses sont inompatibles si leurs rangées L

n'ont pas le même domaine. Le même problème se pose ave les types d'objets

omplets Obj (L; � ). Nous allons don restreindre les règles de typage a�n qu'elle

ne néessitent pas de � deviner � des types de lasses ou des types d'objets om-

plets. Nous dé�nissons pour ela une notion de types simples : e sont les types

ne ontenant ni type d'objet omplet Obj (L; � ) ni type de lasse Cl(L; �;D;P).

Cette dé�nition est étendue aux substitutions : une substitution � est simple

si, pour toute variable de type �, le type �(�) est simple. Les règles de typage

sont modi�ées de manière à e que tout type devant être � deviné � soit simple

(règles Var-2, Abs-2, Classe-Coerion-2 et Classe-Vide-2).

La règle Oubli pose également un probléme ar son appliation n'est pas

dirigée par la syntaxe, 'est-à-dire que la syntaxe de l'expression que l'on veut

typer ne dite pas le moment où ette règle doit être appliquée : on a parfois

le hoix entre l'appliquer ou non. De plus, ette règle ne ommute pas toujours

ave les autres règles de typage. Ainsi, si le type du orps d'une fontion est

Obj (L; � ), ette fontion pourra avoir aussi bien le type �

0

! Obj (L; � ) que

le type �

0

! � , mais es types sont inompatibles. Nous allons don rendre

déterministe l'appliation de ette règle et ne l'autoriser qu'à ertains endroits.

En fait, nous allons l'intégrer aux autres règles de typage. La fontion � Oubli �

orrespond à une appliation forée de la règle Oubli. Cette fontion est dé�nie

par :

Oubli(Obj (L; � )) = �

Oubli(� ) = � autrement

On l'utilise typiquement dans les règles de typage où deux types venant de

prémisses di�érentes doivent être rendus égaux (règles App-2, Redéfinition-2

et Classe-Définition-2).

Les autres règles de typage sont inhangées. Comme les règles que nous

venons de dé�nir sont dérivées des règles de typage du langage omplet, les

preuves de orretion s'appliquent toujours. (Plus préisément, tout programme

bien typé ave es règles est bien typé ave les règles préédentes),

L'algorithme d'uni�ation utilise la fontion d'uni�ation � mgu � dé�nie

en setion 1.4.4. Il utilise également une fontion dérivée � mguFun �, dé�nie

par mguFun(�; �

0

; V ) = ((�

0

;� = �); �

0

(�); V

0

), où la variable � est hoisie

arbitrairement dans � 2 V n (VL(� )[VL(�

0

)), si mgu(�; �

0

; V n f�g) = (�

0

; V

0

).

On véri�e aisément que si (�; �

0

; V

0

) = mguFun(�; �

0

; V ), alors �(� ) = �(�

0

) !
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(Var-2)

(x : 8(~�)� ) 2 � ~� simples

� ` x : �f~�=~�g

(Abs-2)

�;x : �

0

` a : � �

0

simple

� ` �(x)a : �

0

! �

(App-2)

� ` a : Oubli(�

0

)! � � ` a

0

: �

0

� ` a(a

0

) : �

(Let)

� ` a : � �;x : gen(�;�) ` a

0

: �

0

� ` let x = a in a

0

: �

0

(Séletion-Privée)

� ` a : Obj (L; � )

� ` a:l : L(l)

(Redéfinition-2)

� ` a : Obj (L; � )

�;x : Obj (L; � ) ` a

0

: �

0

Oubli(�

0

) = L(l)

� ` (a:l

(

)

&(x)a

0

) : Obj (L; � )

(Classe-Création)

� ` a : Cl(L; �;D;P)

D = domL � = hLj

P

i

� ` new

P

a : �

(Classe-Corps)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)

� ` objet (x) d end : Cl(L; �;D;P)

(Classe-Coerion-2)

� ` a : �(�

0

)

` �

0

< � � simple

� ` (a : �

0

< � ) : �(� )

(Classe-Vide-2)

� simple

�; x : � ` ; : Cl(;; �; ;; ;)

(Classe-Ajout)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P) l 62 domL

�; x : � ` (d; abstrat l) : Cl((l : �

0

;L); �;D;P)

(Classe-Définition-2)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)

�;x : Obj (L; � ) ` a : �

0

Oubli(�

0

) = L(l)

�; x : � ` (d; method l = a) : Cl(L; �;D[ flg;P)

(Classe-Renommage)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P) L(l) = L(l

0

)

�; x : � ` (d; rename l as l

0

) : Cl(L; �;D [ fl

0

g;P)

(Classe-Publique)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P)

�; x : � ` (d; publi l) : Cl(L; �;D;P [ flg)

(Classe-Héritage)

�; x : � ` d : Cl(L; �;D;P) � ` a : Cl(L

0

; �;D

0

;P

0

)

8l 2 domL\ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

�; x : � ` (d; inherit a) : Cl((L;L

0

); �;D [D

0

;P [ P

0

)

Fig. 3.2: Règles de typage du langage de surfae
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�

0

. Nous supposerons à partir de maintenant que es fontions ne sont dé�nies

que si la substitution qu'elles retournent est simple. La fontion � mguFun �

est utilisée dans l'algorithme de synthèse pour le as de l'appliation. Nous ne

pouvons pas utiliser la fontion � mgu � dans e as ar, ave la restrition que

nous lui appliquons, elle éhouerait dès que le type du résultat de la fontion

appliquée n'est pas simple : il ne serait ainsi pas possible de synthétiser le type

de l'appliation d'une lasse à l'un de ses arguments.

Nous pouvons maintenant dé�nir l'algorithme de synthèse de type (�gures 3.3

et 3.4). Cet algorithme prend en entrée une expression a, un environnement �

et un ensemble V de variables de types � fraîhes �. En as de suès, il retourne

un type � et une substitution � tels que �(�) ` a : � , ainsi qu'un sous-ensemble

V

0

de V . Il utilise une fontion Instane qui retourne une instane triviale d'un

shéma de type � : ette fontion véri�e les onditions suivantes :

Instane(�; V ) = (�; V )

Instane(8(�)�; V ) = (�f�

0

=�g; V n f�

0

g) où �

0

2 V

L'algorithme de typage des orps de lasse est dé�ni simultanément. Il prend

en argument un environnement �, une variable x, un orps de lasse d et un

ensemble de variables � fraîhes � V et retourne en as de suès un type � de

la forme Cl(L; �

0

;D;P), tel que �(�); x : �

0

` d : � .

L'appel de méthode _#l et le sous-typage (_ : � :> �

0

) peuvent être onsidé-

rés omme des valeurs primitives (de types respetifs 8(�)8(�

0

)(hl : �;�

0

i ! �)

et 8(~�)(� ! �

0

), où les variables ~� sont les variables libres des types � et �

0

). Il

n'y a don pas besoin de as spéi�ques pour es deux onstrutions.

3.1.2 Corretion de l'algorithme

La preuve de orretion repose sur le lemme suivant :

Lemme 13 (Stabilité par substitution) Si � ` a : � alors pour toute sub-

stitution simple �, �(�) ` a : �(� ).

Démonstration. La preuve est quasiment la même que elle du lemme 4

page 44. Elle ne pose pas de di�ulté partiulière. Le fait que la substitution

� soit simple assure que pour tout type � , �(Oubli(� )) = Oubli(�(� )). Cette

égalité est utilisée à plusieurs reprise dans la preuve, notamment dans le as de

la règle App-2.

Nous pouvons maintenant aborder le théorème de orretion.

Théorème 14 (Corretion de l'algorithme de synthèse de type) Si (�; �; V

0

) =

Infère(�; a; V ) alors �(�) ` a : � .

Démonstration. La preuve se fait par indution sur la syntaxe de l'expression

a. Nous montrons simultanément le même résultat sur les orps de lasses, 'est-

à-dire que si InfèreCorps(�; x; d; V ) = (Cl(L; �;D;P); �; V

0

), alors �(�); x : � `

d : Cl(L; �;D;P). Pour établir la preuve, nous montrons aussi simultanément

que � est simple.

� a = x

On a (�; V

0

) = Instane(�(x); V ) et � est l'identité.
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Infère(�; a; V ) est le triplet (�; �; V

0

) dé�ni par :

� Si a = x :

Alors (�; V

0

) = Instane(�(x); V ) et � est l'identité.

� Si a = �(x)a

1

:

Soit � 2 V .

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère((�;x : �); a

1

; V n f�g).

Alors � = �

1

(�)! �

1

, V

0

= V

1

et � = �

1

.

� Si a = a

1

(a

0

1

) :

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V ).

Soit (�

2

; �

2

; V

2

) = Infère(�

1

(�); a

0

1

; V

1

).

Soit (�

3

; �

3

; V

3

) = mguFun(�

2

(�

1

);Oubli(�

2

); V

2

n f�g)

Alors � = �

3

, V

0

= V

3

et � = �

3

Æ �

2

Æ �

1

.

� Si a = let x = a

0

1

in a

1

:

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

0

1

; V ).

Soit (�

2

; �

2

; V

2

) = Infère((�

1

(�);x : gen(�

1

; �

1

(�))); a

1

; V

1

).

Alors � = �

2

, V

0

= V

2

et � = �

2

Æ �

1

.

� Si a = a

1

:l :

Soit (Obj (L

1

; �

1

); �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V ).

Alors � = L

1

(l), V

0

= V

1

et � = �

1

.

� Si a = a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

:

Soit (Obj (L

1

; �

1

); �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V ).

Soit (�

2

; �

2

; V

2

) = Infère((�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)); a

0

1

; V

1

):

Soit (�

3

; V

3

) = mgu(�

2

(L

1

(l));Oubli(�

2

); V

2

).

Alors � = (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

)), V

0

= V

3

et � = �

3

Æ �

2

Æ �

1

.

� Si a = new

P

0

a

1

:

Soit (Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

); �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V ).

On doit avoir P

0

= P

1

et D

1

= domL

1

.

Soit (�

2

; V

2

) = mgu(�

1

; hL

1

j

P

1

i; V

1

).

Alors � = �

2

(�

1

), V

0

= V

2

et � = �

2

Æ �

1

.

� Si a = objet (x) d end :

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d; V ).

Alors � = �

1

, V = V

1

et � = �

1

� Si a = (a

1

: �

0

< �

0

0

) :

On doit avoir ` �

0

< �

0

0

.

Soit (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

0

1

; V ).

Quitte à renommer les variables libres de �

0

et �

0

0

, on suppose que es

variables sont dans V

1

. Soit (�

2

; V

2

) = mgu(�

1

; �

0

; V

1

).

Alors � = �

2

(�

0

0

), V

0

= V

2

et � = �

2

Æ �

1

.

Fig. 3.3: Algorithme de synthèse de type (expressions)
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InfèreCorps(�; x; d; V ) est le triplet (�; �; V

0

) dé�ni par :

� Si d = ; :

Soit � 2 V .

Alors � = Cl(;; �; ;; ;), � est l'identité et V

0

= V n f�g

� Si d = d

1

; abstrat l :

Soit (Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

); �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V ).

On doit avoir l 62 domL

1

.

Soit � 2 V .

Alors � = Cl((l : �;L

1

); �

1

;D

1

;P

1

), � = �

1

et V

0

= V

1

n f�g.

� Si d = d

1

; method l = a :

Soit (Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

); �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V ).

Soit (�

2

; �

2

; V

2

) = Infère((�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)); a; V

1

).

Soit (�

3

; V

3

) = mgu(Oubli(�

2

); �

2

(L

1

(l)); V

2

).

Alors � = (�

3

Æ�

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[flg;P

1

)), � = �

3

Æ�

2

Æ�

1

et V

0

= V

3

.

� Si d = d

1

; rename l as l

0

:

Soit (Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

); �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V ).

Soit (�

2

; V

2

) = mgu(L

1

(l);L

1

(l

0

); V

1

).

Alors � = �

2

(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[ fl

0

g;P

1

)), � = �

2

Æ �

1

et V

0

= V

2

.

� Si d = d

1

; publi l :

Soit (Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

); �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V ).

Alors � = Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

[ flg), � = �

1

et V

0

= V

1

.

� Si d = d

1

; inherit a :

Soit (Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

); �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V ).

Soit (Cl(L

2

; �

2

;D

2

;P

2

); �

2

; V

2

) = Infère(�

1

(�); a; V

1

).

Soit (�

3

; V

3

) = mgu((�

2

(L

1

);L

2

); (L

2

; �

2

(L

1

)); V

2

).

Soit (�

4

; V

4

) = mgu((�

3

Æ �

2

)(�

1

); �

3

(�

2

); V

3

).

Alors � = (�

4

Æ�

3

)(Cl((�

2

(L

1

);L

2

); �

2

;D

1

[D

2

;P

1

[P

2

)), � = �

4

Æ�

3

Æ

�

2

Æ �

1

et V

0

= V

4

.

Fig. 3.4: Algorithme de synthèse de type (lasses)
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Par dé�nition de l'instaniation, si �(x) = 8(~�)�

0

, alors � est de la forme

�

0

f~�=~�g, où les types ~� sont en fait des variables, et sont don simples. La

règle Var-2 permet alors d'établir le jugement voulu.

(x : 8(~�)�

0

) 2 � ~� simples

(Var-2)

� ` x : �

0

f~�=~�g

D'autre part, la substitution identité est bien simple.

� a = �(x)a

1

On a : (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère((�;x : �); a

1

; V n f�g). En appliquant l'hypo-

thèse de réurrene à a

1

, il vient don : �

1

(�;x : �) ` a

1

: �

1

.

D'autre part � = �

1

(�)! �

1

, V

0

= V

1

et � = �

1

.

Comme � est simple, la règle Abs-2 permet don de onlure :

�(�);x : �(�) ` a

1

: �

1

�(�) simple

(Abs-2)

�(�) ` �(x)a

1

: �(�)! �

1

� a = a

1

(a

0

1

)

L'hypothèse de réurrene nous donne :

�

1

(�) ` a

1

: �

1

et

(�

2

Æ �

1

)(�) ` a

0

1

: �

2

On a � = �

3

Æ �

2

Æ �

1

. D'où, omme �

2

et �

3

sont simples, en utilisant le

lemme 13,

�(�) ` a

1

: (�

3

Æ �

2

)(�

1

)

et

�(�) ` a

0

1

: �

3

(�

2

)

Or, par dé�nition de �

3

, �

3

(�

2

(�

1

)) = �

3

(Oubli(�

2

))! �

3

.

Don, �nalement,

�(�) ` a

1

: Oubli(�

3

(�

2

))! �

3

�(�) ` a

0

1

: �

3

(�

2

)

(App-2)

�(�) ` a

1

(a

0

1

) : �

3

D'autre part, � est bien simple, ar 'est la omposée de substitutions

simples.

� a = let x = a

0

1

in a

1

L'hypothèse de réurrene nous donne :

�

1

(�) ` a

0

1

: �

1

et

�

2

(�

1

(�);x : gen(�

1

; �

1

(�))) ` a

1

: �

2

Soit  

2

une substitution simple telle que  

2

(�

1

(�)) = �

2

(�

1

(�)) = �(�)

et telle que les images des variables généralisables de �

1

par  

2

soient des

variables distintes non liées dans  

2

(�

1

(�)).

On véri�e que �

2

(gen(�

1

; �

1

(�))) = gen( 

2

(�

1

);  

2

(�

1

(�))).
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Il vient alors (en utilisant le lemme 13 pour la première prémisse) :

�(�) ` a

0

1

:  

2

(�

1

) �(�);x : gen( 

2

(�

1

); �(�)) ` a

1

: �

2

(Let)

�(�) ` let x = a

0

1

in a

1

: �

2

omme désiré.

D'autre part, omme �

1

et �

2

sont simples, leur omposée � l'est aussi.

� a = a

1

:l

L'hypothèse d'indution nous donne :

�

1

(�) ` a

1

: Obj (L

1

; �

1

)

et �

1

est simple.

La règle de typage suivante permet alors de onlure :

�(�) ` a

1

: Obj (L

1

; �

1

)

(Séletion-Privée)

�(�) ` a

1

:l : L

1

(l)

� a = a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

L'hypothèse d'indution nous donne

�

1

(�) ` a

1

: Obj (L

1

; �

1

)

et

�

2

(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)) ` a

0

1

: �

2

Comme � = �

3

Æ �

2

Æ �

1

,

�(�) ` a

1

: (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

))

et

�(�);x : (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

)) ` a

0

1

: �

3

(�

2

)

Par dé�nition de �

3

, on a (�

3

Æ �

2

)(L

1

(l)) = �

3

(Oubli(�

2

))

La règle de typage suivante nous permet alors d'établir le jugement voulu :

�(�) ` a : (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

))

�(�);x : (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

)) ` a

0

: �

3

(�

2

)

(�

3

Æ �

2

)(L

1

(l)) = Oubli(�

3

(�

2

))

(Redéfinition-2)

�(�) ` (a:l

(

)

&(x)a

0

) : (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

))

D'autre part, la substitution � est simple, ar obtenue par omposition de

substitution simples.

� a = new

P

1

a

1

L'hypothèse d'indution nous donne :

�

1

(�) ` a

1

: Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

)

D'où :

�(�) ` a

1

: �

2

(Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

))

D'autre part, on sait que D

1

= domL

1

, et don que D

1

= dom(�

2

Æ L

1

).
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En�n, par dé�nition de �

2

, �

2

(�

1

) = �

2

(hL

1

j

P

1

i). On peut don onlure

en utilisant la règle de typage suivante :

�(�) ` a

1

: �

2

(Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

))

D

1

= dom(�

2

Æ L

1

) �

2

(�

1

) = �

2

(hL

1

j

P

1

i)

(Classe-Création)

�(�) ` new

P

1

a

1

: �

2

(�

1

)

� a = objet (x) d end

Clair

� a = (a

1

: �

0

< �

0

0

)

L'hypothèse de réurrene nous donne :

�

1

(�) ` a

1

: �

1

D'où, omme � = �

2

Æ �

1

,

�(�) ` a

1

: �

2

(�

1

)

Par dé�nition de �

2

, on a : �

2

(�

1

) = �

2

(�

0

).

D'autre part, on a ` �

0

< �

0

0

.

D'où

�(�) ` a

1

: �

2

(�

0

)

` �

0

< �

0

0

�

2

simple

(Classe-Coerion-2)

�(�) ` (a

1

: �

0

< �

0

0

) : �

2

(�

0

0

)

En�n, omme �

1

et �

2

sont simples, � l'est aussi.

� d = ;

Clair.

� d = d

1

; abstrat l

L'hypothèse de réurrene nous donne :

�

1

(�); x : �

1

` d

1

: Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

)

où �

1

(= �) est simple.

La règle de typage suivante permet d'établir le jugement reherhé :

�(�); x : �

1

` d : Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

) l 62 domL

1

(Classe-Ajout)

�(�); x : �

1

` (d; abstrat l) : Cl((l : �;L

1

); �

1

;D

1

;P

1

)

� d = d

1

; method l = a

L'hypothèse de réurrene nous donne :

�

1

(�); x : �

1

` d

1

: Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

)

et

�

2

(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)) ` a : �

2

On a � = �

3

Æ �

2

Æ �

1

. D'où :

�(�); x : (�

3

Æ �

2

)(�

1

) ` d

1

: (�

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

))
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et

�(�);x : (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

)) ` a : �

3

(�

2

)

Or, par dé�nition de �

3

, �

3

(Oubli(�

2

)) = �

3

(�

2

(L

1

(l))).

Don, �nalement, en utilisant la règle Classe-Définition-2,

�(�); x : (�

3

Æ �

2

)(�

1

) ` d : (�

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

))

�(�);x : (�

3

Æ �

2

)(Obj (L; �

1

)) ` a : �

3

(�

2

)

Oubli(�

3

(�

2

)) = (�

3

Æ �

2

)(L

1

(l))

�(�); x : (�

3

Æ �

2

)(�

1

) ` (d; method l = a) : (�

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[ flg;P

1

))

D'autre part, � est lairement simple.

� d = d

1

; rename l as l

0

� d = d

1

; publi l

Ces deux as sont similaires au as d = d

1

; abstrat l.

� d = d

1

; inherit a

L'hypothèse de réurrene nous donne :

�

1

(�); x : �

1

` d

1

: Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

)

et

�

2

(�

1

(�)) ` a : Cl(L

2

; �

2

;D

2

;P

2

)

On a � = �

4

Æ �

3

Æ �

2

Æ �

1

. D'où :

�(�); x : (�

4

Æ �

3

)(�

2

) ` d : (�

4

Æ �

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

))

et

�(�) ` a : (�

4

Æ �

3

)(Cl(L

2

; �

2

;D

2

;P

2

))

D'autre part, posons L = (�

4

Æ �

3

Æ �

2

)(L

1

) et L

0

= (�

4

Æ �

3

)(L

2

). On a

�

3

(�

2

(L

1

);L

2

) = �

3

(L

2

; �

2

(L

1

)) et don (L;L

0

) = (L

0

;L). On en déduit

aisément que 8l 2 domL \ domL

0

� L(l) = L

0

(l).

On obtient don par la règle Classe-Héritage, omme désiré,

�(�); x : (�

4

Æ �

3

)(�

2

) ` d : (�

4

Æ �

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

))

�(�) ` a : (�

4

Æ �

3

)(Cl(L

2

; �

2

;D

2

;P

2

))

8l 2 domL \ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

�(�); x : (�

4

Æ �

3

)(�

2

) ` (d; inherit a) :

(�

4

Æ �

3

)(Cl((�

2

(L

1

);L

2

); �

2

;D

1

[ D

2

;P

1

[ P

2

))

3.1.3 Complétude de l'algorithme

Si V est un ensemble de variables de types et � et �

0

sont des substitutions,

on dira que � = �

0

hors de V si pour toute variable � 62 V , �(�) = �

0

(�).

Lemme 15 (Renforement de l'environnement) Si �;x : � ` a : � et

� = �

0

f~�=~�g alors �;x : 8(�)�

0

` a : � .
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Théorème 16 (Complétude de l'algorithme de synthèse de type) Soit �

un environnement, V un ensemble in�ni de variables de types, � une substitu-

tion simple, a une expression et � un type. On suppose que V \VL(�) = ; et que

�(�) ` a : � . Alors il existe un type �

0

, des substitutions �

0

et �

00

et un ensemble

de variables V

0

tels que �

00

soit simple, Infère(�; a; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

), � = �

00

(�

0

)

et � = �

00

Æ �

0

hors de V .

Les onditions V \ VL(�) = ; et � = �

00

Æ �

0

hors de V signi�ent que les

substitutions � et �

00

Æ �

0

se omportent de la même manière sur le problème

initial. On a don (�

00

Æ �

0

)(�) = �(�). Le jugement initial peut don aussi

s'érire (�

00

Æ �

0

)(�) ` a : �

00

(�

0

) : 'est une instane du jugement synthétisé

�

0

(�) ` a : �

0

.

Démonstration. On ommene par remarquer que si V \ VL(�) = ; et

Infère(�; a; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

), alors VL(�

0

) \ V

0

= ;, les variables de V

0

sont

hors de portée

1

de �

0

et V

0

� V . En partiulier, on a V

0

\VL(�

0

(�)) = ;.

La preuve se fait alors par indution sur la syntaxe de l'expression a.

� a = x

Comme �(�) ` x : � , on x 2 dom�. Infère(�; x; V ) est don bien dé�nie

et vaut (�

0

; �

0

; V

0

), où �

0

est l'identité et (�

0

; V

0

) = Instane(�(x); V ).

Comme � est une instane de �(�(x)) = (�(�))(x) et VL(�(x))\V = ;, il

existe une substitution simple �

00

telle que � = �

00

(�

0

) et � = �

00

= �

00

Æ �

0

hors de V .

En e�et, �(x) est de la forme 8(~�)�

0

. On peut supposer que les variables ~�

sont hors de portée de � et appartiennent à V . Ainsi, �(�(x)) = 8(~�)�(�

0

).

Alors, � = �

1

(�(�

0

)) pour une ertaine substitution simple �

1

ne modi�ant

que les variables ~�. D'autre part, �

0

= �

2

(�

0

), où �

2

est la substitution

assoiant aux variables ~� des variables distintes

~

� appartenant à V . Alors

� = (�

1

Æ � Æ �

�1

2

)(�

0

) où �

�1

2

est la substitution assoiant aux variables

~

� les variables ~� (omme VL(�(x)) \ V = ;, on a bien �

�1

2

(�

0

) = �

0

.

Finalement, si � 62 V , omme �

�1

2

(�) = � et VL(�(�)) ne ontient auune

des variables ~�, (�

1

Æ � Æ �

�1

2

)(�) = �(�). La substitution (simple ar

omposée de substitutions simples) �

00

= �

1

Æ � Æ �

�1

2

onvient don bien.

� a = �(x)a

1

On a la dérivation de typage suivante :

�(�);x : �

0

0

` a

1

: �

0

�

0

0

simple

(Abs-2)

�(�) ` �(x)a

1

: �

0

0

! �

0

ave � = �

0

.

Soient � 2 V et V

0

= V n f�g.

On a VL((�;x : �)) \ (V n f�g) = ;. De plus, si �

0

est la substitution

(simple) qui à � assoie �

0

0

et qui à toute autre variable �

0

assoie �(�

0

),

alors �

0

(�;x : �) ` a

1

: �

0

. On peut don appliquer l'hypothèse de réur-

rene à a

1

, e qui nous donne (�

1

; �

1

; V

1

) = Infère((�;x : �); a

1

; V n f�g)

ave �

0

= �

00

(�

1

) et �

0

= �

00

Æ �

1

hors de V

0

, pour une ertaine substitution

simple �

00

.

1

On dit qu'une variable � est hors de portée d'une substitution � si �(�) = � et si pour

toute variable de type �

0

, si � 2 VL(�(�

0

)) alors � = �

0
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En posant �

0

= �

1

(�)! �

1

, V

0

= V

1

et �

0

= �

1

, on a don Infère(�; a; V ) =

(�

0

; �

0

; V

0

).

De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

(�

1

(�))! �

00

(�

1

)

= �

0

(�)! �

0

= �

0

0

! �

0

= �

En�n, omme �

0

= � hors de V et �

0

= �

00

Æ �

0

hors de V

0

, on a � = �

00

Æ �

0

hors de V .

D'où le résultat.

� a = a

1

(a

0

1

)

On a la dérivation de typage suivante :

�(�) ` a

1

: Oubli(�

0

0

)! � �(�) ` a

0

1

: �

0

0

(App-2)

�(�) ` a

1

(a

0

1

) : �

L'hypothèse de réurrene appliquée à a

1

nous donne

(�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V )

ave Oubli(�

0

0

) ! � = �

00

1

(�

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors de V , pour une ertaine

substitution simple �

00

1

.

On a en partiulier �

00

1

(�

1

(�)) ` a

0

1

: �

0

0

et, d'après la remarque faite en

début de preuve, V

1

\VL(�

1

(�)) = ;.

On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à a

0

1

, e qui nous donne

(�

2

; �

2

; V

2

) = Infère(�

1

(�); a

0

1

; V

1

) ave �

0

0

= �

00

2

(�

2

) et �

00

1

= �

00

2

Æ �

2

hors de

V

1

, pour une ertaine substitution simple �

00

2

.

Soit � 2 V

2

et �

0

la substitution qui assoie � à � et �

00

2

(�

0

) à toute autre

variable �

0

.

Alors Oubli(�

0

0

) ! � = �

00

1

(�

1

) = �

00

2

(�

2

(�

1

)) = �

0

(�

2

(�

1

)) (ar � est hors

de portée de �

2

et � 62 VL(�

1

)).

D'autre part, �

0

(Oubli(�

2

) ! �) = �

00

2

(Oubli(�

2

)) ! � = Oubli(�

0

0

) ! �

(ar � 62 VL(�

2

)). Les types �

2

(�

1

) et Oubli(�

2

)! � sont don uni�ables :

il existe �

3

et V

3

tels que (�

3

; V

3

) = mgu(�

2

(�

1

);Oubli(�

2

)! �; V

2

n f�g).

De plus, il existe une substitution �

00

telle que �

0

= �

00

Æ �

3

.

On peut supposer que ette substitution est simple. En e�et, si �

0

6= �,

alors (�

00

Æ�

3

)(�

0

) = �

00

2

(�

0

) et �

00

2

(�

0

) est simple. D'autre part, (�

00

Æ�

3

)(�) =

� . Si � est simple, on peut onlure. Supposons don que � n'est pas simple.

Il su�t de montrer que la restrition de �

00

aux variables libres de �

3

(�) est

simple. Comme la restrition de �

0

aux variables libres de �

1

est simple, elle

n'introduit pas de nouveaux types de lasses ou types d'objets omplets à

�

1

. Ce type doit don avoir la forme �

0

3

! �

3

où �

3

n'est pas simple. Alors,

(�

00

Æ �

3

)(�

3

) = � = �

00

1

(�

3

). Comme �

00

1

est simple, la restrition de �

00

aux

variables libres de �

3

(�

3

) = �

3

(�) l'est aussi, e que l'on voulait montrer.

Posons alors �

0

= �

3

(�), V

0

= V

3

, �

0

= �

3

Æ �

2

Æ �

1

. On a Infère(�; a; V ) =

(�

0

; �

0

; V

0

).
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De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

(�

3

(�))

= �

0

(�)

= �

Il ne reste plus qu'à montrer que � = �

00

Æ �

0

hors de V . On a �

00

Æ �

0

=

�

00

Æ �

3

Æ �

2

Æ �

1

= �

0

Æ �

2

Æ �

1

. Soit �

0

62 V . D'après la remarque faite en

début de preuve, � 62 VL(�

1

(�

0

)) puis � 62 VL((�

2

Æ �

1

)(�

0

)). De plus, les

variables de V

1

sont hors de portée de �

1

et don V

1

\ VL(�

1

(�

0

)) = ;.

D'où :

(�

00

Æ �

0

)(�

0

) = (�

0

Æ �

2

Æ �

1

)(�

0

)

= (�

00

2

Æ �

2

Æ �

1

)(�

0

)

= (�

00

1

Æ �

1

)(�

0

)

= �(�

0

)

D'où le résultat.

� a = let x = a

0

1

in a

1

On a la dérivation de typage suivante :

�(�) ` a

0

1

: �

0

�(�);x : gen(�

0

; �(�)) ` a

1

: �

(Let)

�(�) ` let x = a

0

1

in a

1

: �

L'hypothèse de réurrene appliquée à a

0

1

nous donne

(�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

0

1

; V )

ave �

0

= �

00

1

(�

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors de V , pour une ertaine substitution

simple �

00

1

.

On a en partiulier �(�) = (�

00

1

Æ �

1

)(�). On véri�e failement que le

shéma de type �

00

1

(gen(�

1

; �

1

(�))) est plus général que le shéma de type

gen(�

00

1

(�

1

); �

00

1

(�

1

(�))) = gen(�

0

; �(�)). Par onséquent, le lemme 15 nous

donne :

�(�);x : �

00

1

(gen(�

1

; �

1

(�))) ` a

1

: �

'est-à-dire

�

00

1

(�

1

(�);x : gen(�

1

; �

1

(�))) ` a

1

: �

De plus, V

1

\VL(�

1

(�);x : gen(�

1

; �

1

(�))) = V

1

\VL(�

1

(�)) = ; (d'après

la remarque faite en début de preuve).

On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à a

1

, e qui nous donne

(�

2

; �

2

; V

2

) = Infère((�

1

(�);x : gen(�

1

; �

1

(�))); a

1

; V

1

) ave � = �

00

2

(�

2

) et

�

00

1

= �

00

2

Æ �

2

hors de V

1

, pour une ertaine substitution simple �

00

2

.

Posons �

0

= �

2

, V

0

= V

2

, �

0

= �

2

Æ �

1

et �

00

= �

00

2

. On a Infère(�; a; V ) =

(�

0

; �

0

; V

0

) et �

00

est simple.

De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

2

(�

2

)

= �
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Il ne reste plus qu'à montrer que � = �

00

Æ �

0

hors de V . On a �

00

Æ �

0

= �

00

2

Æ

�

2

Æ�

1

. Comme les variables de V

1

sont hors de portée de �

1

et �

00

2

Æ�

2

= �

00

1

hors de V

1

, on a alors �

00

Æ�

0

= �

00

1

Æ�

1

hors de V . D'où, �nalement, � = �

00

Æ�

0

hors de V omme désiré.

� a = a

1

:l

On a la dérivation de typage suivante :

�(�) ` a

1

: Obj (L; �

0

)

(Séletion-Privée)

�(�) ` a

1

:l : L(l)

ave � = L(l).

L'hypothèse de réurrene appliquée à a

1

nous donne

(�

0

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V )

ave Obj (L; �

0

) = �

00

1

(�

0

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors de V , pour une ertaine

substitution simple �

00

1

.

Comme �

00

1

est simple, �

0

1

s'érit Obj (L

1

; �

1

).

Posons � = L

1

(l), V

0

= V

1

et � = �

1

.

On véri�e aisément que es valeurs onviennent.

� a = a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

On a la dérivation de typage suivante :

�(�) ` a

1

: Obj (L; �

0

)

�(�);x : Obj (L; �

0

) ` a

0

1

: �

0

0

Oubli(�

0

0

) = L(l)

(Redéfinition-2)

�(�) ` (a

1

:l

(

)

&(x)a

0

1

) : Obj (L; �

0

)

ave � = Obj (L; �

0

).

L'hypothèse de réurrene appliquée à a

1

nous donne

(�

0

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V )

ave Obj (L; �

0

) = �

00

1

(�

0

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors de V , pour une ertaine

substitution simple �

00

1

.

Comme �

00

1

est simple, �

0

1

s'érit Obj (L

1

; �

1

).

On a alors �

00

1

(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)) ` a

0

1

: �

0

0

et, d'après la remarque faite

en début de preuve, V

1

\VL(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)) = V

1

\ (VL(�

1

(�)) [

VL(Obj (L

1

; �

1

))) = ;.

On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à a

0

1

, e qui nous donne

(�

2

; �

2

; V

2

) = Infère((�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)); a

0

1

; V

1

) ave �

0

0

= �

00

2

(�

2

) et

�

00

1

= �

00

2

Æ �

2

hors de V

1

, pour une ertaine substitution simple �

00

2

.

On a alors �

00

2

(�

2

(L

1

(l))) = �

00

1

(L

1

(l)) = L(l) et �

00

2

(Oubli(�

2

)) = Oubli(�

0

0

) =

L(l). Les types �

2

(L

1

(l)) et Oubli(�

2

) sont don uni�ables : il existe �

3

et

V

3

tels que (�

3

; V

3

) = mgu(�

2

(L

1

(l));Oubli(�

2

); V

2

). De plus, il existe une

substitution �

00

telle que �

00

2

= �

00

Æ�

3

. Comme �

00

2

est simple, on peut hoisir

�

00

simple.

Posons alors �

0

= (�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

)), V

0

= V

3

et �

0

= �

3

Æ �

2

Æ �

1

.

On a Infère(�; a; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

).
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De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

((�

3

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

)))

= (�

00

2

Æ �

2

)(Obj (L

1

; �

1

))

= (�

00

1

)(Obj (L

1

; �

1

))

= Obj (L; �

0

) = �

Il ne reste plus qu'à montrer que � = �

00

Æ �

0

hors de V . On a �

00

Æ �

0

=

�

00

Æ �

3

Æ �

2

Æ �

1

= �

00

2

Æ �

2

Æ �

1

. Soit �

0

62 V . D'après la remarque faite

en début de preuve, les variables de V

1

sont hors de portée de �

1

et don

V

1

\VL(�

1

(�

0

)) = ;. D'où :

(�

00

Æ �

0

)(�

0

) = (�

00

2

Æ �

2

Æ �

1

)(�

0

)

= (�

00

1

Æ �

1

)(�

0

)

= �(�

0

)

D'où le résultat.

� a = new

P

0

a

1

On a la dérivation de typage suivante :

�(�) ` a

1

: Cl(L; �;D;P

0

)

D = domL � = hLj

P

0

i

(Classe-Création)

�(�) ` new

P

0

a

1

: �

L'hypothèse de réurrene appliquée à a

1

nous donne

(�

0

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V )

ave Cl(L; �;D;P

0

) = �

00

1

(�

0

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors de V , pour une ertaine

substitution simple �

00

1

.

Comme �

00

1

est simple, �

0

1

s'érit Cl(L

1

; �

1

;D;P

0

). De plus, omme domL

1

=

domL, on a bien domL

1

= D.

D'autre part, �

00

1

(�

1

) = � = hLj

P

0

i = �

00

1

(hL

1

j

P

0

i). Les types �

1

et hL

1

j

P

0

i

sont don uni�ables : il existe �

2

et V

2

tels que (�

2

; V

2

) = mgu(�

1

; hL

1

j

P

0

i; V

1

).

De plus, il existe une substitution �

00

telle que �

00

1

= �

00

Æ �

2

. Comme �

00

1

est

simple, on peut hoisir �

00

simple.

Posons �

0

= �

2

(�

1

), V

0

= V

2

et �

0

= �

2

Æ �

1

.

On a Infère(�; a; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

).

De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

(�

2

(�

1

))

= �

00

1

(�

1

)

= �

Finalement, �

00

Æ�

0

= � hors de V . En e�et, on a �

00

Æ�

0

= �

00

Æ�

2

Æ�

1

= �

00

1

Æ�

1

et, d'autre part, �

00

1

Æ �

1

= � hors de V .

D'où le résultat.

� a = objet (x) d end

Clair
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� a = (a

1

: �

0

< �

0

0

)

On a la dérivation suivante :

�(�) ` a

1

: �

0

(�

0

)

` �

0

< �

0

0

�

0

simple

(Classe-Coerion-2)

�(�) ` (a

1

: �

0

< �

0

0

) : �

0

(�

0

0

)

ave � = �

0

(�

0

0

).

L'hypothèse de réurrene appliquée à a

1

nous donne

(�

1

; �

1

; V

1

) = Infère(�; a

1

; V )

ave �

0

(�

0

) = �

00

1

(�

0

1

) et � = �

00

1

Æ�

1

hors de V , pour une ertaine substitution

simple �

00

1

.

On peut supposer que les variables libres de �

0

et �

0

0

soient dans V

1

. En

partiulier, elles sont distintes de elles de �

0

1

. Il existe alors une substi-

tution simple �

00

0

telle que �

00

0

(�

0

) = �

0

(�

0

), �

00

0

(�

0

0

) = �

0

(�

0

0

) et �

00

0

= �

00

1

hors

de V

1

. Les types �

0

et �

0

1

sont alors uni�ables : il existe �

2

et V

2

tels que

(�

2

; V

2

) = mgu(�

1

; �

0

; V

1

). De plus, il existe une substitution �

00

telle que

�

00

0

= �

00

Æ �

2

. Comme �

00

0

est simple, on peut hoisir �

00

simple.

Posons alors �

0

= �

2

(�

0

0

), V

0

= V

2

et �

0

= �

2

Æ �

1

.

On a Infère(�; a; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

).

De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

(�

2

(�

0

0

))

= �

00

0

(�

0

0

)

= �

0

(�

0

0

)

= �

Il ne reste plus qu'à montrer que � = �

00

Æ �

0

hors de V .

En e�et, �

00

Æ�

0

= �

00

Æ�

2

Æ�

1

= �

00

0

Æ�

1

. De plus, les variables de V

1

sont hors

de portées de �

1

et �

00

0

= �

00

1

hors de V

1

. Par onséquent, �

00

0

Æ �

1

= �

00

1

Æ �

1

hors de V

1

. Et, �nalement, �

00

Æ �

0

= �

00

1

Æ �

1

= � hors de V .

� d = ;

On a la dérivation suivante :

�

0

simple

(Classe-Vide-2)

�(�); x : �

0

` ; : Cl(;; �

0

; ;; ;)

ave � = Cl(;; �

0

; ;; ;).

Soit � 2 V . Soit �

0

l'identité. Soit �

00

la substitution qui assoie �

0

à � et

qui est égale à � ailleurs.

Posons �

0

= Cl(;; �; ;; ;), et V

0

= V n f�g.

On a InfèreCorps(�; x; d; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

).

De plus, �

00

(�

0

) = � et � = �

00

Æ �

0

hors de V .

D'où le résultat.

� d = d

1

; abstrat l

Clair
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� d = d

1

; method l = a

On a la dérivation de typage suivante (règle Classe-Définition-2) :

�(�); x : �

0

` d

1

: Cl(L; �

0

;D;P)

�(�);x : Obj (L; �

0

) ` a : �

0

0

Oubli(�

0

0

) = L(l)

�(�); x : �

0

` (d

1

; method l = a) : Cl(L; �

0

;D [ flg;P)

ave � = Cl(L; �

0

;D[ flg;P).

L'hypothèse de réurrene appliquée à d

1

nous donne

(�

0

1

; �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V )

ave �

0

1

= Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

), Cl(L; �

0

;D;P) = �

00

1

(�

0

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors

de V , pour une ertaine substitution simple �

00

1

.

On a en partiulier �

00

1

(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)) ` a : �

0

0

et, d'après la re-

marque faite en début de preuve, V

1

\VL(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

)) = ;.

On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à a, e qui nous donne

(�

2

; �

2

; V

2

) = Infère(�

1

(�);x : Obj (L

1

; �

1

); a; V

1

)

ave �

0

0

= �

00

2

(�

2

) et �

00

1

= �

00

2

Æ �

2

hors de V

1

, pour une ertaine substitution

simple �

00

2

.

On a alors �

00

2

(�

2

(L

1

(l))) = �

00

1

(L

1

(l)) = L(l) et �

00

2

(Oubli(�

2

)) = Oubli(�

0

0

) =

L(l). Les types �

2

(L

1

(l)) et Oubli(�

2

) sont don uni�ables : il existe �

3

et

V

3

tels que (�

3

; V

3

) = mgu(Oubli(�

2

); �

2

(L

1

(l)); V

2

).

De plus, il existe une substitution �

00

telle que �

00

2

= �

00

Æ �

3

. Comme �

00

2

est

simple, on peut hoisir �

00

simple.

Posons alors �

0

= (�

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[ flg;P

1

)), V

0

= V

3

et �

0

=

�

3

Æ �

2

Æ �

1

.

On a InfèreCorps(�; x; d; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

).

De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

((�

3

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[ flg;P

1

)))

= (�

00

2

Æ �

2

)(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[ flg;P

1

))

= �

00

1

(Cl(L

1

; �

1

;D

1

[ flg;P

1

))

= Cl(L; �

0

;D [ flg;P) = �

Il ne reste plus qu'à montrer que � = �

00

Æ �

0

hors de V . On a �

00

Æ �

0

=

�

00

Æ �

3

Æ �

2

Æ �

1

= �

00

2

Æ �

2

Æ �

1

. Soit �

0

62 V . D'après la remarque faite

en début de preuve, les variables de V

1

sont hors de portée de �

1

et don

V

1

\VL(�

1

(�

0

)) = ;. D'où :

(�

00

Æ �

0

)(�

0

) = (�

00

2

Æ �

2

Æ �

1

)(�

0

)

= (�

00

1

Æ �

1

)(�

0

)

= �(�

0

)

D'où le résultat.

� d = d

1

; rename l as l

0

Clair
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� d = d

1

; publi l

Clair

� d = d

1

; inherit a

On a la dérivation de typage suivante :

�(�); x : �

0

` d

1

: Cl(L; �

0

;D;P)

�(�) ` a : Cl(L

0

; �

0

;D

0

;P

0

)

8l 2 domL \ domL

0

� L(l) = L

0

(l)

(Classe-Héritage)

�(�); x : �

0

` (d

1

; inherit a) :

Cl((L;L

0

); �

0

;D [D

0

;P [ P

0

)

et � = Cl((L;L

0

); �

0

;D [D

0

;P [P

0

).

L'hypothèse de réurrene appliquée à d

1

nous donne

(�

0

1

; �

1

; V

1

) = InfèreCorps(�; x; d

1

; V )

ave �

0

1

= Cl(L

1

; �

1

;D

1

;P

1

), Cl(L; �

0

;D;P) = �

00

1

(�

0

1

) et � = �

00

1

Æ �

1

hors

de V , pour une ertaine substitution simple �

00

1

.

On a en partiulier �

00

1

(�

1

(�)) ` a : Cl(L

0

; �

0

;D

0

;P

0

) et, d'après la re-

marque faite en début de preuve, V

1

\VL(�

1

(�)) = ;.

On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à a, e qui nous donne

((Cl(L

2

; �

2

;D

2

;P

2

); �

2

; V

2

); �

2

; V

2

) = Infère(�

1

(�); a; V

1

)

ave Cl(L

0

; �

0

;D

0

;P

0

) = �

00

2

((Cl(L

2

; �

2

;D

2

;P

2

); �

2

; V

2

)) et �

00

1

= �

00

2

Æ�

2

hors

de V

1

, pour une ertaine substitution simple �

00

2

.

On a alors �

00

2

(�

2

(L

1

)) = �

00

1

(L

1

) = L(l) et �

00

2

(L

2

) = L

0

. Comme 8l 2

domL \ domL

0

, on a (L;L

0

) = (L

0

;mty) et don �

00

2

((�

2

(L

1

);L

2

)) =

�

00

2

((L

2

; �

2

(L

1

))) Les types (�

2

(L

1

);L

2

) et (L

2

; �

2

(L

1

)) sont don uni�ables :

il existe �

3

et V

3

tels que (�

3

; V

3

) = mgu((�

2

(L

1

);L

2

); (L

2

; �

2

(L

1

)); V

2

)

De plus, il existe une substitution �

00

3

telle que �

00

2

= �

00

3

Æ �

3

. Comme �

00

2

est

simple, on peut hoisir �

00

3

simple.

Alors, �

00

3

((�

3

Æ �

2

)(�

1

)) = �

00

2

(�

2

(�

1

)) = �

00

1

(�

1

) = �

0

et �

00

3

(�

3

(�

2

)) =

�

00

2

(�

2

) = �

0

. Les types (�

3

Æ �

2

)(�

1

) et �

3

(�

2

) sont don uni�ables : il

existe �

4

et V

4

tels que (�

4

; V

4

) = mgu((�

3

Æ �

2

)(�

1

); �

3

(�

2

); V

3

).

De plus, il existe une substitution �

00

telle que �

00

3

= �

00

Æ �

4

. Comme �

00

3

est

simple, on peut hoisir �

00

simple.

Posons �

0

= (�

4

Æ �

3

)(Cl((�

2

(L

1

);L

2

); �

2

;D

1

[D

2

;P

1

[P

2

)), �

0

= �

4

Æ �

3

Æ

�

2

Æ �

1

et V

0

= V

4

.

On a InfèreCorps(�; x; d; V ) = (�

0

; �

0

; V

0

).

De plus,

�

00

(�

0

) = �

00

((�

4

Æ �

3

)(Cl((�

2

(L

1

);L

2

); �

2

;D

1

[ D

2

;P

1

[ P

2

)))

= �

00

2

(Cl((�

2

(L

1

);L

2

); �

2

;D

1

[ D

2

;P

1

[ P

2

))

= Cl((L;L

0

); �

0

;D [D

0

;P [ P

0

) = �

Il ne reste plus qu'à montrer que � = �

00

Æ �

0

hors de V . On a �

00

Æ �

0

=

�

00

Æ �

4

Æ �

3

Æ �

2

Æ �

1

= �

00

2

Æ �

2

Æ �

1

. Soit �

0

62 V . D'après la remarque faite
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en début de preuve, les variables de V

1

sont hors de portée de �

1

et don

V

1

\VL(�

1

(�

0

)) = ;. Don :

(�

00

Æ �

0

)(�

0

) = (�

00

2

Æ �

2

Æ �

1

)(�

0

)

= (�

00

1

Æ �

1

)(�

0

)

= �(�

0

)

D'où le résultat.

3.2 Simpli�ation du langage

3.2.1 Annotations de types redondantes

Ave les restritions que nous avons faites pour assurer la omplétude de

l'algorithme de type, une partie de l'information de type ontenue dans l'ériture

des expressions devient redondante : elle peut en e�et être retrouvée à l'aide de

l'algorithme de synthèse de type.

C'est en partiulier le as pour l'expression de réation d'objets new

P

a.

Supposons en e�et donné un environnement �. Comme le typage est prinipal,

il existe une substitution �

0

et un type �

0

tels que �

0

(�) ` a : �

0

et tels que, si

�(�) ` a : � , alors il existe une substitution simple �

1

telle que �

1

(�

0

) = � . Pour

typer l'expression new

P

a, on doit utiliser la règle de typage Classe-Création

que nous rappelons i-dessous :

� ` a : Cl(L; �

0

;D;P)

D = domL �

0

= hLj

P

i

� ` new

P

a : �

0

Il doit don exister un type � de la forme Cl(L; �

0

;D;P), et tel que � = �

1

(�

0

).

Comme �

1

est simple, le type �

0

est de la même forme, et possède de plus le

même ensemble de méthodes publique P. Cet ensemble est don indépendant

du jugement de typage �(�) ` a : � onsidéré. L'annotation de l'expression

new

P

a par un ensemble de méthodes publiques peut ainsi être retrouvée par

l'algorithme de synthèse de type. Elle pourrait don être omise.

Une simpli�ation similaire est possible pour les oerions de lasses (a :

�

0

< � ). En e�et, l'étude des règles de tradution dé�nissant le jugement `

�

0

< � ) a (�gure 2.11 de la setion 2.3) montre que la fontion de tradution

a est déterminée par la donnée de � ainsi que des ensembles D des méthodes

dé�nies et P des méthodes publiques du type �

0

. Comme nous venons de le

voir, es ensembles sont indépendants du type �

00

tel que �(�) ` a : �

00

. Il serait

don possible de n'exiger que la donnée du type � : (a < �

0

), les informations

néessaires à la ompilation de ette expression pouvant être retrouvées par

inférene de type.

3.2.2 Introdution des méthodes et méthodes publiques

Dans le orps des lasses, les méthodes doivent être expliitement introduites

et rendues publiques (onstrutions abstrat l et publi l). Nous montrons
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maintenant omment utiliser la synthèse de type a�n de rendre es onstrutions

impliites.

L'introdution des méthodes est expliite a�n que la tradution d'une lasse

en un prototype (donnée en setion 2.3) ne dépende pas de son type. En e�et, le

domaine du ditionnaire d'un prototype doit être égal au domaine de la rangée L

de son type Prot(L; �;D) (règle de typage Prototype donnée en setion 2.2.4).

Or ette rangée L est la même que elle du type de la lasse Cl(L; �;D;P). Le

domaine de ette rangée devrait don être indépendante du typage. On peut

ependant remarquer que le domaine du ditionnaire d'un prototype ou d'un

objet n'est pas observable par la sémantique : le omportement d'un prototype

ou d'un objet ne hange pas si l'on étend son ditionnaire. Il su�t don en fait

que le ditionnaire du prototype obtenu ontienne au moins toutes les méthodes

utilisées dans le orps de la lasse. On peut don utiliser une rangée extensible

! omme en setion 2.1.2 lors de la synthèse de type. Le domaine de la rangée !

du type synthétisé fournit alors un sur-ensemble des méthodes privées utilisées

par la lasse, e qui permet de dé�nir un ditionnaire ' su�samment large pour

le prototype.

Les méthodes doivent être rendues expliitement publiques pour une raison

di�érente : le typage ne serait pas prinipal autrement. En e�et, onsidérons la

règle de typage onernant la réation d'un objet :

� ` a : Cl(L; �;D;P)

D = domL � = hLj

P

i

(Classe-Création)

� ` new

P

a : �

Si P n'était pas préisé, on pourrait dans ertains as hoisir de rendre un plus

ou moins grand nombre de méthodes publiques : le nombre minimal de méthodes

publiques est donné par les méthodes de � dans un typage prinipal �(�) ` a : � ,

mais un hoix d'un type � plus préis permet d'avoir plus de méthodes publiques.

Cependant, une manière de garder le typage prinipal sans avoir à spéi�er

expliitement P est de dériver et ensemble d'un typage prinipal �(�) ` a :

Cl(L; �;D;P) du orps a d'une lasse : l'ensemble P peut être dé�ni omme

l'ensemble des méthodes apparaissant dans le type � d'un tel jugement prinipal.

Si le programmeur désire un plus grand nombre de méthodes publiques, il a

toujours la possibilité d'ajouter une ontrainte de type augmentant le nombre

de méthodes de � . On peut ainsi par exemple garder pour ela la onstrution

publi l, en ne la onsidérant que omme une annotation de type.

3.2.3 Simpli�ation du type des lasses

Le type d'une lasse Cl(!; �;D;P) est relativement ompliqué, et il serait

intéressant de pouvoir n'en montrer qu'une version simpli�ée à l'utilisateur.

Nous supposons omme nous venons de le proposer que le type d'une lasse

ontient une rangée ouverte ! et que dans un typage prinipal l'ensemble des

méthodes publiques P du type d'une lasse Cl(!; �;D;P) soit exatement les

méthodes de � .

Une première soure de ompliation est que le type de la lasse ontient deux

séquenes de types de méthode ! et � . On peut ependant remarquer que pour

pouvoir réer un objet à partir d'une lasse, les méthodes de � doivent également

être des méthodes de ! et doivent de plus avoir le même type dans � et dans !. Il
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serait intéressant d'avoir une ontrainte similaire sur le type des lasses parentes.

C'est le as si les règles dé�nissant les ontraintes de lasses sont modi�ées

a�n que les méthodes de ! ne puissent être masquées que si elles ne sont pas

présentent dans � . Alors dans toute lasse, les méthodes ommunes à ! et �

doivent avoir des types ompatibles. De plus, omme il faudra éventuellement

que les méthodes de ! onstituent un sur-ensemble de elles de � (e qui est

toujours possible quitte à instanier le type !), il paraît raisonnable d'imposer

ette ondition aux types présentés à l'utilisateur.

Ave es onditions, les méthodes de � sont exatement les méthodes de !

apparaissant dans P. D'autre part, les règles de typage imposent que les mé-

thodes dé�nies D soient un sous-ensembe du domaine de !. Il est alors possible

d'a�her un type de lasse simplement, on ne listant qu'une fois haque mé-

thode et en utilisant des annotations pour indiquer si elle est dé�nie ('est-à-dire

si elle est dans D), ou si elle est publique ('est-à-dire si elle est dans P).

3.3 Abréviations

Les abréviations sont habituellement juste une ommodité pour le program-

meur : elles lui évitent d'avoir à taper de nombreuses fois un type pouvant être

large. Cependant, omme les types des objets peuvent être vraiment très larges,

les abréviations s'avèrent ritiques pour les a�her de manière lisible. Il est don

néessaire d'étendre le méanisme d'abréviations de ML pour qu'il fontionne

e�aement en présene de types d'objets et de types réursifs.

Il est ainsi important que les abréviations soient propagées autant que pos-

sible : si un type est abrégé, tous les types qui sont uni�és par la suite ave e

type doivent utiliser si possible ette même abréviation. D'autre part, une lasse

plus importante d'abréviations de types que elle usuellement disponible dans

ML est néessaire. Ainsi, il doit être possible d'abréger des types réursifs. De

plus, il n'apparaît pas su�sant de simplement paramétrer les abréviations par

des variables de type : on a besoin dans ertains as de limiter le type possible

d'un paramètre aux instanes d'un ertain type. Ces deux points sont détaillés

en setion 3.3.1.

Le type d'un objet est en grande partie dé�ni par le type de la lasse à

laquelle il appartient. Il est don extrêmement pratique de s'appuyer sur le

type de la lasse a�n de dé�nir une abréviation pour le type de ses instanes.

Seules quelques annotations de type sont néessaires, dans le as des lasses

polymorphes. Le programmeur n'a ainsi pas à expliitement dé�nir une abrè-

viation dans e as. De plus ette abréviation peut être utilisée pour le type

du onstruteur new a assoié à la lasse. Nous développerons e point en se-

tion 3.3.2.

3.3.1 Abréviations ave ontraintes

Les abréviations en ML peuvent être paramétrées par des variables de type.

Nous avons parfois besoin que e paramètre soit ontraint à être une instane

d'un ertain type. Supposons en e�et dé�nies les abréviations suivantes, qui

représentent le type d'un point et d'un point oloré :

type point = < position : int * int >

type point_oloré = < position : int * int; ouleur : string >
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Essayons don de dé�nir une abréviation pour un erle dont le entre est re-

présenté par un objet ayant au moins les méthodes d'un point. Le type d'un

erle a don une variable libre : la variable de rangée du type du entre. On

pourrait paramétrer l'abréviation dérivant le type d'un erle par ette variable

de rangée :

type 'a erle =

< entre : < position : int * int; 'a >; rayon : int >

Mais alors, un erle dont le entre est un point oloré aurait le type :

(ouleur:string) erle

Ce type n'est pas très intuitif. En e�et, une portion de rangée isolée n'a pas

tellement de sens et on aimerait plut�t pouvoir parler du type du point dans son

intégralité. De plus, l'abréviation point_oloré ne peut pas être utilisée pour

rendre e type plus onis

2

. On aimerait don que le paramètre de l'abréviation

soit le type du point en entier :

type 'a erle = < entre : 'a; rayon : int >

Le type d'un erle dont le entre est un point oloré est alors bien

point_oloré erle

Mais ette abréviation est plus générale que la préédente : son paramètre pour-

rait être le type int, par exemple. On aimerait pouvoir spéi�er lorsque l'on

dé�nit l'abréviation erle que son parametre n'est pas arbitraire, mais a bien

une ertaine forme ('est-à-dire, est une instane d'un ertain type), e que l'on

pourrait érire :

type 'a erle = < entre : 'a; rayon : int >

onstraint 'a = < position : int * int; 'b >

De manière plus formelle, une abréviation t serait dé�nie par un ensemble de

type ~� onstituant les paramètres de l'abréviation (et les ontraintes qui leur

sont assoiées) ainsi que par un type �

0

spéi�ant son expansion : 8~�:((~�) t = �

0

)

(nous avons quanti�é l'équation a�n qu'elle soit lose, 'est-à-dire qu'il n'y ait

pas de variable libre). La sémantique voulue est que l'expansion de (�(~� )) t est

�(�

0

). Il est bien entendu néessaire d'imposer que les variables de �

0

soient des

variables apparaissant dans ~� , a�n que �(�

0

) puisse être déduit des types �(~� ).

Cette sémantique est une généralisation de la sémantique usuelle des abrévia-

tions.

Montrons maintenant omment l'uni�ation sur des types ave abréviations

peut être dé�nie. Les onstruteurs de types sont ajoutés à la grammaire des

types : (~� ) t. On suppose que l'expansion de haque onstruteur est spéi�ée

par une équation 8~�:(~�) t = �

0

. L'algorithme est une modi�ation de l'algo-

rithme d'uni�ation sur des graphes présenté en setion 1.4.4. Nous reprenons

et algorithme en ajoutant une seonde forme d'équation � � (�

i

i2I

) t signi�ant

que le type � est l'expansion de l'abréviation t. Nous ajoutons également une

règle Expansion dé�nissant l'expansion d'une abréviation : un onstruteur de

type est remplaçé par son expansion ; de plus, on garde une trae du lien entre

le onstruteur et son expansion en utilisant la seonde forme d'égalité.

2

Il y a en fait un troisième problème. En e�et, pour pouvoir dé�nir de telles abréviations,

il devient néessaire de donner une sorte aux paramètre des onstruteurs de types. La sorte

peut être inférée dans le as des abréviations, mais devrait être donner expliitement lors de

la dé�nition d'un type abstrait.
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(Fusionne)

� _= e ^ � _= e

0

� _= e _= e

0

(Déompose)

f(�

i

i2I

) _= f(�

0

i

i2I

) _= e

f(�

i

i2I

) _= e ^ (�

i

_= �

0

i

)

i2I

(Géneralise)

e[� � ℄ � =2 VL(� )

9�: e^ � _= �

(Commute)

(m

1

: �

1

;�

0

1

) _= (m

2

: �

2

;�

0

2

) _= e

9�

0

: (m

2

: �

2

;�

0

2

) _= e ^ �

0

1

_= (m

2

: �

2

;�

0

) ^ �

0

2

_= (m

1

: �

1

;�

0

)

(Expansion)

(�

i

i2I

) t _= e 8~�:(�

i

i2I

) t = �

0

9�

0

: 9 ~�: �

0

� (�

i

i2I

) t ^ �

0

_= �

0

_= e ^ �

i

i2I

_= �

i

i2I

(1) Dans la règle Déompose, f est n'importe quel symbole de type, y

ompris _! _ et (m : _;_).

(2) A�n d'assurer la terminaison, la règle Généralise doit être restreinte

au as où � n'est pas une variable de type et � apparaît dans la multi-

équation e mais auun des termes de e n'est �.

Fig. 3.5: Règles d'uni�ation

Nous supposons que l'expansion et les paramètres d'une abréviation t ne

ontient pas d'ourrene du onstruteur t, et que, de plus, les abréviations que

es types ontiennent ne font pas non plus intervenir le type t. Ces onditions

assurent la terminaison de l'uni�ation. Elles ne sont pas très restritives. Il est

en e�et possible de réérire une dé�nition (1) t = hm : ti en une dé�nition bien

formée équivalente (2) t = �(�)hm : �i, dans le sens où le type t véri�ant (1) est

le type donné par (2). Dans le as d'une abréviation possédant des paramètres

de type, la restrition se traduit pas une ontrainte de linéarité : les ourenes

de l'abréviation dans son expansion doivent posséder les mêmes paramètres de

type que l'abréviation elle-même.

Montrons par exemple omment se déroule l'uni�ation des types t � �

0

et

hm : �i��, où le type t s'expanse en hm : inti. Nous omettrons la quanti�ation

des variables que nous sommes amener à introduire. On part don du système

suivant (la variable de type �

0

désigne le type obtenu après uni�ation) :

�

0

_= (t � �

0

) _= (hm : �i � �)

On ommene par appliquer la règle Généralise.

�

0

_= (�

1

� �

0

) _= (�

2

� �) ^ �

1

_= t ^ �

2

_= hm : �i

On peut alors appliquer la règle Déompose.

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^ �

1

_= �

2

_= t _= hm : �i ^�

0

_= �

La règle Expansion donne alors.

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^ �

1

_= �

2

_= �

3

_= hm : inti _= hm : �i ^ �

0

_= � ^ �

3

� t
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On applique alors à plusieurs reprises les règles Généralise et Déompose.

D'abord la règle Généralise :

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^ �

1

_= �

2

_= �

3

_= h�

4

i _= h�

5

i^

�

4

_= (m : int) ^ �

5

_= (m : �) ^�

0

_= � ^ �

3

� t

Règle Déompose :

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^ �

1

_= �

2

_= �

3

_= h�

4

i^

�

4

_= �

5

_= (m : int) _= (m : �) ^ �

0

_= � ^ �

3

� t

Règle Généralise :

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^�

1

_= �

2

_= �

3

_= h�

4

i ^ �

4

_= �

5

_= (m : �

6

;�

7

) _= (m : �;�

8

)^

�

6

_= int ^ �

7

_= ; ^ �

8

_= ; ^�

0

_= � ^ �

3

� t

Règle Déompose :

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^ �

1

_= �

2

_= �

3

_= h�

4

i ^ �

4

_= �

5

_= (m : �

6

;�

7

)^

�

0

_= � = �

6

_= int ^ �

7

= �

8

_= ; ^ �

3

� t

On obtient ainsi un système sous forme résolu. Ce système d'équations ontient

de nombreuses équations inutiles. Pour des raisons de performanes, et a�n de

présenter un type plus simple à l'utilisateur, on veut garder le moins possible

d'équations. Tout d'abord, il est lair que les variables de type n'apparaissant

qu'une fois peuvent être éliminées :

�

0

_= (�

1

� �

0

) ^�

1

_= h�

4

i ^ �

4

_= (m : �;�

7

) ^ �

0

_= � _= int ^ �

7

_= ; ^ �

1

� t

On peut alors remarquer que l'équation �

1

_= h�

4

i pourrait être dérivée de

l'équation �

1

_= t, par expansion de l'abréviation. Plus généralement, pour

haque équation � � (�

i

i2I

) t, on voudrait éliminer les égalités dont l'un des

membres est � et s'appuyer sur l'expansion de l'abréviation pour retrouver es

égalités. Cela donne ii (la variable �

4

qui n'apparaîtrait alors qu'une fois a

également été éliminée) :

�

0

_= (�

1

��

0

) ^ �

0

_= � _= int ^ �

1

_= t

On peut alors lire aisément la solution :

�

�

0

= t � int

� = �

0

= int

Éliminer des égalités omme nous venons de le faire n'est ependant pas

toujours orret. Considérons don par exemple l'abréviation dé�nie par � t = �

et essayons d'uni�er en partiulier le type int t ave son argument : � _= int _=

� t. On obtient l'équation sous forme résolue suivante : � _= int ^ � � � t. La

première égalité ne peut pas être supprimée ii, ar le fait que l'expansion de

l'abréviation est int serait perdu.

On peut remarquer qu'ii, si l'on ne onsidère que l'équation � _= � t et

que l'on lui applique les règles d'uni�ation, on obtient un système � � � t

dans lequel la variable � n'est pas instaniée (il n'y a pas d'équation _= dont

l'un des membres est ette variable), ontrairement au système sous forme résolu



CHAPITRE 3. SYNTHÈSE DE TYPE 91

préédent. Cela nous donne en fait un ritère omplet permettant de déterminer

si une équation peut être éliminée : elle peut l'être si et seulement si le nombre

de variables non instaniées n'augmente pas.

Une tel ritère est ependant très oûteux à utiliser, ar il néessite une

nouvelle expansion des abréviations après uni�ation. On peut ependant utiliser

un ritére plus rapide mais non omplet : on peut supprimer une égalité � _= �

si l'on a une équation � � (�

i

i2I

) t et � n'est aessible par auun des �

i

, 'est-

à-dire si les types représentés par les �

i

ne ontiennent pas �. Dans l'exemple

préédent, il est alors évident que la simpli�ation n'est pas possible ar � est

l'un des paramètres. Dans les rares as où ette heuristique éhoue, il est toujours

possible d'appliquer le ritère omplet.

3.3.2 Dé�nition impliite d'abréviations

Il serait pénible d'avoir à dé�nir expliitement une abréviation pour le type

des objets de haque lasse. Cependant, omme le type des lasses, qui est inféré,

spéi�e assez préisément le type de leurs instanes, il est possible d'en dériver

automatiquement des abréviations.

Le type du orps d'une lasse est de la forme (L; �

0

;D;P). D'après la règle

de tradution de new, le type d'un objet de la lasse est une instane de �

0

dont

les méthodes sont les méthodes publiques P de la lasse.

On peut imposer que �

0

soit de la forme hl : �

l

l2P

; �

0

i. où �

0

est soit une

variable de rangée soit le type vide. Toute instane de la lasse ou de l'une de

ses sous-lasses ayant au moins omme méthodes publiques les méthodes de P,

ette ontrainte n'est guère restritive.

Supposons que �

0

soit une variable de rangée �. Supposons de plus que �

0

ne

ontienne pas de variables autres que �. On peut alors dé�nir une abréviation

#t pour le type de la lasse :

� #t = �

0

Cette abréviation donne la forme du type d'un objet de ette lasse ou de

n'importe laquelle de ses sous-lasses. On peut également dé�nir une abréviation

t spéi�quement pour le type des instanes diretes de ette lasse :

t = (;)#t

Cette dernière abréviation peut par exemple être utilisée pour abréger le type

du onstruteur assoié à la lasse. Dans le as où �

0

est le type vide, on peut

donner la même dé�nition aux deux abréviations

3

:

t = #t = �

0

Le type �

0

peut avoir d'autres variables libres que �. Les abréviations doivent

alors être paramétrées, et on a don besoin d'un moyen de spéi�er quels sont

es paramètres. Considérons don la lasse suivante :

lass erle x = objet

method entre = x

3

En fait, dans Objetive Caml, les lasses dont le type �

0

n'est pas extensible ne sont pas

autorisées : en e�et, l'expériene a montré que e genre de lasse n'était pas utile, et que leur

omportement (une sous-lasse ne peut pas ajouter de nouvelles méthodes) était di�ile à

omprendre pour l'utilisateur.
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method position = x#position

end

On a �

0

= hentre : hposition : �; �

0

i; position : �; �i, où hposition : �; �

0

i

est le type du paramètre x de la lasse. Une abréviation de type � #t = �

0

ne

serait pas orrete ar les variables � et �

0

ne seraient pas liées par le paramètres

de l'abréviation. La lasse doit don être annotée pour que l'on puisse en dériver

des abréviations :

lass ['a℄ erle (x : 'a) = objet

method entre = x

method position = x#position

end

La lasse omprend maintenant une liste de paramètres de type, entre rohets.

Des annotations de types permettent d'assoier à haun de es paramètres une

partie du type de la lasse (ii, le type hposition : �; �

0

i de la variable x est

assoié au paramètre 'a). Il est alors possible de dé�nir les abréviations de la

lasse :

(�

1

; �) #erle = hentre : �

1

; position : �; �i

�

1

erle = hentre : �

1

; position : �i

où �

1

= hposition : �; �

0

i. Le type de l'expression new erle est alors �

1

!

�

1

erle.

Plus préisément, une dé�nition de lasse omprend une liste de paramètres

de type �

i

. Ces paramètres de type �

i

sont instaniés lors de la synthèse de type

à des types �

i

. Les abréviations assoiées à la lasse sont alors dé�nies par

(�

1

; : : : ; �

n

; �) #t = �

0

(�

0

1

; : : : ; �

0

n

) t = (�

0

1

; : : : ; �

0

n

; ;) #t

En pratique, on a souvent besoin d'utiliser les abréviations assoiées à une

lasse à l'intérieur de la dé�nition de ette lasse, notamment pour abréger le

type du onstruteur new s'il est utilisé à l'intérieur de la lasse. Nous allons

maintenant voir omment permettre ela même si les abréviations ne sont alors

pas enore omplètement dé�nies. A�n de simpli�er la présentation, nous sup-

posons que la lasse ne omprend pas de paramètre de type (l'extension au as

général est immédiate). On peut diretement dé�nir l'abréviation #t omme

l'abréviation dont l'expansion est �

0

. L'abréviation t du type des instanes de

la lasse est initialement une variable de type fraîhe. Au ours de la synthèse

de type, ette variable peut être instanié. On obtient ainsi un type �

t

. On veut

avoir l'égalité suivante entre les abréviations assoiées à la lasse : t = (;)#t.

On doit don trouver une substitution � telle que

�(�

t

) = �(�

0

)f;=�g

où � est la variable de rangée du type �(�

0

). Comme il s'avère di�ile de résoudre

ette équation diretement, nous allons faire deux hypothèses supplémentaires.

La première est de supposer que �(�) = �. Cette ontrainte n'est pas res-

tritive en pratique. En e�et, si l'équation i-dessus admet une solution �

1

, on

véri�e aisément que ette même équation dans laquelle �

0

est remplaé par

�

0

f�

1

(�

0

)=�

0

g (où �

0

est la variable de rangée de �

0

) admet une solution �

2
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telle que �

2

(�) = � (le point lé est que �

t

ne ontient pas la variable �

0

ar

le type �(�

t

) ne ontient pas la variable �). L'utilisateur peut don ajouter des

annotations à la dé�nition de la lasse a�n que l'équation ait une solution (en

pratique, es annotations sont naturellement ajoutées par l'utilisateur, qui ne

s'aperçoit don pas de la di�ulté).

La seonde hypothèse supplémentaire est que, pour toute variable �

0

, si

�(�

0

) = � alors �

0

= �. On peut justi�er ette seonde hypothèse en remarquant

que si l'on a une solution telle que �(�

0

) = � et �

0

6= �, alors la substitution

�

0

= �; (�

0

= ;) est également solution. En e�et, le type �(�

t

) ne ontient pas

la variable �, et don, d'après la première hypothèse, �

t

ne ontient pas non

plus ette variable. Il paraît don raisonnable de ne pas prendre en ompte les

solutions qui uni�ent arbitrairement des variables de type à �.

Ave es deux hypothèses supplémentaires, les solutions de �(�

t

) = �(�

0

)f;=�g

sont les mêmes que elles de �(�

t

) = �(�

0

f;=�g). De plus si la seonde équation

admet une solution, on véri�e aisément qu'elle admet une solution équivalente

satisfaisant les hypothèses supplémentaires. En�n, ette dernière équation est

faile à résoudre : la variable de rangée � est généralisée dans le type �

0

, puis

instaniée au type vide. On obtient ainsi le type �

0

f;=�g. Il n'y alors plus qu'à

uni�er e type ave le type �

t

.



Chapitre 4

Réalisation pratique

Nous dérivons dans e hapitre la ompilation des onstrutions liées aux

objets dans Objetive Caml. Dans un premier temps, nous présentons la om-

pilation des appels de méthode. Puis nous dérivons la ompilation des lasses.

4.1 Appels de méthodes

Il paraît à première vue di�ile de ompiler e�aement les appels de mé-

thodes dans Objetive Caml. En e�et, on dispose de très peu d'information au

moment de la ompilation : ainsi, pour une fontion let f x = x#m, la seule

information que l'on ait est qu'à l'exéution l'objet représenté par la variable x

aura une méthode m. Mais l'objet peut appartenir à n'importe quelle lasse. Au

ontraire, dans des langages omme C++ ou Java, lors d'un appel de méthode,

la lasse à laquelle appartient l'objet est onnue

1

. En e�et, le programmeur doit

fournir expliitement le type statique de l'objet, et e type est une lasse. On

peut don traduire le nom de méthode en index dans la table des méthodes

de ette lasse. Nous allons voir que l'on peut utiliser un shéma presque aussi

e�ae pour Objetive Caml.

On herhe don à assoier à un objet et un nom de méthode une fontion.

Les méthodes des objets d'une même lasse sont partagées. Les objets d'une

même lasse ontiennent don un pointeur vers une struture de donnée om-

mune, donnant aès aux méthodes de la lasse. On assoie globalement, dans

l'ensmeble du programme, à haque nom de méthode un entier servant d'in-

dex dans ette table. Cette assoiation est e�etuée à l'exéution : une table

assoiant aux noms de méthodes leurs index est tenue à jour. Lors de l'initiali-

sation d'un module, la table est onsultée a�n d'obtenir les index des méthodes

utilisées par e module. Les index pourraient également être alulés lors de la

ompilation, au prix d'une plus grand omplexité de l'éditeur de lien.

Comme les index des méthodes d'un objet ne sont souvent pas onséutifs,

les utiliser diretement pour aéder via un tableau aux méthodes onsommerait

beauoup trop de mémoire. Mais une table reuse peut être réalisée en utilisant

deux niveaux de tableaux (voir �gure 4.1). Les index sont divisés en deux : leur

partie haute est utilisée pour le tableau prinipale, et leur partie basse pour un

1

En fait, un problème similaire se pose pour les interfaes en Java ; l'appel de méthode

dans e as est alors plus lent.

94
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Object
Méthode

Table principale

Tables secondaires

Fig. 4.1: Aés aux méthodes d'un objet

tableau seondaire. Ainsi, un appel de méthode obj#meth arg1 .. argn est

ompilé en une expression de la forme :

obj.(0).(idx / N).(idx mod N) obj arg1 ... argn

où idx est l'index assoié à la méthode m. La taille des tableaux reste don

raisonnable. De plus, plusieurs tableaux seondaires peuvent être partagés si les

méthodes qu'ils ontiennent sont à des positions distintes. Cette méthode de

ompilation des appels de méthodes est due à Kresten Thorup et est utilisée

dans le ompilateur Gnu Objetive C.

La détermination de la méthode à appeler n'est ainsi que 50% plus lente

qu'en Java ou C++. Elle se fait en temps onstant, et par rapport à es langages,

elle ne néessite qu'une indiretion supplémentaire (deux indiretions au lieu

de trois). Le fait que les index ne soient pas �xés statiquement n'est pas un

problème ave les proesseurs modernes. En e�et, le oût d'un appel de méthode

y est esssentiellement déterminé par elui des indiretions suessives à e�etuer,

l'aès à la valeur de l'index et les di�érents aluls e�etués sur elle-i pouvant

se faire en parallèle. Il ne paraît don pas utile de ompliquer l'édition de lien

en hoissant les index à e moment.

Cependant, le oût d'un appel de méthode reste beauoup plus important

que elui de l'appel à une fontion onnue, 'est-à-dire une fontion dont le

ompilateur peut déterminer statiquement l'adresse du ode. En e�et, lorsque

la fontion n'est pas onnue des indiretions supplémentaires sont néessaires

a�n d'aéder dans la fermeture de la fontion à son adresse. De plus, une

fontion auxiliaire est d'abord appelée, qui détermine si le nombre d'arguments

passés orrespond au nombre attendu et rée une nouvelle fermeture le as
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éhéant. Pour réduire e oût, il faudrait faire une analyse globale assez �ne du

programme, qui permettrait de remplaer un appel de méthode dynamique par

l'appel diret de la fontion lorsqu'une seule fontion peut être appelée.

Le méanisme que nous avons dérit s'applique aux méthodes publiques.

Mais il peut être étendu aisément aux méthodes privées : il su�t d'assoier à

elles-i des index spéi�ques ne orrespondant pas à des noms de méthodes.

4.2 Compilation des lasses

L'initialisation des lasses a lieu au début de l'exéution des programmes

plut�t que lors de la ompilation ou l'édition de lien. Ce shéma de ompilation

permet de minimiser les modi�ations apportées au ompilateur et l'éditeur

de lien. Il permet également une ompilation séparée des di�érents modules

formant un programme. Le résultat de la ompilation d'une lasse doit don

fournir su�samment d'informations non seulement pour réer des instanes de

ette lasse mais aussi pour initialiser ses sous-lasses.

La formalisation que nous avons présenter au hapitre 2 page 27 suggère de

représenter une lasse ommeun prototype (setion 2.2 page 2.2) : le ditionnaire

' donnerait la orrespondane entre le nom des méthodes et leur index dans

la table L des méthodes de la lasse. Cependant ette représentation néessite

lors de l'héritage multiple un renommage du ditionnaire de l'un des prototypes.

Pour des raisons d'e�aité, un tel renommage doit être évité. Intuitivement,

il faudrait pour ela que le ditionnaire du premier prototype soit onnu avant

la réation du ditionnaire du seond. Ainsi, on peut hoisir pour le seond

ditionnaire des index qui n'interfèrent pas ave eux du premier. Une lasse

est don ompilée omme une fontion. Cette fontion prend en argument une

desription partielle d'une sous-lasse en ours d'initialisation. Elle omplète la

desription en y ajoutant les méthodes et les variables d'instane de la lasse.

Les informations néessaires à la réation d'une instane sont alors obtenues en

appliquant la fontion à une desription vide. Cette appliation n'est bien sûre

faite qu'une seule fois, lors de l'initialisation de la lasse. Considérons don par

exemple la lasse suivante :

lass d = objet

inherit  3

val x = 1

method m = x

end

Cette lasse se traduit approximativement en la fontion suivante :

let lass_init des =

let init_parent = .lass_init des in

let x_pos = Oo.new_variable des "x" in

Oo.set_method des "m" (fun self -> self.(x_pos));

fun self -> init_parent self 3; self.(x_pos) <- 1; self

La fontion ommene par appeler la fontion d'initialisation de la lasse parente

a�n d'ajouter à la desription des les méthodes et variables d'instane de ette

lasse. Une fontion init_parent permettant d'initialiser les variables d'ins-

tane de la lasse parente est alors retournée. Puis une variable d'instane x est

ajoutée à la desription de la lasse par l'appel de la fontion Oo.new_variable.
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Cette fontion retourne la position de la variable d'instane dans l'objet. Une

méthode m est ensuite dé�nie. Le orps de ette méthode fait référene à la

variable d'instane x et utilise don la variable x_pos pour obtenir sa position

dans l'objet self. Finalement, une fontion permettant l'initialisation des ob-

jets de la lasse est retournée. Celle-i appelle init_parent a�n d'initialiser les

variables d'instane de la lasse parente, puis �xe la valeur de la variable x.

Détaillons plus préisement ertains points. Comme les méthodes publiques

ne peuvent pas être masquées, l'ensemble des méthodes publiques d'une lasse

et de ses super-lasses est onnu lors de l'initialisation de ette lasse. La des-

ription de la lasse des peut don être initialisé ave et ensemble. La fontion

Oo.set_method peut ainsi déterminer si la méthode qu'elle ajoute est publique

ou privée.

Une ontrainte de lasse (a : � < �

0

) permet de masquer ertaines méthodes

et variables d'instane ainsi que d'oublier la dé�nition d'autres méthodes. Une

méthode masquée ainsi ne doit pas avoir le même index dans la table des mé-

thodes qu'une méthode de même nom apparaissant dans une sous-lasse. De

manière similaire, si la dé�nition d'une méthode est oubliée, elle ne doit pas

remplaer une dé�nition donnée préédemment dans une sous-lasse. Pour ela,

la desription des d'une lasse omprend l'index des méthodes déjà dé�nies et

l'ensemble des méthodes dont la dé�nition doit être ignorée. Une lasse soumise

à une ontrainte est alors ompilée en une fontion qui modi�e es valeurs, appel

la fontion d'initialisation de la lasse et restaure les valeurs préédentes :

fun des ->

Oo.narrow des ...;

let init = ... in

Oo.widen des;

init

Il est possible d'optimiser l'initialisation d'une lasse lorsque le orps de elle-

i ommene par de l'héritage : plut�t que d'appeler la fontion d'initialisation

du parent, on peut en e�et diretement réutiliser les informations obtenues pré-

édemment par l'appliation de ette fontion à une desription vide. Il faut

ependant prendre en ompte le fait qu'une méthode peut être privée dans la

lasse parente et publique dans la sous-lasse : deux index devront don être

assoiés à une telle méthode. En e�et, les méthodes de la lasse parente sont

ompilées pour appeler ette méthode en utilisant un index privé, et elle doit

également pouvoir être appelé par l'index publique orrespondant à son nom.

Dérivons maintenant la ompilation de la onstrution new . Après ini-

tialisation de la lasse , on onnaît les informations néessaires à la réation

des objets de ette lasse, à savoir la taille de ses objets, la table des méthodes

et une fontion initialisant les variables d'instane. On pourrait penser qu'il

su�t pour réer un objet de l'allouer, faire pointer son premier hamp vers la

table des méthodes de sa lasse, puis l'appliquer à la fontion d'initialisation.

Cependant, ette dernière appliation est généralement partielle, et la fontion

retournée peut très bien être appliquée plus tard suessivement à des argu-

ments di�érents. Elle retournera alors à haque fois le même objet, initialisé de

nouveau, alors qu'elle devrait retourner un nouvel objet. L'objet doit don être

alloué dans la fontion d'initialisation elle-même. La ompilation de la fontion

d'initialisation présentée plus haut doit don être modi�ée ainsi :

fun self arg1 ... argn ->
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let self = if self <> () then self else <allouer self> in

...

La onstrution new  applique alors simplement () à ette fontion d'initiali-

sation.



Chapitre 5

Un alul d'objets ave des

vues

A�n de rendre les programmes plus lisibles et plus failes à maintenir, il

est important de pouvoir subdiviser eux-i, et que haque partie ne donne

diretement aès qu'à un sous-ensemble de son ontenu aux autres parties.

Les langages à objets fournissent habituellement des méanismes pour ela. Par

exemple, la dé�nition d'une méthode ou d'une variable d'instane peut être an-

notée de manière à en limiter la portée : les omposants privés d'une lasse

ne peuvent être aédés que depuis des méthodes dé�nies dans la même lasse.

Cependant, dans e as, le hoix de rendre un omposant privé est fait a priori.

Par onséquent, l'ajout d'une méthode publique à une lasse peut néessiter la

modi�ation de ses sous-lasses, et du ode dépendant de es sous-lasses, a�n

de l'adapter à e hangement. En e�et, une sous-lasse peut déjà ontenir une

méthode de même nom. Cela est bien peu satisfaisant, et on aimerait pouvoir

étendre l'interfae d'une lasse sans interférer ave la dé�nition de ses sous-

lasses. En d'autres termes, il devrait être possible de masquer les omposants

d'une lasse a posteriori de manière à e que haque sous-lasse puisse séletion-

ner une portion �xe de l'interfae de sa lasse parente. Rieke et Stone [30℄ ont

étudié e problème et en ont donné une solution élégante. Leur travail ne prend

ependant pas en ompte les méthodes binaires, et leur approhe ne semble pas

pouvoir s'étendre à e as.

En s'appuyant sur leurs idées, nous avons étudié une autre approhe, qui

prend en ompte les méthodes binaires dès le début. Le alul de Rieke et Stone

repose essentiellement sur deux méanismes. Pour la sémantique, un aès pri-

vilégié depuis le orps d'une méthode aux autres méthodes de l'objet ourant

permet de rajouter une méthode sans perturber les liaisons entre méthodes déjà

existantes. Pour le typage, le masquage des méthodes est obtenu par sous-typage.

Comme les méthodes binaires doivent pouvoir aéder aux méthodes d'un autre

objet que l'objet ourant, es méanismes ne peuvent être utilisés. En e�et, un

aès privilégié à un objet n'est possible que si la struture de et objet est

onnue en détail. Mais on veut justement pouvoir donner aux objets des types

qui ne dérivent qu'une partie de leur interfae. Voii par exemple le type d'un

objet possédant une méthode binaire : Obj('a)[x: int; ompare: 'a -> bool℄.

C'est le type d'un objet ayant une méthode x retournant un entier et une

99
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méthode ompare prenant un argument de même type que et objet et re-

tournant un booléen. La méthode ompare peut tout à fait appeler la mé-

thode x de son argument. S'il était possible de masquer la méthode x par

sous-typage dans une sous-lasse, le type d'un objet de ette sous-lasse serait

Obj('a)[ompare: 'a -> bool℄. Mais alors, rien n'empêherait de passer un

objet de même type à la méthode ompare, e qui est lairement inorret : rien

ne garantit qu'un tel objet ait une méthode x. Heureusement, d'autres méa-

nismes peuvent être utilisés. Le renommage permet d'éviter les on�its de noms

et les types existentiels permettent de masquer de l'information. Les noms de

méthodes sont globaux et ne peuvent pas être soumis à l'�-onversion. Nous

introduisons don une nouvelle notion : les vues. À haque objet, nous assoions

un ensemble de vues. En plus d'aéder diretement à une méthode d'un objet

par son nom, il est possible d'y aéder en utilisant une vue. Les vues sont expli-

itement introduites et ont don une portée limitée et peuvent être renommées

librement. Le masquage des vues se fait en représentant un ensemble de vues

par une seule vue à l'aide de types existentiels.

Nous présentons un alul basé sur es idées. Ce alul n'a pas de notion

de lasse : les objets sont dérivés les uns des autres par ajout, masquage et

redé�nition de méthodes. A�n de fournir une présentation plus laire et montrer

que e alul peut être utilisé omme la base d'un vrai langage, nous avons

également dé�ni une extension du alul ave des lasses.

La notion de vue est intéressante en elle-même. En e�et, omme les aluls

d'objets utilisent généralement le sous-typage pour masquer de l'information,

les omposants privés d'un objet ne sont aessibles que depuis les méthodes

de et objet. Au ontraire, dans les langages à objets ourants tels que Java ou

C++, les hamps privés d'un objet sont aussi souvent aessibles depuis d'autres

objets de la même lasse, ou depuis des fontions amies. Les vues permettent

de modéliser ette fontionnalité.

5.1 Exemples

5.1.1 Classes simples

Nous ommençons par donner quelques exemples érits dans le langage om-

plet. Une lasse est similaire à une fontion prenant en argument une valeur,

ii x0, et retournant un objet. Cet objet est dérit par le orps de la lasse.

La lasse suivante dé�nit des points. Elle a une seule méthode position, qui

retourne la valeur du paramètre de lasse x0.

lass point_simple (x0 : int) = objet

method position : int = x0

end

Les objets de ette lasse sont réés par l'expression new point_simple, de

type int -> Obj('a)[position: int℄ : 'est une fontion prenant un entier

en argument et retournant un objet. Le type de et objet est paramétré par

une variable de type 'a représentant le type lui-même. Il liste les méthodes de

l'objet.

Une vue est un nom donnant aès à une interfae alternative d'un objet.

Les méthodes peuvent être appelées ou redé�nies soit diretement, soit via une

vue (en utilisant la syntaxe o.[v℄m, où o est un objet, v est une vue et m est
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un nom de méthode). Depuis une méthode d'un objet, les autres méthodes

de et objet ne peuvent être appelées que par une vue. En e�et, dans notre

alul, l'interfae prinipale des instanes de la lasse n'est pas onnue, ar elle

peut être omplètement modi�ée par héritage, en ahant ertaines méthodes

et en en rajoutant d'autres. Par ontre, l'ensemble des vues ne peut qu'être

étendu par héritage. Les vues sont introduites par les dé�nitions de lasses :

dans l'exemple i-dessous, une vue v est introduite au début de la lasse. Cette

vue est loale à la lasse et permet aux méthodes de la lasse de s'appeler

mutuellement. La variable moi introduite au début de la lasse ave son type 'a

représente un objet de la lasse. La méthode position est la même que elle

de la lasse préédente. La méthode déplae retourne une opie de l'objet moi

où la méthode position a été modi�ée de manière à retourner la valeur de x'

plut�t que elle du paramètre de la lasse. Ces deux méthodes modélisent une

variable d'instane mutable.

lass point [v℄ (x0 : int) = objet (moi : 'a)

method position : int = x0

method déplae (x' : int) : 'a =

moi.[v℄position <- (fun moi -> x')

end

Les lasses peuvent être étendues par héritage. La lasse point_oloré a les

mêmes méthodes et variables d'instanes que la lasse point, ainsi qu'une mé-

thode ouleur.

lass points_oloré (0 : string) (x0 : int) = objet

inherit point x0

method ouleur : string = 0

end

Le type des objets de ette lasse est :

Obj('a)[position: int; déplae: int -> 'a; ouleur: string℄

C'est un sous-type du type des objets de la lasse point. Par onséquent, il est

possible de onsidérer un point oloré omme un point.

5.1.2 Méthodes binaires

Étudions maintenant le as d'une lasse possédant une méthode binaire. La

lasse omparable a une méthode x retournant un entier ainsi qu'une méthode

égal prenant un argument autre et véri�ant que l'appel de la méthode x re-

tourne la même valeur pour autre et l'objet lui-même moi.

lass omparable [proteted omp℄ (x0 : int) = objet (moi : 'a)

method x : int = x0

method égale (autre : 'a) : bool =

moi.[omp℄x = autre.[omp℄x

end

Il ne serait pas orret de donner à un objet de ette lasse le type

Obj('a)[x :int; égale :'a -> bool℄

En e�et, l'argument de la méthode égale doit avoir une vue omp. Cette vue

doit don apparaître dans son type :

Obj('a)[x :int;égale :'a -> bool | omp℄
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Cela est indiqué par le mot lé proteted annotant la vue omp. Ce mot lé

a deux e�ets. Tout d'abord, la vue reste visible après la dé�nition de la lasse,

mais est abstraite (il n'est pas possible d'appeler des méthodes via ette vue

en dehors du orps de la lasse). De plus, la vue reste présente dans le type

des objets de la lasse. Par onséquent, la vue se omporte omme une marque

indiquant la lasse à laquelle un objet appartient. Quand auun mot-lé n'est

présent (omme dans les premières lasses présentées), la vue est loale à la

lasse et n'apparaît pas dans le type des instanes de la lasse.

Il est possible de dé�nir une sous-lasse omparable2 masquant la méthode

x tout en laissant la méthode binaire égale visible. En e�et, la méthode égale

n'aède pas diretement à la méthode x de son paramètre, mais utilise la vue

omp. La méthode x est ahée en restreignant la signature de la lasse par un

type de lasse.

lass omparable2 [proteted omp2℄ (x0 : int) :

objet ('a)

method égale : 'a -> bool

end = objet inherit omparable x0 end

Le type d'un objet de la lasse est :

Obj('a)[égale: 'a -> bool | omp2℄

De nouveau, une vue apparaît dans le type. Ainsi, la méthode égale d'un objet

de la lasse omparable2 ne peut être appliquée qu'à un objet qui possède égale-

ment la vue omp2. Un tel objet doit être une instane de la lasse omparable2

ou d'une de ses sous-lasses. Dans notre alul, les vues sont toujours héritées

(mais le type d'un objet peut ne montrer que ertaines de ses vues). L'objet a

don également hérité de la vue omp, omme attendu par la dé�nition de la

méthode égale.

5.1.3 Vues publiques

Il est parfois pratique de pouvoir dé�nir une vue dont le type reste visible au-

delà de la dé�nition de la lasse qui l'introduit. Un exemple typique est elui des

fontions amies, 'est-à-dire des fontions qui ont un aès privilégié aux objets

d'une ertaine lasse (un exemple détaillé est donné dans la setion 5.3.3). Le

mot lé publi est utilisé pour ela.

lass point_oloré2 [publi point℄ (0 : string) (x0 : int) =

objet

inherit point x0

method ouleur : string = 0

end

Le type d'un objet de la lasse point_oloré2 est le même que elui d'un objet

de la lasse point_oloré, à part la présene de la vue point.

Obj('a)[ouleur: string; get_x: int; move: int -> 'a | point℄

Comme pour la lasse omparable, la vue apparaît dans e type. Cependant, la

vue point est ii onrète, et il est don possible d'appeler des méthodes via

ette vue. Ainsi, il est possible de réer un objet de la lasse point_oloré2 et

d'appeler la méthode ouleur via la vue point plut�t que diretement.

(new point_oloré2 "blue" 3).[point℄ouleur



CHAPITRE 5. UN CALCUL D'OBJETS AVEC DES VUES 103

Il serait également possible d'érire une sous-lasse point_oloré2 masquant

la méthode ouleur, mais gardant la vue point. La méthode ne pourrait alors

plus être appelée diretement, mais il resterait possible de l'appeler via la vue

point.

5.2 Calul de base

Comme dans [13℄, le alul distingue deux sortes d'objets par leur type :

les prototypes et � vrais objets �. Des méthodes peuvent être ajoutées à un

prototype, mais le sous-typage sur les prototypes est l'identité : masquer une

méthode d'un prototype est une opération expliite. Au ontraire, le sous-typage

en largeur est autorisé sur les vrais objets, mais ils ne sont pas extensibles. Un

prototype peut être transformé en objet par sous-typage.

Dans e alul, les prototypes peuvent avoir des méthodes abstraites. Ce

n'est pas une néessité et il serait faile de dérire une variante du alul sans

méthodes abstraites. Cependant, a�n d'assurer la orretion d'un alul ave

masquage de méthodes et ajout de méthodes, la redé�nition de méthodes et

l'ajout de méthodes doivent être deux notions distintes. En e�et, dans le pre-

mier as, les méthodes déjà existantes devront utiliser la nouvelle dé�nition de la

méthode, alors que dans le seond as, le omportement des méthodes déjà exis-

tantes doit être inhangé. Plut�t que d'utiliser es deux opérations ommeprimi-

tives omme dans [30℄, nous avons préféré déomposer l'ajout d'une méthode en

l'ajout d'une méthode abstraite suivi de la redé�nition de ette méthode. Nous

pensons que es dernières primitives sont plus simples et plus orthogonales. De

plus, elles permettent de dé�nir des méthodes mutuellement réursives.

5.2.1 Syntaxe

La syntaxe du langage est présentée dans la �gure 5.1. Une vue est un nom

donnant aès à une olletion de méthodes d'un objet. Les vues sont explii-

tement introduites : la onstrution �(k : t)a dé�nit une nouvelle vue k de type

t, dont la portée est limitée à l'expression a. Cette onstrution est similaire

à elle utilisée dans [33℄ pour représenter des emplaements mémoires (e qui

permet de formaliser les référenes), et à la onstrution � du �-alul [20℄. Le

type d'une vue �(�)[L℄ est le type des méthodes auxquelles elle donne aès :

une fontion des noms de méthode vers les types, paramétrée par une variable

de type � représentant l'objet auquel on aède via ette vue.

Une expression �(x : �)[L : L℄

'

�

dé�nit un objet. La variable x représente

l'objet lui-même et la variable de type � représente son type. La fontion L des

noms de méthodes vers les expressions dé�nit les méthodes de l'objet. Leurs

types sont donnés par la fontion L, des noms de méthodes vers les types.

Une méthode peut être aédée soit diretement (via l'interfae prinipale de

l'objet) soit par une vue (qui fournit une interfae alternative à l'objet). Dans

les deux as, le nom externe de la méthode est traduit en son nom interne par un

ditionnaire ' (un ditionnaire est une fontion injetive des noms de méthodes

vers les noms de méthodes). Par onséquent, un objet porte un ditionnaire '

pour son interfae prinipale et une fontion � des vues vers les ditionnaires

pour ses interfaes alternatives.
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a ::= x Variable

j �(x : � )a Abstration

j a(a

0

) Appliation

j �(x : �)[L : L℄

'

�

Objet

j a+ (l : &(�)� ) Alloation d'une méthode

j a n l Masquage d'une méthode

j a:l Séletion d'une méthode

j a:

k

l Séletion d'une méthode via une vue

j a:l

(

)

&(x : �)a

0

Redé�nition d'une méthode

j a:

k

l

(

)

&(x : �)a

0

Redé�nition d'une méthode via une vue

j �(k : t)a Introdution d'une vue

j hai

k

Ajout d'une vue

j aj

k

Remplaement d'une vue

j pak a as � hiding K Masquage

j open a as [k; x℄ in a

0

Ouverture

� ::= � Variable de type

j � ! �

0

Type fontionnel

j t

K

Type d'un objet

j t

A

K

Type de prototype

j 9(k)� Abstration d'une vue

t ::= �(�)[L℄ Type d'une vue

Fig. 5.1: Syntaxe du alul de base
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Le type d'un objet t

K

est omposé du type de son interfae prinipale t et

d'une liste K de vues. Le type d'un prototype t

A

K

ontient également la liste A

des noms de ses méthodes abstraites.

La onstrution a + (l : &(�)� ) ajoute une méthode abstraite l de type �

à l'objet a. La variable de type � représente le type de et objet. Symétrique-

ment, la onstrution an l permet de masquer une méthode l. Ces onstrutions

n'a�etent que l'interfae prinipale de l'objet. En e�et, de telles onstrutions

n'auraient pas de sens pour les autres interfaes ar les vues ont un type �xe.

Les méthodes peuvent être appelées soit diretement (a:l) ou par une vue

(a:

k

l). L'alternative existe également pour la redé�nition d'une méthode : a:l

(

)

&(x :

�)a

0

et a:

k

l

(

)

&(x : �)a

0

. Il n'est possible de redé�nir une méthode que si elle

apparaît déjà dans l'interfae de l'objet. L'extension d'un objet se fait en lui

ajoutant une méthode abstraite puis en la redé�nissant.

Une vue k peut être ajoutée à un objet (hai

k

) si elle a le même type que

l'interfae prinipal de l'objet. Il est également possible de remplaer l'interfae

prinipale d'un objet par l'interfae d'une de ses vues en séletionnant ette

vue : aj

k

.

Les opérations standards de masquage à l'aide de types existentiels [8℄ per-

mettent d'abstraire les vues.

5.2.2 Sémantique dynamique

Nous avons dé�ni une sémantique à rédution à petits pas pour notre alul.

La relation de rédution loale �! est dé�nie dans la �gure 5.2. Il est fait usage

dans ette �gure de plusieurs opérations de substitution, érites afv=xg, af�=�g

et afK=kg. Les deux premières sont les substitutions habituelles de valeurs et

de types. La troisième substitue un ensemble de vues à une vue unique. Elle est

telle que :

KfK

0

=kg = K n fkg [ K

0

si k 2 K

= K autrement.

L'ajout de méthodes modi�e le type interne L de l'objet ainsi que son dition-

naire prinipal ' : une méthode fraîhe l

0

est ajoutée au type L et le ditionnaire

est étendu a�n d'assoier le nom de méthode interne l

0

au nom de méthode ex-

terne l. Le masquage d'une méthode n'a�ete que le ditionnaire prinipal : le

nom de la méthode est supprimé du ditionnaire ; ainsi, la méthode n'est plus

aessible via e ditionnaire. La redé�nition de méthode se fait en modi�ant

la liste des méthodes L. Elle peut se faire soit diretement, soit via une vue k.

Dans le premier as, le nom de la méthode à redé�nir est traduit à l'aide du

ditionnaire '. Dans le seond as, le ditionnaire assoié à la vue k, 'est-à-dire

�(k) est utilisé. Pour l'appel d'une méthode l, la dé�nition &(x : �)a de ette

méthode est extraite de L. Puis la variable x est remplaée dans l'expression

a par l'objet et la variable de type � est remplaée par un type onvenable.

La apture d'une vue k onsiste à lier dans � la vue au ditionnaire ourant

'. La séletion d'une vue k onsiste à remplaer le ditionnaire prinipal par

le ditionnaire �(k) assoié à la vue. Pour l'ouverture d'une existentielle, la

vue k est remplaée par sa valeur e�etive, 'est-à-dire l'ensemble de vues K,

et la variable x est remplaée par le ontenu v

0

de l'existentielle. La dernière

règle de rédution permet de pousser l'introdution d'une vue vers l'extérieur

(extrusion).
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Alloation d'une méthode (l

0

62 domL [ img' [

S

k2dom�

img�(k))

�(x : �)[L : L℄

'

�

+ (l : &(�)� ) �! �(x : �)[L : (L; (l

0

: � ))℄

';(l=l

0

)

�

Masquage d'une méthode

�(x : �)[L : L℄

'

�

n l �! �(x : �)[L : L℄

'j

dom'nflg

�

Redé�nition d'une méthode

�(x : �)[L : L℄

'

�

:l

(

)

&(x : �)a �! �(x : �)[L; ('(l) = a) : L℄

'

�

�(x : �)[L : L℄

'

�

:

k

l

(

)

&(x : �)a �! �(x : �)[L; (�(k)(l) = a) : L℄

'

�

Séletion d'une méthode (v = �(x : �)[L : L℄

'

�

et � = �(�)[L Æ '℄

dom�

)

v:l �! L('(l))f�=�gfv=xg

v:

k

l �! L(�(k)(l))f�=�gfv=xg

Manipulation d'une vue

h�(x : �)[L : L℄

'

�

i

k

�! �(x : �)[L : L℄

'

�;(k=')

�(x : �)[L : L℄

'

�

j

k

�! �(x : �)[L : L℄

�(k)

�

Appliation

(�(x : � )a)(v) �! afv=xg

Ouverture (v = pak v

0

as 9(k)� hiding K)

open v as [k; x℄ in a �! afK=kgfv

0

=xg

Introdution d'une vue (F 6= [_℄)

F [�(k : t)a℄ �! �(k : t)F [a℄

Fig. 5.2: Règles de rédution
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Deux sortes de ontextes d'évaluation, E et F , sont utilisés pour dé�nir la

sémantique :

E ::= [_℄

j �(k : t)E

F ::= [_℄

j F + (l : &(�)� )

j F:l

(

)

&(x : �)a

j F:

k

l

(

)

&(x : �)a

j F:l

j F:

k

l

j hF i

k

j F j

k

j F (a)

j v(F )

j pak F as � hiding K

j open F as [k; x℄ in a

La relation de rédution loale �! est étendue en une relation dé�nissant un

pas d'évaluation : a �! a

0

si et seulement si il existe des expressions a

1

et a

0

1

telles que a = E[F [a

1

℄℄, a

1

�! a

0

1

et a

0

= E[F [a

0

1

℄℄.

Les valeurs sont dé�nies par la sous-grammaire des expressions suivante :

v ::= �(x : � )a Abstration

j �(x : �)[L : L℄

'

�

Objet

j pak v as � hiding K Abstration de vue

La sémantique que nous donnons n'est pas déterministe. En e�et, lorsqu'une

méthode est ajoutée à un prototype, son nom interne peut être hoisi arbitrai-

rement. Cette sémantique pourrait être rendue déterministe en utilisant une

fontion de hoix assoiant un nouveau nom de méthode interne à l'ensemble

des noms des méthodes déjà présentes ('est le hoix fait dans [30℄). On peut

également remarquer que les noms de méthodes internes ne sont pas observables.

Il est don possible d'identi�er les objets et les prototypes modulo renommage

de leurs méthodes internes.

5.2.3 Système de type

Un environnement ontient des liaisons de variables et de vues. Il ontient

également des hypothèses de �ltrage, 'est-à-dire l'hypothèse qu'un type � est

un type d'objet possédant au moins un ertain ensemble de vues K (e n'est

pas la même notion de �ltrage que elle introduite par Brue [6℄, mais les deux

notions sont similaires : les types �ltrés par un ertain ensemble de vues ont une

forme similaire, sans être néessairement sous-types d'un même type).

� ::= ; Environnement vide

j �; (x : � ) Liaison de valeur

j �; (� <# K) Hypothèse de �ltrage

j �; (k : t) Liaison de vue
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j �; (k) Liaison de vue abstraite

Les règles de typage font usage de trois sortes de jugements : des jugements

de typage � ` a : � , des jugements de sous-typage � ` � � �

0

et des jugements

de �ltrage � ` � <# K.

Un type � , un type de vue t, une expression a sont fermés par rapport à un

environnement � si toutes leurs variables sont liées dans l'environnement. Un

environnement � est fermé si tous les types et les types de vues de son image

sont fermés par rapport à �. Un jugement de typage � ` a : � est fermé si �

est fermé et a et � sont fermés par rapport à � ; un jugement de sous-typage

� ` � � �

0

est fermé si � est fermé et � et �

0

sont fermés par rapport à �.

On fera l'hypothèse que tous les jugements onsidérés sont fermés, et qu'auune

variable n'est liée deux fois dans un environnement.

Certaines règles de typage néessitent qu'une variable de type � apparaisse

en position ovariante dans un type � (e qui sera noté o

�

(� )). Une variable

de type � apparaît en position ovariante dans un type � si l'une des onditions

suivantes est vraie :

� � n'est pas libre dans � ;

� � est � ;

� � est de la forme �

1

! �

2

et � apparaît en position ontravariante dans �

1

et en position ovariante dans �

2

;

� � est de la forme 9(k)�

0

et � apparaît en position ovariante dans �

0

.

De même, une variable de type � apparaît en position ontravariante dans un

type � si l'une des onditions suivantes est vraie :

� � n'est pas libre dans � ;

� � est de la forme �

1

! �

2

et � apparaît en position ovariante dans �

1

et

en position ontravariante dans �

2

;

� � est de la forme 9(k)�

0

et � apparaît en position ontravariante dans �

0

.

Les règles de typage sont présentées dans les �gures 5.3, 5.4 et 5.5. Nous ne

dérivons que les prinipales règles de typage. La règle la plus omplexe est la

règle Proto. Elle ommene par dé�nir les di�érents omposants du type du

prototype. Le type L

0

de l'interfae prinipale d'un prototype est obtenu par

tradution du type des méthodes du prototype par le ditionnaire '. Les mé-

thodes abstraites A sont les méthodes de L

0

qui ne sont pas dé�nies, 'est-à-dire

qui n'apparaissent pas dans la liste des méthodes L du prototype. Les vues K

attahées au prototype sont les vues pour lesquelles la fontion � dé�nit un di-

tionnaire. La ondition domL � domL [ img' énone que les méthodes de L

soit sont des méthodes dé�nies du prototype, soit sont visibles de l'extérieur. La

ondition suivante est que L doit donner le type des méthodes de L. En�n, la der-

nière ondition énone que les vues du prototype ne doivent pas être abstraites,

et que le type d'une vue k orrespond à la tradution de L par le ditionnaire

�(k) assoié à ette vue. Le type de l'expression a + (l : &(�)� ) est le type de

l'expression a où la méthode l a été ajoutée à la vue prinipale L et à l'ensemble

A des méthodes abstraites (règle Extension). Le type de l'expression a n l est

le type de l'expression a où la méthode l a été supprimée de la vue prinipale

L, pourvu que ette méthode ne soit pas abstraite (règle Restrition). Une

vue peut être apturée par un prototype (règle Vue-Capture) si son type est
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(Var)

(x : � ) 2 �

� ` x : �

(Abs)

�; (x : �

0

) ` a : �

� ` �(x : �

0

)a : �

0

! �

(App)

� ` a : �

0

! � � ` a

0

: �

0

� ` a(a

0

) : �

(Sub)

� ` a : � � ` � � �

0

� ` a : �

0

(Proto)

L

0

= L Æ ' A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom� domL � domL [ img'

Pour tout l dans domL, �; (� <# K); (x : �) ` L(l) : L(l)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

� ` �(x : �)[L : L℄

'

�

: �(�)[L

0

℄

A

K

(Extension)

� ` a : �(�)[L℄

A

K

� ` a+ (l : &(�)� ) : �(�)[L; (l : � )℄

A[flg

K

(Restrition)

� ` a : �(�)[L℄

A

K

l 2 domL n A

� ` a n l : �(�)[Lj

domLnflg

℄

A

K

(Séletion)

� ` a : � � = �(�)[L℄

K

� ` a:l : (L(l))f�=�g

(Vue-Séletion)

� ` a : � � ` � <# K

k 2 K (k : �(�)[L

0

℄) 2 �

� ` a:

k

l : (L

0

(l))f�=�g

(Redéfinition)

� ` a : �(�)[L℄

A

K

�; (� <# K); (x : �) ` a

0

: L(l)

� ` a:l

(

)

&(x : �)a

0

: �(�)[L℄

Anflg

K

(Vue-Redéfinition)

� ` a : � � ` � <# K

k 2 K (k : �(�)[L

0

℄) 2 �

�; (� <# K); (x : �) ` a

0

: L

0

(l)

� ` a:

k

l

(

)

&(x : �)a

0

: �

(Vue-Abs)

�; (k : t) ` a : �

� ` �(k : t)a : �

(Vue-Capture)

� ` a : �(�)[L℄

A

K

(k : �(�)[L℄) 2 �

� ` hai

k

: �(�)[L℄

A

K[fkg

(Vue-Remplae)

� ` a : �(�)[L℄

K

(k : �(�)[L

0

℄) 2 �

k 2 K

� ` aj

k

: �(�)[L

0

℄

K

(Pak)

� ` a : �fK=kg

� ` pak a as 9(k)� hiding K : 9(k)�

(Open)

� ` a

0

: 9(k)�

0

�; (k); (x : �

0

) ` a : �

� ` open a

0

as [k; x℄ in a : �

Fig. 5.3: Règles de typage des expressions



CHAPITRE 5. UN CALCUL D'OBJETS AVEC DES VUES 110

(Sub-Réfl)

� ` � � �

(Sub-Flèhe)

� ` �

1

� �

2

� ` �

0

2

� �

0

1

� ` �

0

1

! �

1

� �

0

2

! �

2

(Sub-Proto)

� ` �(�)[L℄

K

� �(�)[L

0

℄

K

0

� ` �(�)[L℄

;

K

� �(�)[L

0

℄

K

0

(Sub-Objet)

L

0

� L o

�

(L

0

) K

0

� K

8k 2 K

0

� (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ o

�

(L

00

)

� ` �(�)[L℄

K

� �(�)[L

0

℄

K

0

(Sub-Filtrage)

� ` � <# K

8k 2 K � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ o

�

(L

00

)

� ` � � �(�

0

)[;℄

K

Fig. 5.4: Règles de sous-typage

(Filtrage-Var)

(� <# K) 2 � K

0

� K

� ` � <# K

0

(Filtrage-Obj)

K

0

� K

� ` �(�)[L℄

K

<# K

0

Fig. 5.5: Règles de �ltrage



CHAPITRE 5. UN CALCUL D'OBJETS AVEC DES VUES 111

le même que elui de la vue prinipale du prototype. La vue est ajoutée à l'en-

semble des vues du type du prototype. Une méthode l peut être appelée via une

vue k (règle Séletion) si ette vue est l'une des vues de l'objet et si elle n'est

pas abstraite. Le type du résultat est le type de la méthode dans ette vue.

5.2.4 Corretion

Nous avons montré la préservation du typage par rédution et l'absene de

bloquage.

Préservation du typage par rédution

Théorème 17 (Préservation du typage par rédution) Si � ` a : � et

a �! a

0

, alors � ` a

0

: � .

La preuve suivante utilise un ertain nombre de lemmes qui sont présentés

plus loin.

Démonstration. Par as sur la règle de rédution utilisée.

Grâe à la transitivité (lemme 24) et à la ré�exivité du sous-typage, on peut

supposer sans perte de généralité que, dans la preuve d'un jugement � ` a : � ,

l'usage de la règle de sous-typage Sub alterne ave l'usage d'une autre règle de

typage. Il est également su�sant de ne onsidérer que les as où la preuve ne se

termine pas pas l'utilisation du sous-typage. En�n, d'après le lemme 18, il su�t

de onsidérer les règles de rédution loale.

� �(x : �)[L : L℄

'

�

+ (l : &(�)� ) �! �(x : �)[L : (L; (l

0

: � ))℄

';(l=l

0

)

�

où

l

0

62 domL [ img'.

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la

règle Extension. On a don � ` �(x : �)[L : L℄

'

�

: �(�)[L

0

℄

A

K

pour des L

0

,

A et K tels que � = �(�)[L

0

; (l : � )℄

A[flg

K

. Ce jugement doit être prouver

à l'aide de la règle Proto. Don,

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l dans domL, �; (� <# K); (x : �) ` L(l) : L(l)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

Soient '

0

= ('; (l = l

0

)), L

0

= (L; (l

0

= � )), L

0

0

= (L

0

; (l = � )) et A

0

=

A [ flg. Nous allons prouver que les hypothèses i-dessus sont toujours

véri�ées après la substitution de ' par '

0

, de L par L

0

, de L

0

par L

0

0

,

et de A par A

0

. Cela terminera la preuve de e as, ar ela entraîne

� ` �(x : �)[L : L

0

℄

'

0

�

: �(�)[L

0

0

℄

A

0

K

, 'est-à-dire, � ` a

0

: � .

L

0

Æ '

0

= (L; (l

0

= � )) Æ ('; (l = l

0

))

= ((L; (l

0

= � )) Æ '); (l = � )

= (L Æ '); (l = � ) (l

0

62 domL [ img')

= L

0

; (l = � )

= L

0

0
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domL

0

0

n dom(L Æ '

0

) = dom(L

0

; (l = � )) n dom(L Æ ('; (l = l

0

)))

= (domL

0

[ flg) n dom(L Æ ('; (l = l

0

)))

= (domL

0

[ flg) n (dom(L Æ') n flg)

(l

0

62 domL et domL � domL)

= (domL

0

n dom(L Æ ')) [ flg

= A [ flg

= A

0

domL [ img'

0

= domL [ img('; (l = l

0

))

= domL [ img' [ fl

0

g

� domL[ fl

0

g

� domL

0

Finalement, omme l

0

62 domL, on a L � L

0

. Ainsi, les deux dernières

prémisses sont enore véri�ées après substitution.

� �(x : �)[L : L℄

'

�

n l �! �(x : �)[L : L℄

'j

dom'nflg

�

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

Restrition. On a don � ` �(x : �)[L : L℄

'

�

: �(�)[L

0

℄

A

K

pour des L

0

, A

et K tels que � = �(�)[L

0

j

domL

0

nflg

℄

A

K

et l 2 domL

0

nA. Ce jugement doit

être prouver à l'aide de la règle Proto. Don,

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l dans domL, �; (� <# K); (x : �) ` L(l) : L(l)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

Soient '

0

= 'j

dom'nflg

et L

0

0

= L

0

j

domL

0

nflg

. Nous allons prouver que

les hypothèses i-dessus sont toujours véri�ées après la substitution de '

par '

0

et L

0

par L

0

0

. Cela terminera la preuve de e as, ar ela entraîne

� ` �(x : �)[L : L℄

'

0

�

: �(�)[L

0

0

℄

A

K

, 'est-à-dire, � ` a

0

: � .

L Æ '

0

= L Æ ('j

dom'nflg

)

= (L Æ ')j

dom(LÆ')nflg

= L

0

j

domL

0

nflg

= L

0

0

domL

0

0

n dom(L Æ '

0

) = dom(L

0

j

domL

0

nflg

) n dom(L Æ ('j

dom'nflg

))

= (domL

0

n flg) n dom((L Æ ')j

dom(LÆ')nflg

)

= (domL

0

n flg) n (dom(L Æ ') n flg)

= (domL

0

n dom(L Æ ')) n flg

= A n flg

= A (l 2 domL

0

n A)
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Pour la prémisse suivante, nous allons prouver que '(l) 2 domL. Pour

ela, nous devons prouver que l 2 dom(L Æ'). On sait que l 2 domL

0

nA.

D'autre part :

domL

0

n A = domL

0

n (domL

0

n dom(L Æ '))

= domL

0

\ dom(L Æ ')

� dom(L Æ ')

Alors :

domL [ img'

0

= domL [ img('j

dom'nflg

)

= (domL [ f'(lg)) [ img('j

dom'nflg

)

(l 2 dom(L Æ '))

= domL [ img'

� domL

Les autres prémisses sont inhangées.

� �(x : �)[L : L℄

'

�

:l

(

)

&(x : �)a

00

�! �(x : �)[L; ('(l) = a

00

) : L℄

'

�

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la

règle Redéfinition. On a don � ` �(x : �)[L : L℄

'

�

: �(�)[L

0

℄

A

K

pour des

L

0

, A et K tels que � = �(�)[L

0

℄

Anflg

K

. De plus, �; (� <# K); (x : �) ` a

00

:

L

0

(l). La règle Proto doit être utilisée pour prouver le premier jugement.

On a don

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l

0

dans domL, �; (� <# K); (x : �) ` L(l

0

) : L(l

0

)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

Soient L

0

= (L; ('(l) = a

00

)), A

0

= A n flg. Nous allons prouver que les

hypothèses i-dessus sont toujours véri�ées après la substitution de L par

L

0

et A par A

0

. Cela terminera la preuve de e as, ar ela entraîne

� ` �(x : �)[L

0

: L℄

'

�

: �(�)[L

0

℄

A

0

K

, 'est-à-dire, � ` a

0

: � .

domL

0

n dom(L

0

Æ ') = domL

0

n dom((L; ('(l) = a

00

)) Æ ')

= domL

0

n (dom(L Æ ') [ flg)

= (domL

0

n dom(L Æ ')) n flg)

= A n flg)

= A

0

domL

0

[ img' = dom(L; ('(l) = a

00

)) [ img'

= domL [ f'(l)g [ img'

= domL [ img'

� domL



CHAPITRE 5. UN CALCUL D'OBJETS AVEC DES VUES 114

Soit l

0

2 domL

0

. Si l'on suppose que l

0

6= '(l), alors L

0

(l

0

) = L(l

0

). D'où,

�; (� <# K); (x : �) ` L

0

(l

0

) : L(l

0

). Supposons maintenant l

0

= '(l).

Alors L

0

(l

0

) = a

00

. Mais �; (� <# K); (x : �) ` a

00

: L

0

(l) et L

0

(l) =

(L Æ ')(l) = L(l

0

). D'où, enore, �; (� <# K); (x : �) ` L

0

(l

0

) : L(l

0

).

Les autres prémisses sont inhangées.

� �(x : �)[L : L℄

'

�

:

k

l

(

)

&(x : �)a

00

�! �(x : �)[L; (�(k)(l) = a

00

) : L℄

'

�

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

Vue-Redéfinition. Par inspetion des règles de typage, ette règle est

préédée de sous-typage et de la règle Proto. On a don

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

� = �(�)[L

1

℄

K

0

� ` �(�)[L

0

℄

A

K

� �

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l

0

dans domL, �; (� <# K); (x : �) ` L(l

0

) : L(l

0

)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

� ` � <# K

00

k 2 K

00

(k : �(�)[L

00

℄) 2 �

�; (� <# K

00

); (x : �) ` a

00

: L

00

(l)

Soit L

0

= (L; (�(k)(l) = a)). Nous allons prouver que les hypothèses

i-dessus sont toujours véri�ées après la substitution de L par L

0

. Cela

terminera la preuve de e as, ar ela entraîne � ` �(x : �)[L

0

: L℄

'

�

:

�(�)[L

0

℄

A

K

, et don, par sous-typage, � ` a

0

: � .

Par inspetion des règles de sous-typage, on voit que l'on doit avoir A = ;

et K

0

� K.

domL

0

n dom(L

0

Æ ') = domL

0

n dom((L; (�(k)(l) = a)) Æ ')

� domL

0

n domL Æ '

� A � ;

Par onséquent, domL

0

n dom(L

0

Æ ') = ; = A.

On a l 2 domL

00

= dom(L Æ�(k)), et don, �(k)(l) 2 domL. Alors :

domL

0

[ img' = dom(L; (�(k)(l) = a)) [ img'

= domL [ f�(k)(l)g [ img'

� domL [ f�(k)(l)g

� domL

Soit l

0

2 domL

0

. Si l'on suppose que l

0

6= �(k)(l), on a L

0

(l

0

) = L(l

0

).

D'où, �; (� <# K); (x : �) ` L

0

(l

0

) : L(l

0

). Supposons maintenant l

0

=

�(k)(l). Alors L

0

(l

0

) = a

00

. D'autre part, �; (� <# K

00

); (x : �) ` a

00

: L

00

(l)

et L

00

(l) = (LÆ�(k))(l) = L(l

0

). D'après la règle Filtrage-Obj, K

00

� K

0

.

Don, K

00

� K. D'où, de nouveau, par le lemme 20, �; (� <# K); (x : �) `

L

0

(l

0

) : L(l

0

).

Les autres prémisses sont inhangées.
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� v:l �! L('(l))f�

00

=�gfv=xg où v = �(x : �)[L : L℄

'

�

et �

00

= �(�)[L Æ

'℄

dom�

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

Séletion. Par inspetion, ette règle est préédée de sous-typage et de

la règle Proto. On a don

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

� = (L

1

(l))f�

0

=�g

�

0

= �(�)[L

1

℄

K

1

� ` �(�)[L

0

℄

A

K

� �

0

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l

0

dans domL, �; (� <# K); (x : �) ` L(l

0

) : L(l

0

)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

Par inspetion des règles de sous-typage, on voit que L

1

� L

0

. Don,

L

1

(l) = L

0

(l) = L('(l)). On a don �; (� <# K); (x : �) ` L('(l)) : L

1

(l).

De plus, � ` �

00

<# K. Don, en utilisant le lemme 21, �; (x : �

00

) `

L('(l))f�

00

=�g : L

1

(l)f�

00

=�g.

D'autre part, on voit que �

00

= �(�)[L

0

℄

K

, et don, � ` v : �

00

. Par le

lemme 23, � ` L('(l))f�

00

=�gfv=xg : L

1

(l)f�

00

=�g.

On a � ` �

00

� �

0

. Supposons d'abord que � apparaît en position o-

variante dans L

1

. Alors, par le lemme 26, � ` L('(l))f�

00

=�gfv=xg :

L

1

(l)f�

0

=�g omme désiré. Autrement, par inspetion des règles de sous-

typage, on voit que l'on a �

00

= �

0

(auune règle ne s'applique). D'où le

résultat.

� v:

k

l �! L(�(k)(l))f�

00

=�gfv=xg où v = �(x : �)[L : L℄

'

�

et �

00

= �(�)[L Æ

'℄

dom�

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la

règle Vue-Séletion. Par inspetion, ette règle est préédée par du

sous-typage et la règle Proto. On a don

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

� = (L

00

(l))f�

0

=�g

�

0

= �(�)[L

1

℄

K

0

� ` �(�)[L

0

℄

A

K

� �

0

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l

0

dans domL

0

, �; (� <# K); (x : �) ` L(l

0

) : L(l

0

)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

� ` �

0

<# K

00

k 2 K

00

(k : �(�)[L

00

℄) 2 �

Par inspetion des règles de sous-typage, on voit que K

0

� K. D'autre

part, d'après la règle Filtrage-Obj, K

00

� K

0

. D'où, k 2 K et don

L

00

(l) = L(�(k)(l)). Par onséquent, �; (� <# K); (x : �) ` L(�(k)(l)) :

L

00

(l). De plus, � ` �

00

<# K. Don, par le lemme 21, �; (x : �

00

) `

L(�(k)(l))f�

00

=�g : L

00

(l)f�

00

=�g.
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D'autre part, on voit que �

00

= �(�)[L

0

℄

K

, et don, � ` v : �

00

. Par le

lemme 23, � ` L(�(k)(l))f�

00

=�gfv=xg : L

00

(l)f�

00

=�g.

On a � ` �

00

� �

0

. Supposons d'abord que � apparaît en position ova-

riante dans L

00

. Alors, en utilisant le lemme 26, � ` L(�(k)(l))f�

00

=�gfv=xg :

L

00

(l)f�

0

=�g omme désiré. Autrement, par inspetion des règles de sous-

typage, on voit que l'on a �

00

= �

0

(auune règle ne s'applique). D'où le

résultat.

� h�(x : �)[L : L℄

'

�

i

k

�! �(x : �)[L : L℄

'

�;(k=')

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

Vue-Capture. On a don (k : �(�)[L

1

℄) 2 � et � ` �(x : �)[L : L℄

'

�

:

�(�)[L

0

℄

A

K

pour des L

0

, A et K tels que L

1

� L

0

et � = �(�)[L

0

℄

A

K[fkg

. Le

dernier jugement peut être montré à l'aide de la règle Proto. D'où :

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l dans domL

0

, �; (� <# K); (x : �) ` L(l) : L(l)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

Soient �

0

= �; (k = ') et K

0

= K [ fkg. Nous montrer prouver que les

hypothèses i-dessus sont toujours véri�ées après la substitution de � par

�

0

et de K par K. Cela terminera la preuve de e as, ar ela entraîne

� ` �(x : �)[L : L℄

'

�

0

: �(�)[L

0

℄

A

K

0

, 'est-à-dire, � ` a

0

: � .

On a lairement K

0

= dom�

0

.

De plus, K � K

0

. Don, d'après le lemme 20, pour tout l dans domL,

�; (� <# K

0

); (x : �) ` L(l) : L(l)

Finalement, (k : �(�)[L

1

℄) 2 � et L

1

� L

0

= L Æ ' = L Æ�

0

(k).

Les autres prémisses sont inhangées.

� �(x : �)[L : L℄

'

�

j

k

�! �(x : �)[L : L℄

�(k)

�

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

Vue-Remplae. Par inspetion, ette règle est préédée de sous-typage

et de la règle Proto. On a don

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

� = �(�)[L

00

℄

K

00

� ` �(�)[L

0

℄

A

K

� �(�)[L

1

℄

K

00

k 2 K

00

(k : �(�)[L

00

℄) 2 �

L

0

= L Æ '

A = domL

0

n dom(L Æ ')

K = dom�

domL � domL [ img'

Quel que soit l

0

dans domL

0

, �; (� <# K); (x : �) ` L(l

0

) : L(l

0

)

8k 2 dom� � (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ L

00

= L Æ�(k)

Soient L

0

0

= LÆ�(k) et '

0

= �(k). Nous allons prouver que les hypothèses

i-dessus sont toujours véri�ées après la substitution de L

0

par L et de '

par '

0

. Ainsi nous aurons � ` �(x : �)[L : L℄

'

0

�

: �(�)[L

0

0

℄

A

K

et nous pour-

rons onlure par sous-typage, pourvu que � ` �(�)[L

0

0

℄

A

K

� �(�)[L

00

℄

K

00

.
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Clairement, L

0

0

= L Æ '

0

.

On déduit de la seonde hypothèse que A = ;. D'où, dom(L Æ ') =

domL

0

� dom(L Æ'). Et don, domL\ img' � domL\ img' � domL.

Alors, à l'aide de l'hypothèse, domL � domL [ img', on peut déduire

que domL � domL.

Don :

domL

0

0

n dom(L Æ '

0

) = dom(L Æ�(k)) n dom(L Æ�(k))

= ;

= A

Finalement,

domL � domL

� domL [ img'

0

Les autres prémisses sont inhangées.

Nous allons maintenant montrer : � ` �(�)[L

0

0

℄

A

K

� �(�)[L

00

℄

K

00

. Du juge-

ment � ` �(�)[L

0

℄

A

K

� �(�)[L

1

℄

K

00

, nous déduisons que A = ; et K

00

� K.

À l'aide de la règle Sub-Proto, on est ramené à prouver : � ` �(�)[L

0

0

℄

K

�

�(�)[L

00

℄

K

00

. Comme k 2 K

00

� K et (k : �(�)[L

00

℄) 2 �, on a L

00

= L Æ

�(k) = L

0

0

. Si K = K

00

, e as est �ni. Sinon, le jugement � ` �(�)[L

0

℄

K

�

�(�)[L

1

℄

K

00

ne peut être prouver qu'a l'aide de la règle Sub-Objet. Don,

8k 2 K

00

� (k : �(�)[L

00

℄) 2 � ^ o

�

(L

00

) En partiulier, � n'apparaît en

position ovariante dans L

00

. La règle Sub-Objet peut don être utilisée

pour montrer le jugement désiré : � ` �(�)[L

00

℄

K

� �(�)[L

00

℄

K

00

.

� (�(x : � )a)(v) �! afv=xg

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

App. Par inspetion des règles de typage, on voit que la règle est préédée

de sous-typage et de la règle Abs. On a don

8

<

:

� ` v : �

0

� ` �

0

1

! �

1

� �

0

! �

�; (x : �

0

1

) ` a : �

1

Par inspetion des règles de sous-typage, on voit que le seond jugement

peut être prouvé par l'une des règles Sub-Réfl ou Sub-Flèhe. Dans

les deux as, on a � ` �

1

� � et � ` �

0

� �

0

1

. Alors, par le règle Sub, il

vient � ` v : �

0

1

. D'après le lemme 23, � ` afv=xg : �

1

. On onlut à l'aide

de la règle Sub : � ` afv=xg : � .

� open (pak v as 9(k)� hiding K) as [k; x℄ in a �! afK=kgfv=xg

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'usage de la règle

Open. On a don � ` pak v as 9(k)� hiding K : 9(k)�

0

et �; (k); (x :

�

0

) ` a

00

: � Par inspetion des règles de typage, on voit que le premier

de es jugements doit être prouvé à l'aide de la règle Pak. D'où, � ` v :

�

0

fK=kg.

D'après le lemme 22, �; (x : �

0

fK=kg) ` a

00

fK=kg : � . Alors, d'après le

lemme 23, � ` a

00

fK=kgfv=xg : � .
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� F [�(k : t)a℄ �! �(k : t)F [a℄

On le montre par indution sur la taille du ontexte. Nous n'allons onsi-

dérer que le as où F [_℄ = (_)(a

0

), les autres as étant similaires.

Nous montrons don (�(k : t)a)(a

0

) �! �(k : t)(a(a

0

))

On remarque tout d'abord que la règleVue-Abs ommute ave la règle Sub.

Supposons en e�et que nous ayons la dérivation suivante :

.

.

.

�; (k : t) ` a : �

(Vue-Abs)

� ` �(k : t)a : �

.

.

.

� ` � � �

0

(Sub)

� ` �(k : t)a : �

0

D'après le lemme 19, �; (k : t) ` � � �

0

. Don :

.

.

.

�; (k : t) ` a : �

.

.

.

�; (k : t) ` � � �

0

(Sub)

�; (k : t) ` a : �

0

(Vue-Abs)

� ` �(k : t)a : �

0

On peut don supposer que la règle Vue-Abs n'est pas suivie de sous-

typage.

La preuve de la première hypothèse doit se terminer par l'utilisation de la

règle Extension, préédée de la règle Vue-Abs :

.

.

.

�; (k : t) ` a : �

0

! �

(Vue-Abs)

� ` �(k : t)a : �

0

! �

.

.

.

� ` a

0

: �

0

(App)

� ` �(k : t)a(a

0

) : �

D'après le lemme 19, �; (k : t) ` a

0

: �

0

. Don :

.

.

.

�; (k : t) ` a : �

0

! �

.

.

.

�; (k : t) ` a

0

: �

0

(App)

�; (k : t) ` a(a

0

) : �

(Vue-Abs)

� ` �(k : t)a(a

0

) : �

Lemme 18 (Déomposition et remplaement) Si � ` E[F [a℄℄ : � , alors

il existe un type �

0

tel que � ` a : �

0

et tel que de plus si � ` a

0

: �

0

alors

� ` E[F [a

0

℄℄ : � .

Démonstration. Par indution sur une preuve de � ` E[F [a℄℄ : �

Lemme 19 (Renforement de l'environnement) Si � ` J et � � �

0

,

alors �

0

` J (où J représente la partie droite d'un jugement).

Démonstration. Par indution sur une preuve de � ` J
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Lemme 20 (Renforement du �ltrage) If �; (� <# K) ` a : � et K � K

0

alors �; (� � K

0

) ` a : � .

Démonstration. Par indution sur une preuve de la première prémisse.

Une hypothèse � <# K ne peut être utilisée que par la règle Filtrage-Var :

(� <# K) 2 � K

1

� K

(Filtrage-Var)

� ` � <# K

1

Par transitivité, K

1

� K

0

. Don :

(� <# K) 2 � K

1

� K

0

(Filtrage-Var)

� ` � <# �

1

Les autres as de la preuves sont évidents.

Lemme 21 (Élimination du �ltrage) Si �; (� <# K) ` a : � et �

0

` �

0

<#

K où �

0

� � alors �f�

0

=�g ` af�

0

=�g : �f�

0

=�g.

Démonstration. Par indution sur une preuve de la première prémisse. On

montre simultanément que si �; (� <# K) ` �

1

� �

2

et �

0

` �

0

� K où �

0

� �

alors �f�

0

=�g ` �

1

f�

0

=�g � �

2

f�

0

=�g.

Le as le plus di�ile est elui de la règle Filtrage-Var.

(�

1

<# K

1

) 2 �; (� <# K) K

0

� K

1

(Filtrage-Var)

�; (� <# K) ` �

1

<# K

0

Si �

1

6= �, on a (�

1

<# K

1

) 2 �f�

0

=�g. D'où, �f�

0

=�g ` �

1

f�

0

=�g <# K

0

omme désiré.

Supposons maintenant que �

1

= �. Alors, K

1

= K. Comme � n'apparaît pas

libre dans la seonde prémisse, �

0

f�

0

=�g ` �

0

<# K. D'après le lemme 19,

�f�

0

=�g ` �

0

<# K. Par inspetion des règles de �ltrage, en utilisant le fait que

K

0

� K, on onlut que �f�

0

=�g ` �

0

<# K

0

omme désiré.

Les autres as sont failes.

Lemme 22 (Élimination des vues abstraites) Si �; (k) ` a : � et K �

dom� alors �fK=kg ` afK=kg : �fK=kg.

Démonstration. Par indution sur la preuve de la première hypothèse.

� Règle Proto :

L

0

= L Æ ' A = domL

0

n dom(L Æ ')

K

0

= dom� domL � domL [ img'

Quel que soit l dans domL

0

, �; (� <# K); (x : �) ` L(l) : L(l)

8k

0

2 dom� � (k

0

: �(�)[L

00

℄) 2 �; (k) ^ L

00

= L Æ�(k)

�; (k) ` �(x : �)[L : L℄

'

�

: �(�)[L

0

℄

A

K

0

Pour toute vue k

0

2 K, on a (k

0

: �(�)[L

00

℄) 2 �; (k). Par onséquent,

K

0

fK

0

=kg = K

0

. D'après l'hypothèse d'indution, on a pour toute méthode

l de domL : �fK=kg; (� <# K

0

); (x : �) ` L(l) : L(l). Les autres prémisses

de ette règle sont lairement préservées par la substitution. L'appliation

de la règle Vue-Séletion nous permet don de onlure dans e as.
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� Règle Vue-Séletion :

�; (k) ` a : � �; (k) ` � <# K

0

k

0

2 K

0

(k

0

: �(�)[L

0

℄) 2 �; (k)

(Vue-Séletion)

�; (k) ` a:

k

0

l : (L

0

(l))f�=�g

On a (k

0

: �(�)[L

0

℄) 2 �; (k). Par onséquent k

0

6= k. Et don, k

0

2

K

0

fK=kg. En utilisant l'hypothèse d'indution, il vient : �fK=kg ` �fK=kg �

�(�)[;℄

K

0

fK=kg. Toutes les prémisses de ette règle sont lairement pré-

servées par la substitution. L'appliation de la règle Vue-Séletion nous

permet don de onlure dans e as.

� RèglesVue-Redéfinition,Vue-Capture etVue-Remplae : la preuve

est semblable à elle du as préédent.

� Règle Pak :

�; (k) ` a : �fK

0

=k

0

g

(Pak)

�; (k) ` pak a as 9(k

0

)� hiding K

0

: 9(k

0

)�

Par renommage, on peut supposer que k

0

6= k et k

0

62 K. Par hypothèse

d'indution, �fK=kg ` afK=kg : �fK

0

=k

0

gfK=kg. D'après la remarque

préédente, �fK

0

=k

0

gfK=kg = �fK=kgfK

0

fK=kg=k

0

g. Par onséquent, en

utilisant la règle Pak, �fK=kg ` pak afK=kg as 9(k

0

)(�fK=kg) hiding

K

0

fK=kg : 9(k

0

)�fK=kg. C'est-à-dire,

�fK=kg ` (pak a as 9(k

0

)� hiding K

0

)fK=kg : (9(k

0

)� )fK=kg

omme désiré.

� Règle Sub-Objet

L

0

� L K

00

� K

0

� apparaît en position ovariante dans L

0

(Sub-Objet)

�; (k) ` �(�)[L℄

K

0

� �(�)[L

0

℄

K

00

On a K

00

fK=kg � K

0

fK=kg. Par ailleurs, les autres prémisses de ette

règle sont lairement préservées par la substitution. L'appliation de la

règle Vue-Séletion nous permet don de onlure dans e as.

� Les autres as sont failes.

Lemme 23 (Substitution de valeur) Si �; (x : � ) ` a

0

: �

0

et � ` a : � ,

alors � ` a

0

fa=xg : �

0

.

Démonstration. Par indution sur la preuve de la première hypothèse.

La preuve est standard et ne présente pas de di�ulté partiulière.

Lemme 24 (Transitivité du sous-typage) Si � ` � � �

0

et � ` �

0

� �

00

alors � ` � � �

00

.

Démonstration. Par indution sur des dérivations prouvant les hypothèses.

� Règle Sub-Réfl et toute règle : trivial.
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� Règles Sub-Filtrage et Sub-Objet : On a � = �, �

0

= �(�

0

)[;℄

K

et

�

00

= �(�

0

)[;℄

K

0

où K

0

� K. Par inspetion des règles de �ltrage, on voit

que l'on peut diretement en déduire que � � �

00

.

� Règles Sub-Flèhe et Sub-Flèhe : Par appliation de l'hypothèse d'in-

dution.

� Règles Sub-Objet et Sub-Objet : Par transitivité de l'inlusion.

Lemme 25 (Sous-typage des lasses) Si � ` �(�)[L℄

A

K

� �(�)[L

0

℄

K

0

, alors

A = ;, L

0

� L et K

0

� K.

Démonstration. Par indution sur une preuve de l'hypothèse.

Lemme 26 (Substitution en position ovariante) Si � apparaît en posi-

tion ovariante dans � et si � ` �

0

� �

00

, alors � ` �f�

0

=�g � �f�

00

=�g.

Démonstration. Par indution sur une preuve de la seonde hypothèse. On

prouve simultanément le jugement i-dessus et le jugement suivant :

Si � apparaît en position ontravariante dans � et si � ` �

0

� �

00

,

alors � ` �f�

00

=�g � �f�

0

=�g.

Considérons d'abord le premier jugement. Si � n'est pas libre dans � , la

onlusion se déduit de Sub-Réfl. Si � = �, alors la onlusion est donnée

par la seonde hypothèse � ` �

0

� �

00

. Autrement, � = �

1

! �

2

où � apparaît

en position ontravariante dans �

1

et en position ovariante dans �

2

. D'après

l'hypothèse d'indution, � ` �

1

f�

00

=�g � �

1

f�

0

=�g et � ` �

2

f�

0

=�g � �

2

f�

00

=�g.

La règle Sub-Flèhe permet de onlure.

Considérons maintenant le seond jugement. Si � n'est pas libre dans � , alors

la règle Sub-Réfl permet de onlure. Autrement, � = �

1

! �

2

où � apparaît

en position ovariante dans �

1

et ontravariante dans �

2

. D'après l'hypothèse

d'indution, � ` �

1

f�

0

=�g � �

1

f�

00

=�g et � ` �

2

f�

00

=�g � �

2

f�

0

=�g. La règle

Sub-Flèhe permet de onlure.

Progression

Théorème 27 (Progression) Si ` a : � alors a est de la forme E[v℄ pour une

ertaine valeur v, ou alors a �! a

0

pour une ertaine expression a

0

.

La preuve de e résultat, s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme 28 (Type des valeurs) Le type des valeurs permet de les lasser :

� si � ` v : �

0

! � alors v est une fontion �(x : � )a ;

� si � ` v : t

K

ou � ` v : t

A

K

alors v est un objet �(x : �)[L : L℄

'

�

;

� si � ` v : 9(k)� alors v est une abstration de vue pak a as � hiding K.

Démonstration. Par inspetion des règles de typage, on voit que

� Si v est une fontion �(x : a), alors son type est de la forme �

0

! � ;

� Si v est un objet �(x : �)[L : L℄

'

�

, alors son type est de la forme t

K

ou t

A

K

;

� Si v est une abstration de vue pak a as � hiding K alors son type est

de la forme 9(k)� .
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Comme on a ainsi onsidéré tous les as de valeurs et que les formes des types

sont disjoints, on en déduit la forme d'une valeur en fontion de son type.

Nous pouvons maintenant montrer l'absene de bloquage :

Démonstration. Supposons que ` a : � et a ne soit pas de la forme E[v℄.

Considérons un ontexte d'évaluation F tel que a = E[F [a

0

℄℄ et a

0

n'est pas

une valeur. D'après le lemme 18, ` a

0

: �

0

pour un ertain type �

0

. Si le lemme

est vrai pour a

0

alors a

0

�! a

0

0

et don a �! E[a

0

0

℄. On peut don supposer

que le plus grand ontexte d'évaluation F tel que a = E[F [a

0

℄℄ et a

0

n'est pas

une valeur soit le ontexte vide.

On onlut en onsidérant les formes possibles de a. Il n'y a pas de di�ulté

partiulière. Nous ne présentons don qu'un as typique. Les autres as se montre

de façon similaire.

� a = a

1

:l

(

)

&(x : �)a

0

1

Néessairement, a

1

est une valeur. De plus, une dérivation de ` a : �

ontient la règle suivante :

� ` a

1

: �(�)[L℄

A

K

�; (� <# K); (x : �) ` a

0

1

: L(l)

(Redéfinition)

� ` a

1

:l

(

)

&(x : �)a

0

1

: �(�)[L℄

Anflg

K

La valeur a

1

a un type d'objet. C'est don un objet �(x : �)[L : L

1

℄

'

�

.

De plus, par inspetion des règles de sous-typage et de la règle Proto, on

voit que l'on a domL � dom'. Par onséquent, l 2 dom', et la règle de

rédution dé�nissant la redé�nition d'une méthode peut être appliquée,

donnant lieu à l'expression a

0

= �(x : �)[L; ('(l) = a

0

1

) : L

1

℄

'

�

5.3 Langage de lasse

5.3.1 Syntaxe

Cette setion présente une extension du alul de base ave des lasses. La

syntaxe des lasses, présentée dans la �gure 5.6 est lassique. Cependant, l'ajout

d'une méthode est distint de sa dé�nition. Ce hoix a été fait de manière à

rendre la tradution du langage dans le alul de base plus simple.

A�n d'être plus ompréhensible, les exemples au début de e hapitre fai-

saient usage de sure syntaxique : l'addition d'une méthode et sa dé�nition sont

ombinés en une onstrution unique ; la variable représentant une instane de

la lasse, et la variable de type représentant son type, ne sont liés qu'une fois

plut�t qu'à haque dé�nition de méthode.

5.3.2 Tradution

Dé�nition

Nous dé�nissons maintenant une tradution typée du langage dans le alul

de base. Pour ela, les environnements sont étendus ave des liaisons de lasses :
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a ::= : : :

j lass  [k℄(x : � ) = expr in a Classe privée

j lass  [proteted k℄(x : � ) = expr in a Classe protégée

j lass  [publi k℄(x : � ) = expr in a Classe publique

j new  Construteur d'objets

expr ::= (expr : type) Contrainte de lasse

j objet orps end Corps de lasse

orps ::= extension

j orps method l = &(x : �)a Dé�nition de méthode

extension ::= héritage

j extension abstrat l : &(�)� Ajout d'une méthode

héritage ::= ;

j inherit (a) Héritage

type ::= objet type-orps end Type de lasse

type-orps ::= type-hérit

j type-orps abstrat l : &(�)� Méthode abstraite

j type-orps method l : &(�)� Méthode onrète

type-hérit ::= ;

j inherit  Héritage (types)

Fig. 5.6: Syntaxe des lasses
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(Type-Vide)

� ` ; : �(�)[;℄

;

;

(Type-Héritage)

( : (K

0

; �

0

! �(�)[L℄

A

K

)) 2 �

� ` inherit  : �(�)[L℄

A

KnK

0

(Type-Méthode-Abstraite)

� ` orps : �(�)[L℄

A

K

� ` (orps abstrat l : &(�)� ) : �(�)[L; (l : � )℄

A[flg

K

(Type-Méthode-Conrète)

� ` orps : �(�)[L℄

A

K

� ` (orps method l : &(�)� ) : �(�)[L; (l : � )℄

Anflg

K

(Type-Classe)

� ` type-orps : �

� ` objet type-orps end : �

Fig. 5.7: Tradution des types de lasses

� ::= : : :

j �; ( : (K

0

; � ! �(�)[L℄

A

K

)) Liaison de lasse

Le type d'une lasse est une paire (K

0

; � ! �(�)[L℄

A

K

). Le type � est le type de

l'argument de la lasse, tandis que �(�)[L℄

A

K

représente le type du orps de la

lasse. L'ensemble K

0

ontient les vues de la lasse qui devront être masquées. En

e�et, la sémantique statique du alul de base ne permet pas de masquer les vues

d'un prototype : il est seulement possible de regrouper un ensemble de vues en

une vue abstraite. L'ensemble K

0

sert don à garder trae des vues qui devront

être ahées dans le type des objets de la lasse (qui est don �(�)[L℄

KnK

0
).

Les règles de tradution sont données dans les �gures 5.7, 5.8 et 5.9. Elles

dé�nissent les jugements suivants :

� � ` type : � , � ` type-orps : � et � ` type-hérit : � pour le type des

lasses ;

� � ` expr : (K; � )) a, � ` orps : (K; � )) a, � ` extension : (K; � )) a

et � ` héritage : (K; � )) a pour les expressions de lasse ;

� � ` a : � ) a pour les autres expressions.

Nous avons omis les règles de tradution des expressions du alul de base ar

elles sont laires. Ainsi, voii par exemple elle orrespondant à la redé�nition

d'une méthode :

� ` a : �(�)[L℄

A

K

) a

�; (� <# K); (x : �) ` a

0

: L(l)) a

0

� ` a:l

(

)

&(x : �)a

0

: �(�)[L℄

Anflg

K

) a:l

(

)

&(x : �)a

0
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(Classe-Vide)

� ` ; : (;; �(�)[;℄

;

;

)) �(x : �)[; : ;℄

;

;

(Héritage)

( : (K; �

0

! � )) 2 �

� ` a : �

0

1

) a � ` �

0

1

� �

0

� ` inherit (a) : (K; � )) (a)

(Méthode-Abstraite)

� ` extension : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

� ` (extension abstrat l : &(�)� ) :

(K

0

; �(�)[L; (l : � )℄

A[flg

K

)) a+ (l : &(�)� )

(Vue-Loale)

� ` extension : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

�; (k : �(�)[L℄) ` extension : (K

0

[ fkg; �(�)[L℄

A

K[fkg

)) hai

k

(Méthode)

�; (k : �(�)[L℄) ` orps : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

0

�; (k : �(�)[L℄); (� <# K); (x : �) ` a : L(l)) a

�; (k : �(�)[L℄) `

orps method l = &(x : �)a : (K

0

; �(�)[L℄

Anflg

K

)) a

0

:l

(

)

&(x : �)a

(Classe-Corps)

�; (k : �(�)[L℄) ` orps : (K; � )) a

�; (k : �(�)[L℄) ` objet orps end : (K; � )� ) a

(Classe-Contrainte)

�; (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

� ` type : �(�)[L

1

℄

A

K

1

L

1

� L K

1

� K A � domL

1

�; (k : �(�)[L℄) ` (expr : type) : (K n K

1

; �(�)[L

1

℄

A

K

)) a n (domL n domL

1

)

Fig. 5.8: Tradution des lasses
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(Classe-Privée)

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L

0

℄

A

K

)) a

0

�; (k); ( : (fkg; �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fkg

)) ` a : � ) a

� ` lass  [k℄(x : �

0

) = expr in a : � )

open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as 9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

g

)

hiding K

0

) as [k; ℄ in a

(Classe-Protégée)

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L

0

℄

A

K

)) a

0

�; (k); ( : (;; �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fkg

)) ` a : � ) a

� ` lass  [proteted k℄(x : �

0

) = expr in a : � )

open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as 9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

g

)

hiding K

0

) as [k; ℄ in a

(Classe-Publique)

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L

0

℄

A

K

)) a

0

�; (k

00

); (k

0

: �(�)[L

0

℄); ( : (;; �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

00

g

)) ` afk

0

=kg : � ) a

� ` lass  [publi k℄(x : �

0

) = expr in a : � )

�(k

0

: �(�)[L

0

℄)open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)ha

0

i

k

0

as 9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

0

g

) hiding K

0

) as [k

00

; ℄ in a

(New)

( : (K

0

; �

0

! �(�)[L℄

A

K

)) 2 �

� ` �(�)[L℄

A

K

� �(�)[L℄

KnK

0

� ` new  : �

0

! �(�)[L℄

KnK

0
) 

Fig. 5.9: Tradution des expressions faisant intervenir les lasses
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Corretion

Une expression typée dans un environnement � est traduite en une expres-

sion typable dans l'environnement � dé�ni omme l'environnement � où haque

liaison de lasse  : (K; � ) est remplaé par une liaison  : � . Nous avons prouvé

la orretion de ette tradution :

Théorème 29 (Corretion de la tradution) Si � ` a : � ) a, alors � `

a : � .

La preuve est faile. En e�et, la plupart des onstrutions du langage de lasse

ont une ontrepartie direte dans le langage de base.

Démonstration. Par indution sur les règles de tradution.

Nous montrons simultanément que si � ` expr : (K; � )) a alors � ` a : � ,

ainsi que les résultats similaires onernant les autres parties de la syntaxe des

lasses. Nous avons omis les as ne faisant intervenir que des onstrutions du

alul de base ar ils sont immédiats.

�

(Classe-Vide)

� ` ; : (;; �(�)[;℄

;

;

)) �(x : �)[; : ;℄

;

;

Clairement,

� � �

(Proto)

� ` �(x : �)[; : ;℄

;

;

: �(�)[;℄

;

;

�

( : (K; �

0

! � )) 2 �

� ` a : �

0

1

) a � ` �

0

1

� �

0

(Héritage)

� ` inherit (a) : (K; � )) (a)

Alors,

( : �

0

! � ) 2 �

(Var)

� `  : �

0

! �

� ` a : �

0

1

� ` �

0

1

� �

0

(Sub)

� ` a : �

0

(App)

� ` (a) : �

�

� ` extension : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

(Méthode-Abstraite)

� ` (extension abstrat l : &(�)� ) :

(K

0

; �(�)[L; (l : � )℄

A[flg

K

)) a + (l : &(�)� )

Alors,

� ` a : �(�)[L℄

A

K

(Extension)

� ` a+ (l : &(�)� ) : �(�)[L; (l : � )℄

A[flg

K

�

� ` extension : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

(Vue-Loale)

�; (k : �(�)[L℄) ` extension :

(K

0

[ fkg; �(�)[L℄

A

K[fkg

)) hai

k

On suppose � ` a : �(�)[L℄

A

K

. Alors, d'après le lemme 19,

�; (k : �(�)[L℄) ` a : �(�)[L℄

A

K
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D'où

�; (k : �(�)[L℄) ` a : �(�)[L℄

A

K

(k : �(�)[L℄) 2 (�; (k : �(�)[L℄))

(Vue-Capture)

�; (k : �(�)[L℄) ` hai

k

: �(�)[L℄

A

K[fkg

�

�; (k : �(�)[L℄) ` orps : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

0

�; (k : �(�)[L℄); (� <# K); (x : �) ` a : L(l)) a

(Méthode)

�; (k : �(�)[L℄) ` orps method l = &(x : �)a :

(K

0

; �(�)[L℄

Anflg

K

)) a

0

:l

(

)

&(x : �)a

Alors,

�; (k : �(�)[L℄) ` a

0

: �(�)[L℄

A

K

�; (k : �(�)[L℄); (� <# K); (x : �) ` a : L(l)

(Redéfinition)

�; (k : �(�)[L℄) ` a

0

:l

(

)

&(x : �)a : �(�)[L℄

Anflg

K

�

�; (k : �(�)[L℄) ` orps : (K; � )) a

(Classe-Corps)

�; (k : �(�)[L℄) ` objet orps end : (K; � )� ) a

Clair.

�

�; (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L℄

A

K

)) a

� ` type : �(�)[L

1

℄

A

K

1

L

1

� L

K

1

� K A � domL

1

(Classe-Contrainte)

�; (k : �(�)[L℄) ` (expr : type) :

(K n K

1

; �(�)[L

1

℄

A

K

)) a n (domL n domL

1

)

Alors, domL n domL

1

� domL n A et Lj

domLn(domLndomL

1

)

= L

1

. Par

onséquent,

�; (k : �(�)[L℄) ` a : �(�)[L℄

A

K

domL n domL

1

� domL n A

(Restrition)

�; (k : �(�)[L℄) ` a n (domL n domL

1

) : �(�)[L

1

℄

A

K

�

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L

0

℄

A

K

)) a

0

�; (k); ( : (fkg; �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fkg

)) ` a : � ) a

(Classe-Privée)

� ` lass  [k℄(x : �

0

) = expr in a : � )

open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as 9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

g

)

hiding K

0

) as [k; ℄ in a

On peut supposer

�

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` a

0

: �(�)[L

0

℄

A

K

�; (k); ( : �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fkg

) ` a : �
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D'où

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` a

0

: �(�)[L

0

℄

A

K

(Abs)

�; (k : �(�)[L℄) ` �(x : �

0

)a

0

: �

0

! �(�)[L

0

℄

A

K

On a K

0

� K. et don (K n K

0

[ fk

0

g)fK

0

=k

0

g = K. Soit �

0

= 9(k

0

)(�

0

!

�(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

g

). Alors,

�; (k : �(�)[L℄) ` �(x : �

0

)a

0

: �

0

! �(�)[L

0

℄

A

K

(Pak)

�; (k : �(�)[L℄) ` pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

: �

0

(Vue-Abs)

� ` �(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

: �

0

Finalement,

� ` �(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

: �

0

�; (k); ( : �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fkg

) ` a : �

(Open)

� ` open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

) as [k; ℄ in a : �

�

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L

0

℄

A

K

)) a

0

�; (k); ( : (;; �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fkg

)) ` a : � ) a

(Classe-Protégée)

� ` lass  [proteted k℄(x : �

0

) = expr in a : � )

open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as 9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

g

)

hiding K

0

) as [k; ℄ in a

La preuve est similaire à elle du as préédent.

� Règle Classe-Publique

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` expr : (K

0

; �(�)[L

0

℄

A

K

)) a

0

�; (k

00

); (k

0

: �(�)[L

0

℄); ( : (;; �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

00

g

)) ` afk

0

=kg : � ) a

� ` lass  [publi k℄(x : �

0

) = expr in a : � )

�(k

0

: �(�)[L

0

℄)open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)ha

0

i

k

0

as 9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

0

g

) hiding K

0

) as [k

00

; ℄ in a

On peut supposer

�

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` a

0

: �(�)[L

0

℄

A

K

�; (k

00

); (k

0

: �(�)[L

0

℄); ( : �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

00

g

) ` a : �

D'où

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` a : �(�)[L℄

A

K

(k : �(�)[L℄) 2 �; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄)

(Capture)

�; (x : �

0

); (k : �(�)[L℄) ` ha

0

i

k

: �(�)[L

0

℄

A

K[fkg

(Abs)

�; (k : �(�)[L℄) ` �(x : �

0

)ha

0

i

k

: �

0

! �(�)[L

0

℄

A

K[fkg
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On a K

0

� K. et don (K n K

0

[ fk

0

; k

0

g)fK

0

=k

0

g = K [ fk

0

g. Soit �

0

=

9(k

0

)(�

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

0

g

). Alors,

�; (k : �(�)[L℄) ` �(x : �

0

)ha

0

i

k

: �

0

! �(�)[L

0

℄

A

K[fkg

(Pak)

�; (k : �(�)[L℄) ` pak �(x : �

0

)ha

0

i

k

as �

0

hiding K

0

: �

0

(Vue-Abs)

� ` �(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)ha

0

i

k

as �

0

hiding K

0

: �

0

D'après le lemme 19,

�; (k

0

: �(�)[L

0

℄) ` �(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)ha

0

i

k

as �

0

hiding K

0

: �

0

D'où (règle Open) :

�; (k

0

: �(�)[L

0

℄) ` �(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

: �

0

�; (k

0

: �(�)[L

0

℄); (k

00

); ( : �

0

! �(�)[L

0

℄

A

KnK

0

[fk

0

;k

00

g

) ` a : �

�; (k

0

: �(�)[L

0

℄) ` open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

) as [k

00

; ℄ in a : �

Finalement,

�; (k

0

: �(�)[L

0

℄) ` open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

) as [k

00

; ℄ in a : �

(Vue-Abs)

� ` �(k

0

: �(�)[L

0

℄)open (�(k : �(�)[L℄)pak �(x : �

0

)a

0

as �

0

hiding K

0

) as [k

00

; ℄ in a : �

�

( : (K

0

; �

0

! �(�)[L℄

A

K

)) 2 �

� ` �(�)[L℄

A

K

� �(�)[L℄

KnK

0

(New)

� ` new  : �

0

! �(�)[L℄

KnK

0
) 

Alors,

( : �

0

! �(�)[L℄

A

K

) 2 �

(Var)

� `  : �

0

! �(�)[L℄

A

K

et

� ` �(�)[L℄

A

K

� �(�)[L℄

KnK

0

(Sub-Réfl)

� ` �

0

� �

0

(Sub-Flèhe)

� ` �

0

! �(�)[L℄

A

K

� �

0

! �(�)[L℄

KnK

0

D'où

� `  : �

0

! �(�)[L℄

A

K

� ` �

0

! �(�)[L℄

A

K

� �

0

! �(�)[L℄

KnK

0

(Sub)

� `  : �

0

! �(�)[L℄

KnK

0
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Exemple

Nous illustrons ette tradution sur la lasse omparable. C'est la même

lasse que elle de la setion 5.1.2, dont le sure syntaxique a été expansé.

lass omparable [proteted k℄(x0 : int) = objet

abstrat x : &(�)int

abstrat égale : &(�)�! bool

method x = &(moi : �)x0

method égale = &(moi : �)�(autre : �)moi:

k

x = autre:

k

x

end

La lasse est odée omme une fontion prenant un argument x0 et retournant

un objet. Cet objet est onstruit à partir de l'objet vide. Tout d'abord, les

méthodes de la lasse sont allouées (ela orrespond aux lauses abstrat).

Puis la vue k est apturée et les méthodes sont dé�nies. La vue est utilisée

par la méthode égale pour aéder aux autres méthodes de la lasse. La vue k

est rendue abstraite. La onstrution open rend �nalement la lasse et sa vue

aessible au reste du programme.

open

�(k : �(�)[x : int; égale : �! bool℄)

pak

�(x0 : int)

h�(s : �)[; : ;℄

;

;

+ (x : &(�)int)

+ (égale : &(�)�! bool)i

k

:x

(

)

&(s : �)x0

:égale

(

)

&(s : �)�(autre : �)s:

k

x = autre:

k

x

as 9(k

0

)int! �(�)[get_x : int; égale : �! bool℄

;

fk

0

g

hiding fkg

as [k; omparable℄ in : : :

5.3.3 Fontions amies

Une fontion amie est une fontion qui a un aès privilégié aux objets d'une

lasse. L'existene d'un tel aès privilégié est partiulièrement important si l'on

herhe à réduire l'interfae publique des lasses. En e�et, si par exemple deux

objets doivent interagir entre eux, les méthodes néessaires à ette interation

devraient autrement être publiques. Une tehnique usuelle permettant d'enoder

les fontions amies est d'utiliser une méthode repr qui retourne l'état interne

de l'objet [21℄. A�n que seules les fontions amies puissent aéder à et état, le

type de la méthode est ahé en utilisant un type existentiel. Cette tehnique

s'oppose à notre but, qui est de pouvoir masquer n'importe quelle méthode.

En e�et, si ette méthode est masquée dans une sous-lasse, la fontion amie

ne pourra pas manipuler les objets de ette sous-lasse. Une autre possibilité

est de plaer la lasse et la fontion amie dans un module n'exportant pas la

lasse mais seulement un onstruteur pour les objets de ette lasse [14℄. Il est

alors possible de aher n'importe quelle méthode de la lasse dans le type du

onstruteur en rendant e type partiellement abstrait. Cette méthode empêhe

ependant de réer des sous-lasses. Auune de es solutions n'est don tout à

fait satisfaisante. Nous allons montrer omment les vues publiques permettent

de dé�nir des fontions amies sans ette limitation.



CHAPITRE 5. UN CALCUL D'OBJETS AVEC DES VUES 132

La lasse  dé�nie i-dessous introduit une vue publique. Cette vue est utili-

sée par la fontion f pour aéder à la méthode x d'un objet possédant ette vue.

La vue est rendue abstraite et la méthode x est masquée par une signature. Il

est ependant toujours possible d'appliquer la fontion f à un objet de la lasse

, bien que elle-i ne montre auune méthode. De plus, la lasse  peut être

librement étendue par héritage et la fontion f peut être appliquée aux objets

des sous-lasses, aussi longtemps que la vue abstraite est héritée.

module M : sig

lass  [proteted k℄ : objet end

val f :  -> int

end = strut

lass  [publi k℄ (x0 : int) = objet

method x : int = x0

end

let f (v : Obj('a)[ | k ℄) = obj.[k℄x

end

Nous n'avons pas formalisé de système de module, mais nous donnons une tra-

dution possible de l'exemple dans le alul de base

1

.

La vue k est la vue publique de la lasse . Elle est introduite juste avant la

dé�nition de la struture. La lasse et la fontion sont ensuite dé�nies. Plut�t

que d'introduire une vue loale pour la lasse , la vue k est réutilisée. Le module

est représenté par un objet. Les valeurs de ses méthodes sont les omposants

de la struture, oerés vers leurs types dé�nitifs. La lasse doit être enveloppée

dans une fontion de oerion a�n de pouvoir masquer la méthode x.

open

�(k : �(�)[x : int℄)

pak

let  = �(x

0

: int)h�(s : �)[; : ;℄

;

;

+ (x : &(�)int)i

k

:x

(

)

&(s : �)x

0

in

let f = �(v : �(�)[;℄

fkg

)v:

k

x in

�(s' : �

0

)[; : ;℄

;

;

+ ( : &(�

0

)�(�)[;℄

;

fkg

):

(

)

&(s

0

: �

0

)�(x

1

: int)((x

1

) n x)

+ (f : &(�

0

)�(�)[;℄

fkg

! int):f

(

)

&(s

0

: �

0

)f

as 9(k

0

)�(�

0

)[ : �(�)[;℄

;

fk

0

g

; f : �(�)[;℄

fk

0

g

! int℄

;

;

hiding fkg

as [k; m℄ in : : :

5.4 À propos du typage

Le alul a été onçu de manière à rendre la véri�ation de type faile.

Nous pensons que les règles de typage pourraient être aisément adaptées

de manière à rendre la synthèse de type possible. On utiliserait pour ela des

variables de rangée d'une manière similaire à Objetive Caml. Le type d'un

objet serait alors omposé de deux rangées : une pour les méthodes et l'autre

pour les vues. Les règles de �ltrage ne seraient plus néessaires. En e�et, une

ontrainte � <# K signi�e qu'il n'est pas possible d'aéder aux méthodes d'un

1

Dans ette tradution, nous utilisons une onstrution let que nous n'avons pas formalisé

dans le langage.On peut la onsidérer simplementommedu sure syntaxique: let x = a

0

in a

est l'expression a dans laquelle les ourenes de x ont été remplaées par a

0

.
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objet de type � via son interfae prinipal, et que l'objet a les méthodes de K

et éventuellement d'autres méthodes. C'est exatement e qu'exprime un type

d'objet dont la liste des méthodes est vide, et dont les vues sont une rangée

extensible ontenant les vues K.

A�n de simpli�er le alul et les preuves de orretion, nous n'avons autorisé

que le sous-typage en largeur. L'ajout du sous-typage en profondeur ne devrait

ependant pas poser de di�ulté. Alors qu'à présent les variables de types ap-

paraissant à l'intérieur d'un type d'objet sont non-variantes (ni ovariantes, ni

ontravariantes), il serait alors orret d'étendre la dé�nition de la ovariane de

façon à e qu'une variable de type � apparaissant en position ovariante dans un

type d'objet si elle apparaît en position ovariante dans le type de haque mé-

thode de l'objet (la dé�nition de la ontravariane peut être étendue de manière

similaire).

5.5 Anomalie en présene d'héritage multiple

Alors que e alul peut être utilisé pour un langage à lasses ave héritage

simple, une anomalie rend problématique son utilisation pour un langage ave

héritage multiple. En e�et, l'abstration fournie par la quanti�ation existen-

tielle des vues lorsqu'une même vue est apturée deux fois par le même objet

peut être violée dans ertains as.

Considérons en e�et un objet possédant une vue k. Cette vue peut être

ahée du type de l'objet par une existentielle. On pourrait penser qu'il n'y a

plus auun moyen d'utiliser ette vue de l'objet depuis l'extérieur. En partiulier,

on s'attend à e que les méthodes qui ne sont aessibles que par ette vue ne

puissent pas être redé�nies. Cependant, si ette vue est toujours disponible

dans l'environnement, il est possible de l'ajouter de nouveau à l'objet. Cela va

modi�er le ditionnaire assoié à ette vue dans l'objet, et les méthodes peuvent

alors être modi�ées de nouveau.

Dans un langage ave héritage simple, la portée des vues peut être ontr�lée

de manière à éviter e problème. Par ontre, si une lasse peut hériter deux fois

d'une autre lasse, elle héritera des vues de ette lasse deux fois. Ainsi, si une

vue a été masquée sur seulement l'un des hemins d'héritage, elle sera enore

visible dans la lasse.

Il n'est pas du tout évident d'éviter e problème. Il faudrait ertainement

utiliser une sémantique omplètement di�érente. Le alul atuel fournit epen-

dant un point de départ pour la reherhe d'une telle sémantique, et il serait en

partiulier probablement possible de s'inspirer de ses règles de typage.

5.6 Conlusion

Ce hapitre montre que de bonnes propriétés de modularité peuvent être

obtenues sans perte d'expressivité dans un langage à objets, et qu'en partiulier

il est possible de masquer n'importe quelles méthodes même en présene de

méthodes binaires.

Les vues sont un ingrédient néessaire à la orretion de notre alul. Mais

nous avons présenté d'autres utilisations possibles des vues, en partiulier pour

dé�nir des fontions amies.
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Il n'est pas évident de modi�er le alul présenté ii a�n de l'utiliser omme

base d'un langage à objets ave héritage multiple. Nous espérons ependant que

ela soit possible, ar de nombreuses variantes du alul sont possibles.



Chapitre 6

Combiner modules et lasses

Introdution

Les lasses et les modules ont de nombreuses propriétés ommunes : ils o�rent

tous deux une forme d'abstration ; ils permettent de struturer le ode et fa-

ilitent sa réutilisation. À ause de e reouvrement de fontionnalités, il peut

don être parfois di�ile de faire un hoix entre les deux. Le problème se pose

en partiulier dans Objetive Caml où lasses et modules sont des ontrutions

omplètement indépendantes. Dans e hapitre, nous présentons les bases théo-

riques d'un langage ne omportant qu'une onstrution pouvant être utilisée

aussi bien omme lasse que omme module. Ce résultat est obtenu en iden-

ti�ant lasses et modules. Certains omposants des lasses orrespondent en

e�et à des omposants des modules : par exemple, le orps des lasses et les

strutures. D'autres omposants normalement propres aux lasses, omme les

méthodes, seraient simplement ajoutés au langage de module. La plupart de es

opérations sont des extensions simples du langage de module. Une extension

des systèmes de module existants, petite mais ependant plus signi�ative, est

également néessaire : de même que les types ML sont quanti�és impliitements,

les types des modules seraient impliitement quanti�és.

6.1 Les lasses dans Objetive ML

Le langage de lasse que nous allons onsidérer n'est pas tout à fait elui

présenté en setion 2.3 page 57. Il est en fait plus prohe de la formulation

donnée dans [28℄. Nous le dérivons don rapidement ii.

Une lasse simple est formée d'une struture ontenant des variables d'ins-

tane et des méthodes.

lass origin = strut val x = 0; method getx = &(y) x end

Cette lasse a une variable d'instane x initialisée à 0 et une méthode getx .

Quand ette méthode est appelée, la variable y est liée à l'objet auquel elle

appartient. Ii, et argument est en fait ignorée et la méthode retourne la valeur

de la variable d'instane. Le type de ette lasse est :

8(�) sig (h getx : int ; � i) val x : int ; method getx end

135
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Le type entre parenthèse donne la forme du type d'un objet de ette lasse. La

variable de rangée � peut être instaniée dans une sous-lasse, e qui permet

l'extension de la lasse ave de nouvelles méthodes. Le reste de la signature de

la lasse indique que elle-i a une variable x et que la méthode getx est dé�nie.

Une lasse peut-être dé�nie omme une fontion prenant un paramètre d'ini-

tialisation et retournant une valeur de lasse. Cela est montré dans la lasse

suivante :

lass genpoint = fun x

0

! strut val x = x

0

; method getx = &(y) x end

Le type de ette lasse est :

8(�) 8(�

0

)

�

�! sig (h getx : �; �

0

i) val x : �; method getx end

�

L'expression de lasse

�

genpoint 1

�

est alors une lasse dont la variable d'ins-

tane x a la valeur 1. L'opérateur new permet de réer un objet à partir d'une

lasse. Un objet ontient une opie des variables d'instane et des méthodes

de sa lasse, mais seules ses méthodes peuvent être aédées diretement. Cela

est re�été par son type. Par exemple,

�

new genpoint 1

�

est un objet de type

h getx : int i. La lasse genpoint pourrait être également appliquée à un �ottant

plut�t qu'à un entier : 'est une lasse polymorphe.

Les lasses peuvent être étendues par héritage. Le omposant inherit 

d'une struture permet d'inlure tous les omposants d'une lasse parente . La

lasse point i-dessous hérite la variable d'instane x et la méthode getx de son

père genpoint , et dé�nie une nouvelle méthode olor :

lass point = fun ( : string)!

strut inherit genpoint 1; method olor =  end

Le type de la lasse point, donné i-dessous, montre la variable d'instane

héritée et les deux méthodes :

8(�) string !

sig (h getx : int ; olor : string ; � i)

val x : int ; method getx ; method olor

end

6.2 Modules à la ML

Nous présentons maintenant le système de modules que nous omparerons

ave le langage de lasse de la setion préédente. Un module simple est omposé

d'une struture ontenant plusieurs omposants : dé�nitions de types, de valeurs

ou de sous-modules.

module intOrder =

strut type t = int ; val less (x : t) (y : t) = x < y end

Un omposant d'un module peut être aédé en utilisant la notation m:x : la

fontion intOrder :less ompare deux valeurs de type intOrder :t, e type étant

égal au type int .

Une signature de module liste le type de ses omposants.

sig type t = int ; val less : t! t! bool end
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Un module peut également être un fonteur, 'est-à-dire une fontion des mo-

dules dans les modules. Cette fontion peut être appliquée à n'importe quel

module qui se onforme à une ertaine interfae, et retourne un nouveau mo-

dule.

module listOrder =

funtor (ord : sig

type t; val less : t! t! bool

end)!

strut

type t = ord :t list; val less (l1 : t) (l2 : t) = : : :

end

La signature de e fonteur est

funtor (ord : sig

type t; val less : t! t! bool

end)!

sig

type t = ord:t list; val less : t! t! bool

end

Ce fonteur peut être appliqué au module préédent, produisant un module de

type :

sig type t = intOrder :t list; val less : t! t! bool end

Un module peut étendre un autre module (la onstrution open a le même

sens qu'en SML : les omposants du module ouvert sont liées dans le module

ourant).

module intOrder2 =

strut

open intOrder ;

val min x y = if less x y then x else y

end

Le module intOrder2 i-dessus ontient don les mêmes omposants que le mo-

dule intOrder , plus la valeur min.

6.3 Comparaison entre lasses et modules

Les deux setions préédentes ont présenté de petits langages de lasses et

de modules. Ces langages sont très similaires : ils utilisent tous deux des stru-

tures, qui peuvent être paramétrées. La �gure 6.1 fournit une omparaison de

la syntaxe des deux langages, mettant en valeur leurs similarités. Il y a bien

sûr un ertain nombre de di�érenes, que nous étudierons dans le reste de ette

setion.

Ainsi, dans le langage de lasse, les fontions prennent pour argument des

valeurs du langage de base. Par ontre, les fonteurs prennent en argument des

modules. Une autre di�érene est que ertains omposants des strutures des

lasses n'ont pas de orrespondane dans les modules, et vie versa. Les types
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Expressions de lasses et de modules

 ::= z m ::= p Aès à une valeur

j fun z !  j funtor (z : �)! m Abstration

j  e j m m Appliation

j strut b end j strut b end Struture

b ::= � j d; b b ::= � j d; b

Composants des strutures

d ::= inherit  d ::= open m Héritage / inlusion

j val x = e j val x = e Valeur

j method y = &(x) e Méthode

j type t = � Type

j module z = m Module

T ::= � j 8(�) T Shéma de type

� ::= � j 8(�) � Shéma de type de lasse

Types de lasses et de modules

� ::= � ! � � ::= funtor (z : �)! � Type fontionnel

j sig (� ) � end j sig � end Type de signature

� ::= � j  ; � � ::= � j  ; �

Composants des signatures

 ::= val x : �  ::= val x : T Valeur

j method m Méthode

j type t = � Type manifeste

j type t Type abstrait

j module z : � Module

Fig. 6.1: Comparaison entre un langage de lasse et un langage de module
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sont égalements di�érents. En e�et, les types des lasses peuvent être quanti-

�és et le type des omposants des lasses peut ontenir des variables libres. Au

ontraire, tous les types apparaissant dans un type de module doivent être los,

et les types de modules n'ont don pas besoin d'être quanti�és. Finalement, la

signature d'une lasse ontient un omposant distingué des autres, représentant

le type d'une instane de la lasse. Ces di�érenes ne sont ependant pas inom-

patible, omme nous allons le voir dans la suite de ette setion en les examinant

plus en détail.

Une abstration de lasse peut être odée omme un fonteur : l'expression

fun x! m serait traduite en l'expression

funtor (z : sig val x : � end)! m[z:x=x℄

Cela néessite ependant que le type � soit onnu, e qui n'est généralement

pas le as (notamment si le type de x est polymorphe). Nous reviendrons sur e

point plus tard dans ette setion.

Il paraît possible d'autoriser les strutures à ontenir aussi bien des ompo-

sants de modules que des omposants de lasse. L'héritage (inherit) et l'in-

lusion de module (open) peuvent être fusionnés en une même opération : en

e�et, elles inluent toutes deux tous les omposants d'une autre struture. Les

valeurs (val) ont également une sémantique ompatible.

La quanti�ation des types de lasse pose un problème plus sérieux. Il

est bien possible de oder la quanti�ation expliite dans un langage de mo-

dules [15℄ : 8(�) m peut être réérit en

funtor (z : sig type t end)! m[z:t=�℄

Cependant, pour supprimer la quanti�ation, la valeur du type t doit être fournie

expliitement. Cela ne s'intègre pas très bien ave un langage de base ave

polymorphisme impliite omme ML. Par exemple, la réation d'un objet de

la lasse genpoint (présenté dans la setion 6.1 page 135) devrait être érite de

manière bien peu onise :

genpoint

�

sig type t = int; val x = 1 end

�

Pour résoudre e problème, nous proposons d'autoriser la quanti�ation impli-

ite des types de module, en utilisant les règles suivantes pour l'introdution et

l'élimination de la quanti�ation :

A ` m : 8(�) �

A ` m : �[�=�℄

A ` m : � � 62 FV(A)

A ` m : 8(�) �

Il est alors intéressant de pouvoir ontr�ler la portée des variables de type en

les liant expliitement :

A;

�

var � = �

�

` m : �

A `

�

[�℄m

�

: �

Lors du typage de l'expression de module m, la variable de type � se retrouve

liée à un type � . Alors, les variables libres de � ne peuvent pas être générali-

sées dans m, ar elles apparaissent dans l'environnement. Ave ette extension,
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l'expression

�

fun x! m

�

peut être odée ainsi :

[�℄ funtor (z : sig val x : � end)! m[z:x=x℄

Les autres di�érenes entre les deux langages sont mineures. En partiulier,

le type des valeurs n'est pas généralisé dans les signatures des lasses, mais

seulement pare que e n'est pas utile.

6.4 Présentation du langage de modules étendu

Nous présentons maintenant le système de modules omplet. C'est une va-

riante de elui proposé par [18℄. Dans ette variante, les noms apparaissant dans

un programme ne sont pas annotés. Par ontre, les noms apparaissant dans un

type le sont a�n d'éviter des ambiguités. Nous laissons le langage de base pour

l'essentiel indéterminé.

6.4.1 Syntaxe

La syntaxe est présentée dans la �gure 6.2. Les variables z, t, x et y sont

des noms (de module, de type, de valeur et de omposant de module respeti-

vement). Les noms ne sont pas soumis à l'�-onversion. Les types sont notés à

l'aide de lettres greques. Les shémas de types sont notés par la lettre api-

tale orrespondant à la minusule du type assoié. Les tildes (~) au-dessus des

types syntaxiques (qui peuvent apparaître dans une expression) permettent de

les di�érenier des types enrihis (qui permettent de typer le langage).

Par rapport au système de module présenté par Xavier Leroy, un ertain

nombre d'additions ont été apportées à la syntaxe. Les types sont étendus ave

des types réursifs et des types d'objet. L'expression de module [�℄m introduit

une variable � dans l'expression de module m. Le omposant method y = &(x) e

permet de dé�nir une méthode ; lors de l'appel de ette méthode, son orps e

est évalué après avoir remplaé le nom x par l'objet auquel la méthode appar-

tient. Le omposent inherit m inlut les omposants de la struture m dans

la struture ourante. Les types de module sont quanti�és par des variables de

types. Une signature

�

sig (~� ) ~� end

�

est omposée d'une suite de types de om-

posants ~�, ainsi que d'un type ~� représentant le type d'une instane du module

(vu omme une lasse). En�n, le omposant de signature method y indique que

le module dé�nit une méthode y.

6.4.2 Règles de typage

Des types plus préis, présentés dans la �gure 6.3, sont néessaires pour le

typage : les noms peuvent en e�et être ambigus, et doivent don être annotés a�n

de lever ette ambiguïté. Un nom annoté est appelé un identi�ateur. Ces anno-

tations sont la seule di�érene entre les types syntaxiques déris préédemment

et les types de ette �gure. Les identi�ateurs sont soumis à l'�-onversion.

Cependant, seule l'annotation peut être renommée. Les types sont onsidérés

modulo renommage des identi�ateurs liés.

Un environnement est une séquene ontenant des types de omposant de

module et des liaisons d'une variable de type � à un type � . Un identi�ateur

ne peut pas être lié deux fois dans un environnement ('est-à-dire qu'un nom ne
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~p ::= z j ~p:z Chemin d'aès

e ::= x j ~p:x j new m Expression

j fun x! e j : : :

~

T ::= ~� j 8(�)

~

T Shéma de type

~� ::= t j ~p:t j � j ~� ! ~� Type de base

j �(�) ~� j h ~! i

~! ::= � j � j y : ~� ; ~! Type d'objet

m ::= ~p j strut b end Expression de module

j funtor (z :

~

�)! m

j m m j (m :

~

�) j [�℄m

b ::= � j d; b Corps de module

d ::= val x = e Composants de module

j method y = &(x) e

j module z = m

j type t = ~�

j inheritm

~

� ::=

~

� j 8(�)

~

� Shéma de type de module

~

� ::= funtor (z :

~

�)!

~

� Type de module

j sig (~� ) ~� end

~� ::= � j

~

 ; ~� Type de orps de module

~

 ::= val x :

~

T Type de omposant de module

j method y

j module z :

~

�

j type t j type t = ~�

Fig. 6.2: Syntaxe
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p ::= z

i

j p:z Chemin d'aès

T ::= � j 8(�) T Shéma de type

� ::= t

i

j p:t j � j � ! � Type de base

j �(�) � j h! i

! ::= � j � j y : � ; ! Type d'objet

� ::= � j 8(�) � Shéma de type de module

� ::= funtor (z

i

: �)! � Type de module

j sig (� ) � end

� ::= � j  ; � Type de orps de module

 ::= val x

i

: T j method y Type de omposant de module

j module z

i

: �

j type t

i

j type t

i

= �

Fig. 6.3: Types

peut pas être lié deux fois ave la même annotation, mais il est possible de lier

deux identi�ateurs de même nom s'ils ont des annotations distintes).

A ::= � j A;  j A;

�

var �

i

= �

�

La notation A(n) représente la liaison la plus à droite d'un identi�ateur

de nom n dans l'environnement A. Les variables libres d'un environnement A

et d'un type � sont notées respetivement FV(A) et FV(� ). L'opération A+ �

déharge le ontenu d'un orps de module � dans l'environnement A. Elle est

dé�nie par A+

�

 ; �

�

=

�

A;  

�

+� et A+ � = A. L'opération �+

A

�

0

fusionne

deux signatures de module � et �

0

. Elle est dé�nie par

�

sig (� ) � end

�

+

A

�

sig

(�

0

) �

0

end

�

= sig (�

0

) � + �

0

end quand A ` � � �

0

, où l'opération �+ �

0

est

dé�nie par

�

 ; �

�

+ �

0

=  ;

�

�+ �

0

�

et � + �

0

= �

0

.

Les règles de typage assoient des types de modules aux expressions de mo-

dules (A ` m : �). Elles utilisent une notion d'équivalene de types A ` T � T

0

et une relation de sous-typage entre shémas de types de modules A ` � <: �

0

.

Ces deux jugements sont standards (leur extension aux shémas de type ex-

epté). Ils sont dé�nis dans la �gure 6.4. La relation � est étendue aux types

de modules (A ` � � �

0

) omme étant la relation d'équivalene assoiée au

préordre <:. La tradution des types A `

~

T : T et A `

~

� : � est présentée en

�gure 6.5.

A�n de rendre les règles de typage plus lisibles, quelques hypothèses impli-

ites sont faites systématiquement : tout type apparaissant dans une règle de
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Chemins d'aès

�

module z

i

: �

�

2 A

A ` z

i

: �

A ` p :

�

sig (� ) � end

� �

module z

i

: �

�

2 �

A+ � ` � � �

0

A ` p:z : �

0

A ` p : 8(�) �

A ` p : �[�=�℄

Équivalene de type (les règles de ongruene, ré�exivité, symmétrie et

transitivité sont omises)

�

type t

i

= �

�

2 A

A ` t

i

� �

A ` p : sig (� ) � end

�

type t

i

= �

�

2 �

A ` p:t � �

Sous-typage de module

A ` �

1

� �

2

A ` �

1

<: �

2

A ` �

0

2

<: �

0

1

A;

�

module z

i

: �

0

2

�

` �

1

<: �

2

A ` funtor (z

i

: �

0

1

)! �

1

<: funtor (z

i

: �

0

2

)! �

2

A ` �

1

� �

2

8d

2

2 �

2

� 9d

1

2 �

1

�A+ �

1

` d

1

<: d

2

A ` (sig (�

1

) �

1

end) <: (sig (�

2

) �

2

end)

A ` T

1

<: T

2

A ` (val x

i

: T

1

) <: (val x

i

: T

2

)

A ` �

1

<: �

2

A ` (module z

i

: �

1

) <: (module z

i

: �

2

) A ` (method y) <: (method y)

A ` (type t

i

) <: (type t

i

) A ` (type t

i

= � ) <: (type t

i

)

A ` � � �

0

A ` (type t

i

= � ) <: (type t

i

= �

0

)

A ` t

i

� �

A ` (type t

i

) <: (type t

i

= � )

A ` �

1

[�=�℄ <: �

2

A ` 8(�) �

1

<: �

2

A ` �

1

<: �

2

� 62 FV(A)

A ` �

1

<: 8(�) �

2

A ` T

1

[�=�℄ <: T

2

A ` 8(�) T

1

<: T

2

A ` T

1

<: T

2

� 62 FV(A)

A ` T

1

<: 8(�) T

2

Équivalene des shémas de types de modules

A ` �

1

<: �

2

A ` �

2

<: �

1

A ` �

1

� �

2

Fig. 6.4: Relations d'équivalene et de sous-typage
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Types de base (les règles struturelles sont omises)

(Type-Name)

�

type t

i

[ = � ℄

�

2 A

A ` t : t

i

(Type-Projetion)

A ` ~p : sig (� ) � end

�

type t

i

= �

�

2 �

A ` ~p:t : �

(Type-Var)

A(�) = (var �

i

= � )

A ` � : �

(Type-Quant)

A;

�

var �

i

= �

0

�

`

~

T : T �

0

62 FV(A)

A ` 8(�)

~

T : 8(�

0

) T

Signature

(Sig-Empty)

A ` � : �

(Sig-Then)

A `

~

 :  A;  ` ~� : �

A `

�

~

 ; ~�

�

:

�

 ; �

�

(Sig-Value)

A `

~

T : T

A `

�

val x :

~

T

�

:

�

val x

i

= T

�

(Sig-Module)

A `

~

� : �

A `

�

module z :

~

�

�

:

�

module z

i

: �

�

(Sig-Manifest-Type)

A ` ~� : � FV(� ) = ;

A `

�

type t = ~�

�

:

�

type t

i

= �

�

(Sig-Abstrat-Type)

A `

�

type t

�

:

�

type t

i

�

(Sig-Method)

A `

�

method y

�

:

�

method y

�

(Signature)

A ` � : �

0

A ` � : �

0

A `

�

sig (� ) � end

�

:

�

sig (�

0

) �

0

end

�

(Sig-Funtor)

A `

~

�

0

: �

0

A;

�

module z

i

: �

0

�

`

~

� : �

A `

�

funtor (z :

~

�

0

)!

~

�

�

:

�

funtor (z : �

0

)! �

�

(Sig-Quant)

A;

�

var �

i

= �

0

�

`

~

� : � �

0

62 FV(A)

A ` 8(�)

~

� : 8(�

0

) �

Fig. 6.5: Tradution des types
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Bonne formation des types (A ` T type) (les règles struturelles sont

omises)

�

type t

i

[ = � ℄

�

2 A

A ` t

i

type

A ` p : sig (� ) � end

�

type t

i

= �

�

2 �

A ` p:t type

Bonne formation des types de modules (A ` � module type)

A ` � del

A ` T type A ` � del

A `

�

val x

i

= T ; �

�

del

A ` � del

A `

�

method y; �

�

del

A ` � type A;

�

type t

i

= �

�

` � del

A `

�

type t

i

= � ; �

�

del

A;

�

type t

i

�

` � del

A `

�

type t

i

; �

�

del

A ` � module type A;

�

module z

i

: �

�

` � del

A `

�

module z

i

: �; �

�

del

A ` � type A ` � del

Auun nom n'est lié plusieurs fois dans �

A `

�

sig (� ) � end

�

module type

A ` �

0

module type

A;

�

module z

i

: �

0

�

` � module type

A `

�

funtor (z

i

: �

0

)! �

�

module type

A ` � module type � 62 FV(A)

A ` 8(�) � module type

Fig. 6.6: Bonne formation des types
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(Variable)

A(z) =

�

module z

i

: �

�

A ` z : �=z

i

(Projetion)

A ` ~p :

�

sig (� ) � end

� �

module z

i

: �

�

2 �

A+ � ` � � �

0

A ` ~p:z : �

0

(Struture)

A ` b : �

A `

�

strut b end

�

: �

(Contrainte)

A ` m : �

0

A `

~

� : � A ` �

0

<: �

A ` (m :

~

�) : �

(Fonteur)

A `

~

�

0

: �

0

A;

�

module z

i

: �

0

�

` m : �

A `

�

funtor (z :

~

�

0

)! m

�

:

�

funtor (z

i

: �

0

)! �

�

(App)

A ` m :

�

funtor (z

i

: �

0

1

)! �

1

�

A ` m

0

: �

0

2

A ` �

0

2

<: �

0

1

A;

�

module z

i

: �

0

2

�

` �

1

� �

2

A `

�

m m

0

�

: �

2

(Sig-Vide)

A ` � : (sig (� ) � end)

(Sig-Comp)

A ` d :  A;  ` b : sig (� ) � end

A `

�

d; b

�

:

�

sig (� )  ; � end

�

(Valeur)

A ` e : T

A `

�

val x = e

�

:

�

val x

i

: T

�

(Module)

A ` m : �

A `

�

module z = m

�

:

�

module z

i

: �

�

(Type)

A ` ~� : � FV(� ) = ;

A `

�

type t = ~�

�

:

�

type t

i

= �

�

Fig. 6.7: Règles de typage : modules simples

typage est supposé bien formé ; les variables liées dans des types de modules

sont supposées disjointes des variables liées dans l'environnement. La bonne

formation des types est dé�nie dans la �gure 6.6 : tout onstruteur de type

apparaissant libre dans un type ou un type de module doit être lié dans l'en-

vironnement ; de plus, deux omposants de la même signature ne doivent pas

avoir le même nom.

La �gure 6.7 donne les règles de typage du langage de module sans extension.

Ce sont les règles de typage habituelles. Dans la règle Variable, le type du

module z est enrihi de manière à rendre apparent que ses omposants de type

viennent du module de nom z

i

, à l'aide de l'opérateur de renforement �=z

i

dérit dans la �gure 6.8. Dans la règle Projetion, le type � du module z

i

peut dépendre d'autres omposants de la struture �. Le type de ~p:z est par

onséquent un type �

0

équivalent à � mais ne dépendant pas de es omposants.

Les autres règles sont laires.
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(les règles struturelles sont omises)

(funtor (z

i

: �

0

)! �)=p �! funtor (z

i

: �

0

)! �=(p z

i

)

(sig (� ) � end)=p �! sig (� ) �=p end

(module z

i

: �)=p �! module z

i

: �=p:z

(type t

i

)=p �! type t

i

= p:t

(type t

i

= �

0

)=p �! type t

i

= p:t

Fig. 6.8: Renforement d'un type

(Inst)

A ` m : 8(�) �

A ` m : �[�=�℄

(Gen)

A ` m : � � 62 FV(A)

A ` m : 8(�) �

(Quant)

A;

�

var �

i

= �

�

` m : �

A `

�

[�℄m

�

: �

Fig. 6.9: Quanti�ation des types de modules

La �gure 6.9 rappelle les règles d'instaniation et de généralisation des types

de modules présentées préédemment en setion 6.3. Les règles Inst et Gen

sont la transposition direte aux types de modules des règles d'instaniation et

de généralisation des shémas de types. La règle Quant introduit la variable de

type syntaxique � dans l'environnement et empêhe ainsi la généralisation des

variables liées à ette variable lors du typage de l'expression de module m.

Les règles de typages des omposants de lasses sont donnés par la �gure 6.10.

La règle Inherit est essentiellement du sure syntaxique : 'est la règle Then-2

qui aomplie la fusion des deux signatures de modules. Une méthode est typée

omme une fontion (règle Method) ; le type de l'argument de ette fontion

(Then-2)

A ` d : � A+ � ` b : �

0

A `

�

d; b

�

:

�

�+

A

�

0

�

(Inherit)

A ` m : �

A `

�

inheritm

�

: �

(Method)

A `

�

fun x! e

�

: �

0

! � A ` �

0

� h y : � ; ! i

A `

�

method y = &(x) e

�

:

�

sig (�

0

) method y end

�

Fig. 6.10: Règles de typage des méthodes et de l'héritage
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est le type � , et le type de son résultat est le type de la méthode y dans � .

La règle de typage de l'opérateur new est semblable à elle d'Objetive ML.

Le type de l'objet new m est le type � , et toutes les méthodes de l'objet doivent

être dé�nies (prémisse de droite).

(New)

A ` m :

�

sig (� ) � end

�

A ` � � h y : �

y

i

(method y)2�

A `

�

new m

�

: �

6.4.3 Tradution de Objetive ML

Le langage présenté préédemment ontient tous les éléments syntaxique

d'Objetive ML, exepté les abstrations de lasses et les appliations de lasses.

Mais es derniers éléments peuvent être onsidérés omme du sure syntaxique

et dé�nis par tradution d'Objetive ML dans le langage que nous venons de

présenter. La tradution [[e℄℄ d'une expression e d'Objetive ML est dé�nie par

indution sur la syntaxe : les règles pour l'abstration et l'appliation de lasse

sont elles données i-dessous. Les autres règles sont évidentes.

[[fun x! ℄℄ =

[�℄ [�

0

℄

�

funtor (z : sig (�

0

) val x : � end)!

[[℄℄[z:x=x℄

�

[[ e℄℄ = [[℄℄

�

strut val x = [[e℄℄ end

�

6.5 Impat de l'extension

Cette extension est onservative. Elle préserve en partiulier l'expressivité

du système de modules. Nous onjeturons sa orretion. En e�et, l'ajout de la

quanti�ation du type des modules par des variables de type ne devrait modi�er

que loalement une preuve de orretion, sans introduire de di�ulté. Nous

n'avons pas entrepris de preuve ar la sémantique d'un système de modules est

ompliquée et l'importane de l'extension que nous proposons ne nous paraît

pas su�sante pour justi�er une longue preuve de orretion.

Ave ette extension, il est possible de rendre impliite la paramétrisation

des fonteurs par des types : il n'est plus néessaire de dé�nir un type abstrait

dans la signature de l'argument d'un fonteur pour paramétriser un module par

un type. Voii par exemple le type d'un fonteur dé�nissant des ensembles :

funtor

(ord : sig type u; val ompare : u! u! int end)!

sig

type t; val empty : t; val add : t! ord:u! t; : : :

end

Lors de l'appliation de e fonteur, aussi bien le type u des éléments de l'en-

semble que la fontion de omparaison ompare doivent être fournis. Par ontre,

ave notre extension, le type u n'est plus néessaire et le fonteur peut avoir le
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type suivant :

8(�)

�

funtor

(ord : sig val ompare : �! �! int end)!

sig

type � t; val empty : � t;

val add : � t! �! � t; : : :

end

�

Dans le type de e fonteur, le onstruteur de type t a un paramètre de type

qui est ontraint à être une variable expliitement quanti�ée �. Il est en e�et

néessaire de rendre expliite le fait que le type t dépende de la variable � :

supposons par exemple que les ensembles ont une fontion max retournant le

plus grand élément d'un ensemble ; dans le dernier type de module, le type

8(�) t! � ne serait pas orret, alors que le type 8(�) � t! � l'est.

Lors de l'appliation de e fonteur, seule la fontion de omparaison doit

être fournie ; le type des éléments de l'ensemble est inféré. Ce type peut même

être polymorphe, e qui ne serait pas possible sans extension. En e�et, si on

applique un fonteur du type préédent à une struture de type

sig val ompare : 8(�) �! �! int end

on obtient un module de type

8(�) sig

type � t; val empty : � t;

val add : � t! �! � t; : : :

end

Ce type est moralement équivalent à

sig

type � t; val empty : 8(�) � t;

val add : 8(�) � t! �! � t; : : :

end

(dans le sens que l'on peut passer d'une valeur ayant l'un de es types à une

valeur ayant l'autre de es types par l'appliation d'un fonteur qui est essen-

tiellement l'identité).

6.6 Typage des modules

Cette extension ne omplique pas signi�ativement le typage des modules. Le

prinipal hangement est la généralisation et l'instantiation du type des modules.

De plus, a�n d'éviter qu'un onstruteur de type puisse être uni�é ave une

variable de type liée en dehors de la portée de e onstruteur, un algorithme

d'uni�ation sous pré�xe doit être utilisé. Un tel algorithme est faile à mettre

en ÷uvre, et est en fait déjà utilisé dans Objetive Caml, qui permet de dé�nir

des omposants de modules dont le type n'est pas los.
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6.7 Fontionnalités impératives

A�n d'assurer la orretion du typage, le polymorphisme de valeurs [32℄

devrait a priori être appliqué également pour les expressions de modules, 'est-

à-dire que seules les expressions de modules qui sont syntaxiquement des valeurs

(hemins et fonteurs, mais ni strutures ni appliations de fonteurs) devraient

être généralisées

1

. En e�et, l'évaluation de es expressions ne peut pas produire

d'e�et de bord. Cette restrition résulte malheureusement dans notre as en une

perte importante d'expressivité. Ainsi, l'exemple des ensembles polymorphes de

la setion 6.5 page 148 n'est plus valide. Cela n'est pas un problème pour les

lasses ependant, ar les lasses sont habituellement des fonteurs.

Une manière de ontourner e problème est d'enrihir les types des modules,

a�n de distinguer les fonteurs qui s'évaluent sans e�et de bord des autres fon-

teurs. En e�et, il est orret de généraliser le type du résultat de l'appliation

d'un fonteur s'il ne produit pas d'e�et de bord.

6.8 Limitations

Bien que notre proposition permette de ombiner lasses et modules en une

seule onstrution, le problème de l'existene de deux styles de programma-

tion subsiste. Par exemple, on peut fournir un type abstrait et des fontions

manipulant des valeurs de e type :

module stak : sig type � t; : : : end = strut

type � t = � list;

val empty = [ ℄;

val push l x = x :: l;

val pop (x :: l) = (x; l);

: : :

end

ou bien dé�nir des méthodes fournissant les mêmes fontionnalités :

module stak = [�℄ strut

val impl = ([ ℄ : � list);

method push =

&(y) fun x! fhimpl = x :: implig;

method pop =

&(y) let (x :: l) = impl in (x; fhimpl = lig);

: : :

end

Dans e as très partiulier, il est en fait possible de dé�nir un unique module

1

La règle de sous-typage des modules orrespondant à la généralisation devrait également

être modi�ée.
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ompatible ave les deux styles de programmation :

module stak = [�

0

℄ strut

type � t = � list;

val empty = [ ℄;

val push x l = x :: l;

val pop (x :: l) = (x; l);

: : : ;

val impl = (empty : �

0

t);

method push =

&(y) fun x! fhimpl = push impl xig;

method pop =

&(y) let (x; l) = pop impl in (x; fhimpl = lig);

: : :

end

Mais pour haque fontion, une méthode orrespondante doit être érite, qui ne

fait qu'appeler la fontion.

Il serait intéressant de pouvoir érire n'importe quel module de manière à e

qu'il puisse être utilisé aussi bien omme une lasse que omme un vrai module,

sans avoir à érire de ode redondant. Comme premier pas en diretion de e

but, on peut remarquer qu'il serait possible de produire à partir de la lasse

stak un module fournissant les fontionnalités du premier module stak :

module stak' : sig type � t; : : : end = strut

type � t = � stak ;

val empty = new stak ;

val push s x = s#push x;

val pop s = s#pop;

: : :

end

Une telle onstrution peut être failement généralisée à toutes les dé�nitions

de lasse : un module peut être assoié à toute lasse ; e module exporte le

type des objets de la lasse (dans l'exemple i-dessus, � stak), une fontion

orrespondant au onstruteur d'objets (empty) et une fontion pour haque

méthode (push , pop, . . . ) qui appelle ette méthode.

En pratique, ependant, on serait plut�t intéressé par une onstrution per-

mettant de passer d'un module à une lasse. Il est en e�et ourant d'érire

une lasse fournissant une interfae à un type de donnée abstrait. Par exemple,

onsidérons l'implémentation des ensembles par des arbres équilibrés. Il paraît

naturel de dé�nir les arbres équilibrés à l'aide d'un type de données abstrait

et d'utiliser une lasse omme interfae. Mais il n'est pas du tout évident de

produire systématiquement une lasse à partir d'un module. En e�et, un mo-

dule peut dé�nir plusieurs types de données (par exemple, pour les ensembles,

il dé�nit le type des éléments et le type des ensembles), mais seulement l'un

de es types doit être hoisi omme type de l'état des objets de la lasse. Un

autre problème est que l'un des arguments des fontions doit être singularisé,

et il n'est pas toujours évident de savoir lequel, même si l'on peut souvent se

baser sur leurs types. Ainsi, une fontion telle que la di�érene entre deux en-

sembles prend deux arguments du même type. Le hoix entre l'un ou l'autre de
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es arguments est alors omplètement arbitraire. En�n, ette fontion néessite

de pouvoir aéder au ontenu d'un autre objet (qui devrait être privé).

6.9 Travaux apparentés

Reppy et Rieke avaient déjà proposé de oder des lasses dans des mo-

dules [29℄. Leur enodage utilise Objet ML, une extension de SML ave des

objets simples et du sous-typage, mais sans lasse. Il ne néessite pas d'autre

extension. Il manque par onséquent de onision. Par exemple, la fontion de

réation doit être expliitement dé�nie pour haque lasse ; ette fontion rée

un nouvel objet et remplit expliitement ses omposants. Du sure syntaxique

devrait être ajouté a�n de simpli�er le odage, mais la manière dont ela pour-

rait être réalisé n'est pas du tout laire. D'un autre �té, il devrait être possible

d'adapter notre proposition à Objet ML. Comme les lasses d'Objet ML ne

sont pas polymorphes, la quanti�ation par des types des modules ne serait pas

néessaire.

La quanti�ation par des types des expressions de modules a été également

suggérée par [16℄. Sa proposition di�ère de la n�tre en divers points. Nous illus-

trons ette di�érene sur un exemple :

strut

module z

1

= funtor (z

0

: sig type t; : : : end)!

strut : : : end;

typevar �;

type t

1

= �;

module z

2

= z

1

�

strut type t = t

1

; : : : end

�

end

Dans [16℄, les variables de types sont expliitement introduites, à l'aide d'une

nouvelle onstrution typevar. Une dé�nition de type dans la portée d'une va-

riable de type dépend impliitement de ette variable (qui peut don apparaître

dans la partie droite de la dé�nition de type, omme 'est le as ii pour le type

t

1

). Par onséquent, lorsqu'il est utilisé en dehors de la portée de la variable, le

onstruteur de type ainsi dé�ni prend un paramètre supplémentaire.

Cette proposition semble plus ou moins équivalente à la n�tre. Ainsi, l'exemple

préédent peut être adapté omme suit (le type t est rendu impliite, et le type

t

1

est paramétrisé expliitement) :

strut

module z

1

= [�℄ funtor (z

0

: sig : : : end)!

strut : : : end;

type � t

1

= �;

module z

2

= z

1

�

strut : : : end

�

end

Cependant, sa proposition semble plus di�ile à ombiner ave des fontionna-

lités impératives. Supposons par exemple que dans le dé�nition du module z

2

i-dessus la struture ontienne une dé�nition d'exeption exeption E of t.

Le type t de l'exeption ne doit pas être polymorphe. Mais omme les para-

mètres de types peuvent être impliites, ela ne peut pas être véri�é loalement,

et doit apparaitre d'une manière ou d'une autre dans la signature du module
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z

1

. En e�et, dans la dé�nition de e module, le type t est alors lié au type t

1

dont l'expansion est la variable de type �. Par onséquent, ette variable de

type ne devrait pas être généralisable. Au ontraire, ave notre proposition, la

dé�nition de l'exeption serait exeption E of �, et il su�rait d'interdire la

généralisation de la variable de type �.



Conlusion

La ontribution majeur de e travail est bien évidemment le développement

de la partie objets d'Objetive Caml. Ce langage est atuellement le seul langage

fontionnel possédant des objets à avoir dépassé le stade de prototype.

Sur un plan plus théorique, nous avons montré que la synthèse de type

était possible dans un langage à objets. Nous pensons également que e travail

apporte une meilleur ompréhension du typage des objets. En e�et, il démontre

notamment que un typage très expressif des objets peut être obtenu tout en

restant dans la adre de polymorphisme à la ML. Les variables de rangées sont

la lé de e résultat, bien qu'elles n'aient été introduites à l'origine qu'a�n de

permettre la synthèse de type.

Notre travail sur le masquage a posteriori des vues, bien qu'il n'ait pas pu

être utilisé pour Objetive Caml, ouvre ependant un vaste espae de reherhe.

Il montre qu'une meilleur modularité des lasses n'est pas inompatible ave

un système de type rihe. Par ailleurs, la notion de vues pourrait être réutiliser

dans d'autres situations où l'on a besoin de onsidérer un objet di�éremment

suivant le ontexte.

Il apparaît [4℄ que l'une des meilleurs façon de représenter des strutures

algébriques, omme des groupes ou des polyn�mes dans Objetive Caml est

d'utiliser simultanément des lasses (pour leur extensibilité) et des modules

(pour l'abstration). Par ailleurs, de nombreux travaux (notamment [10℄) ont

lieu atuellement sur les mixins, des modules extensibles. Il serait intéressant de

reonsidérer notre proposition de fusion des lasses et des modules au vu de es

résultats.
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