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Introduction

pratique aux rites obscurs, ou au mieux, comme un art. L’une des explications de ce

préjugé est la difficulté que 'on rencontre a réaliser un programme dénué d’erreurs.
Pour faire de la programmation une science a part entiére, on s’est donc attaché, depuis
quelques décennies, & développer des méthodes rigoureuses pour garantir ’absence d’erreurs
dans un programme.

Dans son acception la plus large, la notion d’erreur désigne les fameux «bugs» : un
programme contient une erreur si son comportement ne correspond pas exactement & ce qui
était attendu par son auteur. Pour garantir I’absence de telles erreurs, il faut donc d’abord
donner une description, ou spécification, du comportement souhaité, puis démontrer, de
facon mathématique, que le programme est conforme a celle-ci. L’écriture de la spécifica-
tion ne peut pas, en général, étre automatisée, puisqu’elle dépend de 1’objectif recherché.
Quant & la démonstration, elle contient essentiellement une explication du fonctionnement
du programme; elle peut donc étre trés complexe, et il est difficile de la faire écrire par
une machine. La preuve de programmes reste donc actuellement une activité essentiellement
humaine, méme si une preuve peut étre vérifiée par une machine.

Il existe une notion moins générale, mais cependant intéressante : [’erreur d’exécution. Un
programme contient une erreur d’exécution si, lorsque la machine exécute ce programme, elle
rencontre une instruction dénuée de sens : par exemple, additionner un entier et un booléen,
ou encore lire une donnée & une adresse inexistante. Il est intéressant de pouvoir garantir
I’absence de telles erreurs : a défaut d’étre certain que le programme calcule le résultat
souhaité, au moins a-t-on la garantie qu’il ne «plantera» pas. En considérant une classe
d’erreurs plus restreinte, nous avons donc affaibli la garantie obtenue ; mais en contrepartie,
nous pouvons maintenant espérer établir celle-ci de fagon automatique, grace au mécanisme
de typage.

I A PROGRAMMATION D’UN ORDINATEUR est souvent considérée, au pire, comme une

Typage — inférence de types

Ainsi, le typage est une forme simple de preuve de programmes. On y retrouve donc les
deux étapes mentionnées plus haut : spécification et démonstration.

La spécification d’un programme est ici son type. Par exemple, on peut attribuer a ’'opé-
ration élémentaire + le type int X int — int, indiquant ainsi qu’il s’agit d’une fonction a
deux arguments entiers et dont le résultat est entier. Ce type décrit en partie le comporte-
ment de la fonction +. En particulier, il permet de détecter ’erreur d’exécution provoquée
par le calcul de 3 + true, puisqu’on constate que la paire (3, true), de type int X bool,
n’est pas un argument acceptable pour la fonction +. Cependant, il ne s’agit 14 que d’une
spécification partielle, puisque d’autres fonctions, par exemple la fonction -, ont le méme
type. Si le programmeur confond + et -, ’erreur ne sera donc pas détectée par le typage; il
ne s’agit pas d’une erreur d’exécution.

La démonstration du fait qu’un programme donné admet un type donné se fait a ’aide
d’un jeu de regles de typage. Ces régles sont souvent dirigées par la syntaxe, c’est-a-dire qu’on
associe une régle a chacune des constructions autorisées par le langage de programmation.
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Par exemple, la régle associée a 'application de fonction aura typiquement la forme suivante :
fir—=1 e: T
fle): 7'

Cette régle indique que si I’expression e a le type 7 attendu par la fonction f, alors 'appli-
cation f(e) est légale — elle ne provoquera pas d’erreur d’exécution — et son type est le type
résultat de la fonction f, & savoir 7/. En combinant des instances des régles de typage, on
forme des dérivations de typage ; une dérivation dont la conclusion est e : 7 démontre que
le programme e admet le type 7.

La forme des types et des régles de typage varie d’'un systéme de types a autre. Ce-
pendant, tous partagent une propriété commune : la correction, c’est-a-dire la garantie que
si un programme admet un type — en d’autres termes, s’il est bien typé — alors il ne provo-
quera aucune erreur d’exécution. Cette propriété doit bien str étre énoncée formellement,
puis prouvée. Pour I’énoncer, on devra définir la notion d’exécution, en fournissant une
sémantique du langage de programmation considéré.

Notons, en passant, que le typage tel que nous l’avons défini est parfois qualifié de fort
et de statique. Le premier de ces qualificatifs se référe a la propriété de correction évoquée
ci-dessus. Si un systéme de typage n’est pas fort, il est donc tout simplement <«troué»,
puisqu’il ne remplit pas parfaitement sa mission de détection des erreurs. Le second s’oppose
au typage dit dynamique, ou les éventuelles erreurs sont détectées non pas a la compilation,
mais pendant I’exécution, lorsqu’elles se produisent. Cette technique est certes plus flexible,
mais beaucoup moins fiable, puisqu’on n’a plus la garantie d’éviter les erreurs d’exécution ;
tout au plus se traduiront-elles par un abrupt message d’erreur, plutét que par un véritable
«plantage ». Nous considérons donc que tout typage se doit d’étre fort et statique.

Enfin, nous avons mentionné, lorsque nous avons écarté la notion générale de preuve de
programmes pour nous intéresser au typage, que ’avantage de celui-ci est son éventuelle
automatisation. La plupart des systémes de typage sont en effet suffisamment simples pour
que la vérification du typage soit décidable. Cela signifie que si le programmeur fournit suffi-
samment d’indications sur le type des objets qu’il manipule, alors la machine est capable de
vérifier automatiquement que ces indications sont correctes, et que le programme admet bien
le type indiqué. Cette propriété parait relativement anodine ; pourtant, certains systémes
classiques, comme certaines variantes de F< [42], n’en disposent pas. Mieux, on peut souhai-
ter réaliser ['inférence de types, c’est-a-dire, étant donné un programme dénué d’annotations
de types, reconstituer automatiquement ces annotations. Ainsi, si le programme est bien
typé, la machine calculera son type. Dans les systémes de typage dotés de polymorphisme,
un programme donné peut admettre plusieurs types; I’algorithme d’inférence devra alors en
produire le plus général, c’est-a-dire celui qui fournit du programme la spécification la plus
précise. Le probléme de I'inférence de types peut étre difficile ; par exemple, dans le systéme
F [24], la vérification est décidable, mais pas l'inférence. Cependant, quand elle est possible,
celle-ci procure un confort indéniable, puisqu’elle permet au programmeur d’omettre toute
annotation de types, pour se concentrer sur la logique de son programme. Parmi les langages
a inférence utilisés en pratique, on trouve principalement la famille ML [13].

Dans cette thése, nous nous intéressons a un systéme de typage pour lequel l'inférence
de types est décidable. Nous rappelons ’algorithme d’inférence, et nous nous attachons
principalement & simplifier les types inférés, pour améliorer 'efficacité de 'algorithme et la
lisibilité de ses résultats. Ce systéme se caractérise en particulier par son emploi du sous-

typage.

Sous-typage

Nous avons constaté qu’un systéme de typage, pour avoir un intérét pratique, doit étre
décidable et correct. Or, il est bien connu que le probléme de déterminer si un programme
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contient une erreur est indécidable. Donc, les programmes bien typés ne sont pas les pro-
grammes corrects ; en d’autres termes, il existe nécessairement des programmes dénués d’er-
reurs et néanmoins mal typés.

Aucun systéme n’est donc parfait ; tous rejettent des programmes corrects, mais trop
complexes pour étre reconnus comme tels. C’est 14 une des raisons pour lesquelles il existe
de nombreux systémes : on essaie d’imaginer des systémes de plus en plus fins, de fagon a
imposer & 'utilisateur aussi peu de limitations que possible.

Parmi les diverses caractéristiques développées pour rendre les systémes de typage de
plus en plus expressifs, citons briévement le polymorphisme paramétrique, c’est-a-dire la
possibilité d’abstraire un type par rapport & une variable de types. Par exemple, on pourra
attribuer & la fonction identité A\z.x le schéma de types Ya.ao — «, ce qui signifie qu’elle a
a la fois les types int — int, bool — bool, etc. On peut donc lui passer un argument de
n’importe quel type. Ce trait est présent, sous une forme trés générale, dans le systéme F';
malheureusement, l'inférence de types n’y est pas décidable. Pour permettre 'inférence, le
langage ML se restreint donc au polymorphisme de premier ordre, ou le quantificateur V ne
peut apparaitre qu’en téte d’un type, et non a l'intérieur. C’est cette forme de polymorphisme
qui sera conservée dans le systéme présenté ici.

L’introduction du sous-typage, proposée indépendamment par divers auteurs, par exem-
ple Cardelli [12] et Mitchell [36], est une autre facon d’améliorer la finesse d’un systéme de
typage. On se donne une relation d’ordre sur les types, et on dit que 7 est un sous-type de
7" lorsque 7 < 7'. On ajoute alors au systéme une régle supplémentaire, qui a en général
I’aspect suivant :

Cette régle, appelée régle de sous-typage, indique que si une expression e a le type 7, alors elle
a a fortiori tous les types 7' dont 7 est un sous-type. En d’autres termes, cette régle permet
d’affaiblir le type d’une expression, en le remplacant par un type moins précis. Par exemple,
si on dispose des types de base int et float pour représenter les entiers et les flottants,
on peut poser int < float, c’est-ad-dire déclarer que int est un sous-type de float. La
régle de sous-typage permet alors de considérer toute expression de type int comme ayant
également le type float. Cela nous autorise & passer un entier en argument & toute fonction
attendant un flottant, sans devoir effectuer de conversion explicite : par exemple, si x est
entier, on pourra écrire log x au lieu de log (float_of_int x).

Par ailleurs, la relation int < float induit des relations sur les types composés. Par
exemple, une fonction capable de traiter un argument réel peut prétendre qu’elle n’accepte
que des entiers; et, au contraire, une fonction calculant un résultat entier peut prétendre
renvoyer un réel. Ainsi, on peut poser float — int < int — float. De fagon plus générale,
on aura 19 — 71 < 1) — 7 si et seulement si 7) < 79 et 71 < 7{. On remarque que le sens
de la relation est renversé en ce qui concerne Ty et 73 ; on dira que le constructeur — est
contravariant par rapport a son premier argument et covariant par rapport au second.

Jusqu’ici, la relation de sous-typage n’est non triviale que sur les types de base, et s’étend
ensuite de facon réguliére aux types composés. Dans ce cas, on parle parfois de sous-typage
atomique. L'inférence de types dans un tel systéme a été beaucoup étudiée [36, 29, 48, 21];
en particulier, on connait diverses bornes de complexité en fonction de la forme de la relation
de sous-typage considérée. Fuh et Mishra [22, 23] se sont intéressés au sous-typage atomique
en conjonction avec le polymorphisme a la ML, et a la simplification des typages obtenus.
Cependant, d’un point de vue pratique, se limiter a des relations entre types de base, comme
int < float, peut paraitre d’intérét relativement mineur. Si la notion de sous-typage a
connu un tel succés au cours des derniéres années, c’est principalement parce qu’elle semble
jouer un role central dans la définition de systémes de typage pour les langages orientés
objet.

Ces langages proposent une philosophie légérement différente des langages classiques. Au
lieu de manipuler des données, on manipule des objets. Un objet est simplement une entité
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capable de répondre & certains messages par une valeur. Tous les objets ne répondent pas
aux mémes messages ; en particulier, I’envoi d’un message provoque une erreur d’exécution
si l'objet ne sait pas y répondre. L’une des facons classiques de coder les objets consiste a
les représenter par de simples enregistrements (records en anglais) ou chaque champ corres-
pond & un message. Pour reprendre un exemple célébre, un objet « point » aura ainsi le type
{ x: int }, tandis qu’un objet «point coloré» aura le type { x: int; c: color }. Or,
I'une des bases de la programmation avec objets est ’idée que ’on peut manipuler unifor-
mément des objets de nature différente, pourvu qu’on leur envoie uniquement des messages
reconnus par tous. Par exemple, on voudrait pouvoir appliquer la fonction Ap.(p.x), qui en-
voie le message x & un point p, aux points comme aux points colorés. Dans un systéme a la
ML, il serait alors nécessaire que le domaine de cette fonction soit unifiable avec { x: int }
et avec { x: int; c: color 1}, ce qui n’est pas le cas. Le sous-typage fournit une solution
a ce probléme : on décréte que { x: int; c: color } est un sous-type de { x: int }. La
fonction Ap.(p.x) ale type { x: int } — int. Donc, son domaine est un supertype commun
a{ x: int }et & { x: int; c: color }, ce qui indique qu’elle peut étre appliquée aux
points comme aux points colorés. La relation de sous-typage permet ainsi « d’oublier » qu'un
objet accepte certains messages, et donc de le mélanger avec d’autres objets qui auraient
eu sans cela un type différent. On peut ainsi appliquer une méme fonction & ces objets,
ou encore les stocker au sein d’une structure hétérogéne. Cette flexibilité des systémes de
typage orientés objet est une forme de polymorphisme.

On notera que dans ce cas, la relation de sous-typage n’est plus atomique. Lorsque
le sous-typage était engendré uniquement par les relations entre types de base, si deux
types sans variables étaient dans la relation de sous-typage, alors ils avaient nécessairement
la méme structure; c’est-a-dire qu’il s’agissait de deux arbres ne différant que par leurs
feuilles. Or, ce n’est plus le cas ici, puisque nous avons maintenant { x: int; c: color } <
{ x: int }, ou l'arbre de gauche a deux branches et celui de droite une seule. D’un point
de vue théorique, il n’est d’ailleurs pas nécessaire d’introduire ces types enregistrement pour
définir une relation de sous-typage non atomique. Il suffit pour cela de doter ’ensemble des
types d’un plus petit élément L et d’un plus grand élément T. On a alors, par exemple,
1 < T — 1, et le sous-typage n’est pas atomique. Dans ces conditions, une contrainte de
la forme a < By — (1 ne nous autorise pas & affirmer que « peut s’écrire ay — a;, parce
que a peut également valoir L. Cela signifie qu’une contrainte de sous-typage ne peut plus
se décomposer en un ensemble de contraintes entre variables et types de base, comme dans
le cas atomique.

Ensuite, notons que le typage des objets exige typiquement le maniement de types récur-
sifs, & cause du mécanisme d’héritage, qui permet a une méthode de faire référence a 'objet
receveur du message a travers le mot-clef self. Par comparaison, dans le langage ML, toute
contrainte d’unification récursive est illégale. Les types récursifs doivent étre explicitement
déclarés et nommés. Par conséquent, pour permettre 'inférence, une étiquette d’enregistre-
ment donnée doit apparaitre dans au plus une définition de type. Or, cette restriction n’est
pas acceptable lorsqu’on programme en style orienté objet, puisqu’on souhaite précisément
que des objets de types différents acceptent des messages communs. Nous n’utiliserons donc
pas de types nommés, et nous accepterons les contraintes de sous-typage récursives. Notons
que par conséquent, aucune déclaration de types ne sera nécessaire de la part de l'utilisateur.

Ainsi, nous sommes conduits & étudier un systéme ou le sous-typage est non atomique,
et ol les contraintes de sous-typage sont éventuellement récursives. Différentes possibilités
se présentent quant au langage et au systéme de types utilisés; cependant, les algorithmes
d’inférence associés a ces différents choix reposent sur la méme idée directrice.

Inférence de types en présence de sous-typage

Comment effectuer l'inférence de types en présence de sous-typage? L’ensemble des
algorithmes d’inférence existants utilisent une approche commune, & base de contraintes. Le
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principe en est simple. D’ailleurs, ’algorithme d’inférence du langage ML peut lui-méme étre
considéré comme un cas particulier de cette méthode générale. Ainsi, plutot que de considérer
ces algorithmes comme entiérement nouveaux, on peut les voir comme des généralisations
d’un algorithme bien connu.

Voici ce principe, énoncé de fagon abstraite. (On ignore ici le traitement du polymor-
phisme introduit par les constructions let.) On associe d’abord & chaque nceud du pro-
gramme, c’est-a-dire & chacune de ses sous-expressions, une variable de types. Ensuite, de la
structure syntaxique du programme, on déduit une série de relations, ou contraintes, entre
ces variables. Si ’ensemble de contraintes obtenu admet une solution, alors le programme
est bien typé; dans le cas contraire, il est rejeté.

Dans le cas de ML, les contraintes manipulées sont des égalités entre types, et une
contrainte est engendrée & chaque noeud d’application de fonction. En effet, le type de Dar-
gument fourni & une fonction doit coincider avec le type du paramétre attendu. En d’autres
termes, si on considére application (ef* e5?)®, ol chaque sous-expression est annotée par
la variable de types associée, alors on a nécessairement «; = as — «. L’analyse du pro-
gramme engendre donc autant de contraintes que celui-ci contient d’applications. Reste &
déterminer si ces contraintes admettent une solution, ce que ’algorithme d’unification effec-
tue de fagon particuliérement efficace. De plus, cet algorithme calcule 'unificateur le plus
général, qui décrit ’ensemble des solutions ; les contraintes ne sont donc jamais manipulées
explicitement.

Lorsqu’on ajoute la régle de sous-typage, les choses se compliquent légérement. En effet,
lors d’une application de fonction, il n’est plus nécessaire que le type fourni coincide avec le
type attendu ; il suffit que le premier soit un sous-type du second. Par conséquent, I’applica-
tion (ef* e5?)® donne lieu a la contrainte a; < as — a. Il s’agit cette fois d’une contrainte
de sous-typage, au lieu d’'une contrainte d’égalité. L’analyse du programme engendre donc
une conjonction de telles contraintes, et il suffit de déterminer si celle-ci admet une solution
pour savoir si le programme est bien typé. Malheureusement — c’est 14 qu’est la principale
nouveauté — l'algorithme d’unification ne s’applique plus. On utilise un algorithme de ¢lé-
ture pour décider si les contraintes sont ou non solubles. Par ailleurs, celles-ci n’admettent
pas nécessairement de solution principale ; la seule facon connue de décrire ’ensemble des
solutions est donc de fournir ’ensemble de contraintes lui-méme. Ainsi, le schéma de types
principal associé au programme devra contenir, sous forme explicite, I’ensemble de contrain-
tes. On manipulera donc des schémas de la forme Va | C.7; un tel schéma indique que le
programme a le type 7, pourvu que les variables @ vérifient la conjonction de contraintes C.

Méme si nous n’avons parlé jusqu’ici que de typage et d’inférence de types, il est im-
portant de prendre conscience que les mémes algorithmes pourraient étre décrits en termes
d’interprétation abstraite. En effet, chaque application de fonction donnant naissance & une
contrainte, le graphe des contraintes n’est autre qu’une représentation approchée du flot
de données correspondant au programme. Par exemple, en ’absence de polymorphisme,
notre systéme serait équivalent & une 0-CFA, comme le font remarquer Palsberg, O’Keefe et
Smith [40, 41]. On peut également comparer notre inférence de types a une analyse abstraite
modulaire, comme la SBA [26, 20]. Dans les deux cas, le résultat de analyse est une descrip-
tion du comportement du programme sous forme d’un ensemble de contraintes. Le typage
se distingue traditionnellement de l'interprétation abstraite par une plus grande simplicité
et une moins grande finesse ; ici, du fait de la précision des systémes de typage considérés,
la distinction devient floue, et les deux points de vue sont possibles. Par ailleurs, notons que
le paralléle avec l'interprétation abstraite permet de comprendre de fagon imagée certaines
de nos simplifications : par exemple, le dépoussiérage consiste simplement & simuler 1’écou-
lement du flot de données & travers le graphe de contraintes, et & détruire toutes les arétes
— ou contraintes — inutilisées.

L’utilisation de contraintes est donc le point commun aux différents systémes d’infé-
rence en présence de sous-typage. Cependant, ces systémes différent en de nombreux points.
D’abord, le langage de programmation considéré peut varier. Ensuite, la syntaxe des con-
traintes, ainsi que la sémantique qui leur est attribuée, différent d’un systéme a 'autre. Les
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algorithmes de résolution et de simplification de contraintes, qui en dépendent directement,
seront donc largement différents.

Quel systéme choisir ?

Nous avons expliqué notre intérét pour l'inférence de types dans un systéme ou les
contraintes de sous-typage sont non atomiques et récursives. Une palette de choix assez
étendue s’offre & nous, dont voici quelques représentants notables.

Dans cette thése, nous choisissons de nous intéresser au A-calcul avec let, c’est-a-dire a
un noyau fonctionnel extrémement simple — le méme que celui utilisé par ML. En effet, la
notion de sous-typage n’est pas propre aux langages orientés objet ; il parait donc naturel
de I’étudier dans le cadre bien compris des langages fonctionnels, plutét que de devoir
choisir 'une des diverses propositions de calculs orientés objet. De plus, il est important
de ne pas écarter la notion de fonction, puisqu’elle exige de maitriser le phénoméne de
contravariance. Le systéme de types est réduit & sa plus simple expression : les types bruts
sont formés & ’aide des constructeurs L, T, et —. Ce systéme, bien que restreint, est d’une
complexité intrinséque non négligeable ; aussi, les résultats obtenus s’étendront aisément &
un systéme plus riche, muni par exemple de types de base, de types enregistrements et
variantes extensibles, de types références, etc. On pourra alors s’intéresser & nouveau a la
notion d’objet, soit & travers un codage, soit en appliquant nos techniques & un langage
muni d’objets primitifs. Le probléme de l'inférence de types pour ce systéme a été résolu
initialement par Eifrig, Smith et Trifonov [16], dans le but de lappliquer ensuite & des
langages orientés objet.

A Topposé, Abadi et Cardelli [1, 2] proposent ce que l’on pourrait considérer comme un
langage orienté objet canonique. Il s’agit d’un calcul extrémement simple, dans lequel la
notion d’objet est primitive. Abadi et Cardelli étudient successivement différents systémes,
de complexité croissante, pour ce langage. Tous disposent d’une régle de sous-typage qui
permet, comme attendu, « d’oublier » la présence de certaines méthodes, et qui est donc non
atomique. Le probléme de 'inférence de types, pour le plus puissant des systémes dits de
premier ordre, a été résolu par Palsberg [39], qui utilise un algorithme basé sur le méme
principe que celui d’Eifrig, Smith et Trifonov. Cependant, les deux systémes présentent
une différence fondamentale : tandis que le constructeur — présent chez Eifrig et al. est
contravariant par rapport & son premier argument et covariant par rapport au second,
les types objet d’Abadi et Cardelli sont invariants, c’est-a-dire qu’une relation de sous-
typage entre deux types objet entraine [’égalité de leurs composants communs. Comme
le montre Henglein [27], cette particularité permet d’améliorer l'efficacité de algorithme
d’inférence. Pour simuler de facon satisfaisante la notion de type de fonction, Abadi et
Cardelli introduisent des types universellement et existentiellement quantifiés; mais cela se
fait au détriment de 'inférence de types.

Aiken, Wimmers et Lakshman [6, 7] s’intéressent également au A-calcul avec let, mais
adoptent un systéme de types fort différent. Dans notre systéme, comme en ML, les types
bruts sont des termes, ordonnés par la relation de sous-typage. Aiken et al. se placent dans
le modéle idéal [35], c’est-a-dire que les types bruts sont des parties du modéle, ordonnées
par inclusion ensembliste. Dans les deux cas, l'inférence de types passe par un probléme de
résolution de contraintes ; cependant, dans le premier cas, les contraintes s’expriment dans
un formalisme dédié, tandis que dans le second, on est dans le cadre de la théorie générale
des contraintes ensemblistes. Il en résulte un systéme plus expressif, et plus complexe. La
simplicité de notre systéme nous permet de formaliser relativement aisément nos méthodes
de simplification, tandis que les algorithmes implémentés dans Illyria [3] restent non docu-
mentés. Quant & la perte d’expressivité, elle est en partie compensée par l'ajout de types
complexes & notre systéme. Le systéme d’Aiken et al. reste cependant plus fin ; par exemple,
il nous est actuellement impossible de typer les filtrages de fagon aussi précise que [7].

Felleisen et Flanagan [19, 20, 18] manipulent également des contraintes ensemblistes. Ici,
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il ne s’agit plus de typage, mais d’une analyse ensembliste (set-based analysis) ; cependant,
comme on I’a remarqué plus haut, cette distinction n’est pas toujours utile. Le systéme de
Felleisen et Flanagan présente plusieurs points communs avec le notre ; notre algorithme de
minimisation en est d’ailleurs inspiré. La principale différence réside probablement dans le
traitement des fonctions. En effet, dans notre systéme, le domaine d’une fonction est le type
de son argument formel, c’est-a-dire le type qu’elle est capable de traiter; c’est pourquoi
le constructeur — doit étre contravariant vis-a-vis de son premier argument. Chez Fellei-
sen et Flanagan, au contraire, le domaine d’une fonction représente son argument effectif,
c’est-a-dire les valeurs passées & cette fonction au cours du programme; c’est pourquoi le
destructeur dom est covariant. De plus, la sémantique des contraintes autorise ’application
de ce destructeur & des objets autres que des fonctions. La solubilité des contraintes n’im-
plique donc plus la correction des programmes ; un test supplémentaire sera nécessaire pour
garantir celle-ci. Ces deux particularités du destructeur dom modifient significativement la
théorie ; en particulier, chez Felleisen et Flanagan, tout ensemble de contraintes admet une
plus petite solution, et I'implication de contraintes est décidable.

Miiller, Niehren et Podelski [37] s’intéressent & I’analyse statique du langage Oz. L’en-
semble des valeurs possibles pour chaque variable du programme est approximé par un
ensemble de termes infinis. Encore une fois, ces ensembles sont reliés par des contraintes
d’inclusion, qu’il faut donc résoudre pour déterminer si le programme est bien typé. Pour
que le programme soit accepté, il faudra non seulement que les contraintes admettent une
solution, mais que celle-ci associe a chaque variable un ensemble non vide. Pour cette raison,
Miiller et al. interprétent les contraintes dans le modéle des ensembles de termes non vides.
Cette décision modifie les propriétés logiques du systéme — en particulier I'implication de
contraintes — qui gagne alors en simplicité. Ce systéme présente, en principe, des points
communs avec ceux mentionnés précédemment ; notons toutefois que tous les constructeurs
y sont covariants.

Enfin, si nous avons présenté le sous-typage comme un mécanisme permettant de typer les
langages orientés objet, signalons qu’il n’est pas la seule possibilité. En effet, il est possible
de traiter les objets au sein d’un langage classique comme ML, & condition d’enrichir le
systéme de types par des variables de rangée [45]. Cest la solution adoptée par le langage
Objective Caml [47]. Ces deux solutions ne sont d’ailleurs pas mutuellement exclusives ; nous
discutons, dans la section 14.5, de l'interaction entre variables de rangée et sous-typage.

Simplification

Les détails de ’algorithme d’inférence, pour le systéme qui nous intéresse, ont été donnés
initialement par Eifrig, Smith et Trifonov [16], approximativement & 1’époque du début
de cette thése. Cependant, 'algorithme était encore loin d’étre utilisable en pratique. En
effet, le nombre de contraintes engendrées est linéaire en la taille du programme, puisque
chaque application de fonction en crée une. (Il est méme exponentiel en théorie, puisque
la construction let permet de dupliquer I’ensemble des contraintes.) Or, l’algorithme de
cloture travaille en temps cubique; cela rend donc l'inférence de types trés lente. De plus,
les schémas de types inférés, qui contiennent, rappelons-le, I’ensemble de contraintes, sont
trés peu lisibles. Il devient donc difficile pour 'utilisateur d’utiliser le moteur d’inférence
comme une aide & la compréhension de son programme.

Il était donc nécessaire, pour améliorer efficacité et lisibilité, de développer des méthodes
de simplification de contraintes. Quelques méthodes existaient déja, mais seulement pour
des systémes sensiblement plus simples, comme celui de Fuh et Mishra [23], ou l'on peut
se contenter de manipuler des contraintes entre variables et types de base. Il fallait donc
mettre au point des algorithmes de simplification adaptés & notre systéme, plus complexe;
mais aussi, pour faciliter la définition et la preuve de ces algorithmes, donner de celui-ci une
formulation aussi simple et élégante que possible.

Dans sa forme actuelle, le systéme est fondé sur une relation de comparaison polymorphe
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entre schémas de types, notée <¥. La définition de cette relation fait appel & la séman-
tique des contraintes, c’est-a-dire qu’elle s’exprime en termes des solutions de ’ensemble de
contraintes apparaissant dans chacun des schémas. Cette relation apparait dans la régle de
sous-typage, que l'on pourrait écrire, de fagon simplifiée :

Elle joue donc, intuitivement, le méme role que la relation de sous-typage évoquée plus
haut, mais se situe au niveau des schémas de types, c’est-a-dire qu’elle tient compte des
quantificateurs universels apparaissant en téte de o et o'. Cette relation constitue la justi-
fication théorique de toutes nos méthodes de simplification : en effet, pour «simplifier» un
schéma de types o, il suffit de le remplacer par un schéma o' équivalent au sens de cette
relation, c’est-a-dire tel que o =" ¢'. Quels sont les critéres permettant d’affirmer que o’
est plus «simple» que o 7 Si le but recherché est la lisibilité, le critére sera probablement la
taille de la représentation textuelle de o’. Cependant, si le but recherché est Defficacité, la
représentation la plus succincte n’est pas forcément la plus aisée & manipuler. On cherchera
donc toujours & minimiser la taille de o', mais en respectant certains invariants utiles a nos
algorithmes. Il est donc important de séparer ces deux objectifs.

Une méthode de simplification est donc simplement un algorithme capable de transfor-
mer un schéma de types donné en un schéma équivalent. Nous présenterons trois méthodes,
lesquelles se composent naturellement pour donner une combinaison efficace et puissante.
La canonisation fait en sorte que chaque variable admette au plus une borne construite, en
introduisant des variables auxiliaires. Cette propriété est indispensable pour formuler ’algo-
rithme de minimisation ; de plus, on peut voir la canonisation comme une fagon d’augmenter
le partage de la structure entre termes. Le dépoussiérage (garbage collection en anglais) dé-
termine, par un calcul de point fixe, quelles contraintes ont réellement une incidence sur la
dénotation du schéma de types, et élimine toutes les autres. Enfin, la minimisation force
un partage maximal (ou presque) entre les nceuds du graphe de contraintes, par un procédé
semblable & la minimisation d’un automate fini.

Pour fonctionner de fagon optimale, ces algorithmes utilisent deux invariants. L invariant
des petits termes impose des restrictions assez importantes sur la forme des termes mani-
pulés. Intuitivement, il exige qu’a chaque nceud, dans un terme, soit associé une variable
de types. Ainsi, le partage entre nceuds se réduit simplement & l'identification de variables ;
on pourra établir un rapprochement avec la présentation sous forme de multi-équations des
problémes d’unification. L’nvariant de mono-polarité exige qu'une méme variable de types
ne soit pas utilisée a la fois pour représenter un parameétre et un résultat ; il a divers effets
bénéfiques, en théorie comme en pratique. Pour respecter chacun de ces deux invariants,
il suffit de modifier 1égérement la formulation des régles d’inférence, ce que nous ferons le
moment venu.

Par ailleurs, nous étudions la sémantique des contraintes, c’est-a-dire la fagon de dé-
cider diverses sortes de propositions logiques ayant trait aux solutions des ensembles de
contraintes. De cette étude ressortent trois algorithmes. Le premier permet de décider si
une conjonction de contraintes donnée admet une solution ; il sert & déterminer, une fois les
contraintes obtenues par analyse du programme, si celui-ci est bien typé. Le second tente
de décider 'implication de contraintes; le troisiéme, qui le généralise, de décider la relation
<¥. Toutefois, ces deux derniers sont incomplets. Ils ne sont pas utilisés en pratique; ils
servent, sur le papier, & prouver la correction des méthodes de simplification décrites ci-
dessus. Ainsi, nos méthodes de simplification construisent directement un schéma simplifié
équivalent au schéma original ; c’est un progrés trés important par rapport & ’approche qui
consiste & produire un schéma de fagon heuristique, et & utiliser I'un de ces deux algorithmes
pour déterminer s’il est équivalent au schéma initial. Notons néanmoins que le dernier al-
gorithme est utilisé pour comparer les schémas de types inférés aux signatures fournies par
I'utilisateur, dans le cadre du systéme de modules.
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Il est intéressant de remarquer que toute la partie de la théorie décrite ci-dessus, c’est-
a-dire ’ensemble du systéme de simplification de contraintes, découle uniquement de la sé-
mantique des contraintes, c’est-a-dire de leur interprétation dans I’ensemble des types bruts.
En particulier, elle est indépendante du langage et des régles de typage choisis. Elle est donc
immeédiatement applicable & d’autres langages, pourvu que la sémantique des contraintes
soit inchanggée.

Les aspects de notre théorie qui dépendent du langage sont donc simplement la définition
méme du langage, sa sémantique et ses régles de typage, accompagnées bien sir d’une
preuve de correction. Dans notre cas, cette derniére est relativement simple, & condition de
la formuler de facon appropriée — la puissance de la relation <V pose quelques problémes,
et nous serons amenés a introduire un jeu de régles de typage auxiliaires pour les résoudre.

La contribution de cette thése se situe donc principalement dans le domaine de la sim-
plification. L’algorithme initial [16] prouvait la décidabilité de 'inférence, mais n’était guére
utilisable en pratique. Nous proposons ici un systéme efficace et homogene, formé de plu-
sieurs algorithmes complémentaires, manipulant des données sous une forme adaptée. His-
toriquement, notre travail a été réalisé parallélement & celui de Trifonov et Smith ; aussi se
complétent-ils mutuellement. Certaines idées ont été proposées de fagon entiérement indé-
pendante, tandis que dans d’autres cas, I’'un des groupes s’appuyait sur les travaux de ’autre
pour les améliorer ensuite. Cette thése présente le systéme sous sa forme la plus aboutie,
en s’efforcant d’indiquer & qui sont dis les principaux concepts. En résumé, dans [43], nous
présentons [’élimination des contraintes inaccessibles, et introduisons la relation d’implica-
tion de contraintes, ainsi que son axiomatisation. Dans [49], Trifonov et Smith reformulent
le systéme de typage a ’aide du A-lifting, ce qui leur permet de généraliser ces deux notions,
obtenant ainsi le dépoussiérage et la relation de comparaison polymorphe entre schémas
de types. De plus, ils y présentent l'algorithme de canonisation. Enfin, dans cette thése,
nous introduisons ’algorithme de minimisation, et traitons un certain nombre de points qui
contribuent de fagon significative & ’obtention d’un systéme de simplification complet et
homogeéne. En particulier, nous améliorons l’efficacité de ’algorithme de canonisation en le
combinant avec une phase de dépoussiérage ; nous reformulons les régles d’inférence de fagon
a respecter l'invariant des petits termes et 'invariant de mono-polarité, et nous montrons
qu’efficacité et lisibilité sont des buts contradictoires.

Plan

La premiére partie de cette thése présente le systéme de typage étudié. Comme nous
I’avons indiqué plus haut, celui-ci est lui-méme formé de deux composants essentiellement
indépendants : un langage de contraintes et un langage de programmation, chacun étant
défini par sa syntaxe et sa sémantique. Le second est accompagné d’un jeu de régles de
typage, dont la formulation fait appel au premier.

Le langage de contraintes peut étre vu comme un systéme logique : il permet d’exprimer
des formules, lesquelles sont interprétées dans un modéle. Le modéle est ’ensemble des
types bruts, c’est-a-dire des types sans variables, auquel la relation de sous-typage confére
une structure de treillis. L’introduction de types avec variables, puis de contraintes entre
types et de schémas de types, permettra d’exprimer des formules concernant l’existence
d’une solution, 'implication de contraintes, ou la comparaison de deux schémas de types.

Une fois le langage de contraintes défini, vient ’exposé du systéme de typage & proprement
parler. Il comprend la définition du langage et de sa sémantique, la présentation des régles de
typage et de 'algorithme d’inférence de types, et la preuve de correction du typage vis-a-vis
de la sémantique.

La deuxiéme partie de cette thése contient l’essentiel de notre théorie. On y étudie
d’abord la décidabilité des trois problémes logiques mentionnés ci-dessus : solubilité de
contraintes, implication de contraintes et comparaison de schémas de types. Vient ensuite
la présentation de nos trois principales méthodes de simplification, & savoir dépoussiérage,
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canonisation et minimisation. Enfin, 'invariant des petits termes et 'invariant de mono-
polarité se voient chacun dédier un chapitre. Chacun de ces invariants est introduit au
moment le plus opportun, et est supposé en vigueur dans la suite de I’exposé, ce qui contribue
a simplifier celle-ci. On aurait parfois pu se passer de ces hypothéses simplificatrices, et
obtenir ainsi des énoncés légérement plus généraux ; mais cela aurait été au détriment de la
simplicité des preuves.

Enfin, la troisiéme partie examine le probléme sous un jour plus pratique. Elle passe
d’abord en revue un certain nombre d’extensions du systéme, écartées de la présentation
théorique par souci de simplicité, mais qui ne posent aucune difficulté particuliére. Elle
décrit ensuite la facon dont les acquis théoriques de la seconde partie conduisent & une
implémentation, et en mesure les performances. Enfin, un chapitre est consacré a I’examen
de plusieurs problémes résiduels, parmi lesquels le traitement des programmes impératifs et
un certain manque d’efficacité, et a ’esquisse de plusieurs solutions.



Premiére partie

Présentation du systéme
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Chapitre 1

Types bruts

de type brut est la plus simple et la plus essentielle. Il s’agit des arbres réguliers formés

a partir des constructeurs élémentaires 1, T et —. L’ensemble des types bruts est
muni d’un ordre partiel, appelé sous-typage, qui en fait un treillis. (Nous avons choisi le terme
de type brut plutdt que celui de type de base, car nous avons préféré réserver ce dernier aux
types de données élémentaires comme int, bool, etc.)

Pour les besoins de 'inférence de types, nous définirons plus tard la notion de type. Nous
y introduirons des wvariables de types, ainsi que deux constructeurs supplémentaires U et .
Les types seront manipulés de fagon formelle par 'intermédiaire de graphes de contraintes.
En termes logiques, les graphes de contraintes sont des formules, interprétées dans le modéle
des types bruts.

Le traitement du polymorphisme demandera ensuite I'introduction de schémas de types.
De fagon grossiére, un schéma de types peut étre interprété comme ’ensemble de ses ins-
tances, c’est-a-dire une partie de ’ensemble des types bruts. Un schéma de types est plus
général qu’un autre si I'interprétation du premier, dans ’ensemble des types bruts, est un
sur-ensemble de celle du second. Le treillis des types bruts constitue donc le fondement
logique de notre théorie.

Pour simplifier autant que possible notre théorie, nous réduisons le treillis des types
bruts a sa plus simple expression. Cela diminue la complexité apparente des énoncés et des
preuves, sans rien changer & leur principe. Un treillis de types bruts beaucoup plus riche est
décrit, de facon moins détaillée, au chapitre 14.

Nous définissons d’abord l’ensemble des types bruts (section 1.1), puis la relation de
sous-typage sur cet ensemble (section 1.2).

P ARMI LES DIVERSES FORMES DE TYPES INTRODUITES DANS CETTE THESE, la notion

1.1 Types bruts

Cette section définit les types bruts comme étant des arbres réguliers. Pourquoi choisir les
arbres réguliers, plutot que les arbres finis 7 En ML, par exemple, les types bruts sont finis.
Les contraintes d’unification récursives sont rejetées par le test d’occurrence (occur check en
anglais), et les types de données récursifs doivent étre explicitement déclarés par I'utilisateur.
Cependant, il serait facile (quoique pas nécessairement désirable d’un point de vue pratique)
d’étendre la théorie de ML au cas de types bruts réguliers. Pour ML, les deux choix sont donc
possibles. Dans notre cas, cependant, les contraintes d’unification sont remplacées par des
contraintes de sous-typage. Il devient donc possible pour une contrainte récursive d’avoir une
solution finie. Rejeter les contraintes n’ayant aucune solution finie devient alors plus difficile
et ne semble plus naturel. Par ailleurs, d’un point de vue pratique, il semble intéressant
de pouvoir inférer le type de programmes maniant des structures de données récursives,
sans exiger de déclarations de types explicites. Par exemple, cela est utile dans le cadre de
I'inférence de types pour des langages orientés objets.
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On peut également considérer ’autre extréme : pourquoi se limiter aux arbres réguliers,
et ne pas choisir des arbres infinis arbitraires? On vérifie en fait que 'utilisation de ces
derniers ne modifierait pas les propriétés logiques fondamentales de notre systéme. Plus
précisément, un graphe de contraintes admet une solution réguliére si et seulement si il
admet une solution (éventuellement irréguliére). Mieux, toute assertion d’implication de
contraintes a la méme valeur booléenne dans les deux modéles. La démonstration de ces
faits dépasse le cadre de cette thése; elle est cependant relativement simple, et utilise des
propriétés topologiques similaires & celles que I’on trouve dans la section 2.6.1. Pour conclure,
il semble que la restriction aux arbres réguliers n’entraine aucune perte de puissance, tout
en procurant un gain de simplicité.

Définition 1.1 Soit ¥ la signature brute constituée de L et T avec l'arité O et de — avec
Uarité 2. Un chemin p est une suite finie de 0 et de 1, c’est-a-dire un élément de {0,1}*.
Le chemin vide est noté e. La longueur d’un chemin p est notée |p|. Sa parité =(p) est le
nombre de 0 qu’il contient, modulo 2. Un arbre brut 7 est une fonction partielle des chemins
vers Xy, de domaine non vide et clos par préfive, telle que 7(p0) et T(pl) sont définis ssi
7(p) = —. L’ensemble des arbres bruts est noté To,. Etant donné p € dom(r), le sous-arbre
de 7 de racine p est l'arbre g — 7(pq). Un arbre est fini ssi son domaine est fini. Un arbre
est régulier ssi il a un nombre fini de sous-arbres. Un type brut est un arbre brut régulier.
L’ensemble des types bruts est noté T.

Les arbres réguliers peuvent étre représentés de facon finie par des automates d’arbres.
Cette équivalence sera utilisée dans la définition formelle des opérations U et 11 sur les types
bruts.

Définition 1.2 Un automate de termes sur Xy, est un quadruplet A = (Q, qo,9,1), ou
— @ est un ensemble fini d’états,
- qo € () est I’état initial,
- 0:Q x{0,1} = @ est une fonction de transition (partielle),
- 1:Q — Xy est une fonction d’étiquetage,
tel que pour tout état q € Q) et pour tout i € {0, 1},A6(q,i) est défini ssil(q) = —.
0 s’étend naturellement a une fonction partielle 6 : Q@ x {0,1}* — Q. Le terme T4 associé

~

a lautomate A est p — 1(6(qo,p))-
Proposition 1.1 Un arbre T est régulier ssi il existe un automate A tel que T = 74.

Démonstration. En établissant un isomorphisme entre les états de A et les sous-arbres de
TA. O

Du point de vue de I’écriture, il est peu agréable de devoir considérer les types comme
des arbres, ou comme des automates ; nous introduisons donc quelques notations usuelles a
propos des types.

Définition 1.3 Soit L (resp. T) Uarbre T tel que dom(r) = {e} et 7(e) = L (resp. T).
Si 1o et 11 sont des arbres, 1o — 11 est Uarbre T défini par 7(e) = —, 7(0p) = 10(p) et
7(1p) = 1a(p).

1.2 Sous-typage brut

Nous avons défini ’ensemble des types bruts. Nous allons & présent le munir d’un ordre
partiel, appelé sous-typage, et montrer que cela en fait un treillis. Techniquement, il existe
plusieurs fagons équivalentes de définir le sous-typage sur les arbres réguliers : par approxi-
mations finies, par co-induction ou, comme ici, par quantification sur les chemins. Chacun
de ces choix donne la méme relation d’ordre, caractérisée par la proposition 1.2. De méme,



1.2. SOUS-TYPAGE BRUT 23

la définition technique des opérateurs Ll et M est peu intéressante; leur comportement est
caractérisé par la proposition 1.5.
Définissons d’abord le sous-typage.

Définition 1.4 On munit Xy d’une relation d’ordre en posant L <, — <p T. Cela en fait
un treillis ; ses opérateurs de borne supérieure et de borne inférieure sont notés Uy, et MMy,
respectivement. De plus, on notera < pour <, et <} pour la relation inverse.

Etant donnés deux types bruts T et 7', on dit que T est un sous-type de 7', et l'on écrit
<7, ssi

Vp € dom(r) Ndom(7') 7(p) <f P 7'(p)
Comme mentionné plus haut, on se fera une meilleure idée du sous-typage grace a la
caractérisation suivante. Elle indique que L est le plus petit élément, T le plus grand, et

que le sous-typage se propage structurellement le long du constructeur —. Bien stir, celui-ci
est contravariant sur son domaine et covariant sur son codomaine.

Proposition 1.2 L’assertion T < 7' est vérifiée ssi au moins l'une des assertions suivantes
est vraie :

-T=41;
=T
- 3ronryr, T=10—>T, T =7 =71, 7 <10 et < 7.

Démonstration. Supposons d’abord que 7 =19 — 7 et 7' = 7§ — 7{. Alors 7 < 7' est, par
définition, équivalent &

Vp € dom(7) Ndom(7') 7(p) Sz(p) 7' (p)
Cela peut étre écrit
Vi € {0,1} Vq € dom(r;) Ndom(7}) 7(iq) Sg(m 7' (iq)
Puisque 7(iq) = 7i(q) et 7'(iq) = 7/(q), cela est équivalent & 7§ < 79 A7y < 7 (choisir
successivement i = 0 et 4 = 1).
En ce qui concerne le cas général, supposons donnés 7 et 7'. Le couple (7(€), 7' (€)) peut

prendre 9 valeurs différentes. Sur ces 9 cas, 4 sont des cas ot 7 < 7’ est faux, 4 sont des cas
ou 7= L ou7 =T, et le dernier est celui que nous avons traité ci-dessus. O

Voici maintenant une autre caractérisation du sous-typage, basée sur une suite d’ap-
proximations finies, qui nous sera utile dans plusieurs preuves.

Définition 1.5 Soit <g la relation binaire uniformément vraie sur les types bruts. Pour
k> 1, on définit <y par

~Sit=T19 =T etT =15 =7, alors T <p 7' ssi Ty <p_1 70 et T <1 7y.

- Sinon, T <y 7' ssi 7(e) <p 7'(€).

On vérifie aisément que (<p)r>o est une suite décroissante de pré-ordres. En fait, son
intersection est précisément <, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.3 7 < 7' est équivalent a
VE>0 1< 7

Pour cette raison, la relation < sera parfois notée <.
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Démonstration. Nous allons prouver, par induction, que pour tout & > 0, 7 < 7' est
équivalent a

Vp € dom(r) Ndom(7") |p| <k = 7(p) Sg(p) 7 (p)

ou | p| est la longueur du chemin p. Cela est immédiat pour k& = 0. Supposons que le résultat
soit vérifié au rang k — 1, ot k£ > 1. Distinguons deux cas.

Supposons d’abord 7 = 19 = T et 7' = 7§ — 7. Alors 7 < 7' est équivalent a
7y <k—1 To et 71 <p—1 7{. Par hypothése d’induction, la premiére de ces assertions est
équivalente a

Vg € dom(7)) Ndom(re) |q|<k—1= 74(q) <I'? 70(q)
La seconde peut étre réécrite de fagon similaire, et nous pouvons les recombiner pour former
Vi€ {0,1} Vg€ dom(r;) Ndom(r!) |ig| <k = 7(iq) <" 7'(iq)

qui est équivalente a notre but.
Dans le cas contraire, 7 <j 7' est, par définition, équivalent & 7(¢) <, 7'(¢). Par ailleurs,
dom(7) ou dom(7') est égal & {€}, donc le but est également équivalent a 7(e) <p 7'(€).
L’induction est terminée. De ce résultat, il découle clairement que l'intersection de (<
)k>0 coincide avec la relation de sous-typage. a

Nous pouvons & présent établir une propriété fondamentale de la relation de sous-typage :

Proposition 1.4 L’ensemble T des types bruts, muni de la relation de sous-typage, est
un treillis. Ses opérateurs de borne supérieure et de borne inférieure sont notés Ll et M,
respectivement.

Démonstration. D’abord, montrons que < est un ordre, ce que nous n’avons pas encore
fait. < est l'intersection de (<p)r>0, qui est une suite de pré-ordres, donc est un pré-ordre.
Pour montrer que cette relation est antisymétrique, supposons 7 < 7/ < 7. Cela se traduit
par ¥p € dom(7) Ndom(7') 7(p) = 7'(p), i.e. T et 7' coincident sur 'intersection de leurs
domaines. Montrons que leurs domaines coincident. Supposons que dom(r) \ dom(7") soit
non vide (autre cas étant symétrique). Nous pouvons en isoler un élément p de longueur
minimale. Puisque € € dom(7'), nous avons |p| > 0 et nous pouvons écrire p = gi ou i €
{0,1}. Parce que dom(7) est clos par préfixe, ¢ lui appartient nécessairement ; et puisque p
est minimal, nécessairement g € dom(7'). Il en découle que 7(q) = 7'(q). Rappelons a présent
que tout arbre o doit satisfaire la propriété suivante : pour tout chemin r, o(r0) et o(rl)
sont définis ssi o(r) = —. Puisque 7(¢i) est défini, il s’ensuit que — = 7(¢) = 7'(¢) donc
7'(qi) = 7'(p) est également défini. Nous avons obtenu une contradiction avec p ¢ dom(7’).
Ainsi, dom(7) = dom(7'), et 7 = 7'. < est antisymétrique, et est donc un ordre partiel.

Nous allons & présent donner une définition explicite de Ll et M, puis prouver qu’il s’agit
bien des opérateurs de borne supérieure et de borne inférieure. Il serait agréable de définir ces
opérateurs a ’aide de quelques équations intuitives, mais celles-ci seraient alors récursives
et ne constitueraient donc pas une définition acceptable. Une autre possibilité serait de les
définir & l'aide d’une suite d’approximations finies, mais il faudrait alors prouver que la
limite de la suite est un arbre régulier. La solution la plus simple semble étre, étant donnés
deux arbres réguliers 7 et 72, de construire 7; LTy et 71 M7 en tant qu’automates de termes.

Pour j € {1,2}, soit 7; l'arbre régulier défini par 'automate A; = (Qj,q?,(s]',lj). On
peut supposer — quitte & les ajouter si nécessaire — que A; contient un état d’étiquette T
et un autre d’étiquette L ; par abus de langage, nous les noterons respectivement T et L.
Introduisons quelques notations. U™ signifiera LI quand n est pair et M quand n est impair.
On adopte une convention similaire en ce qui concerne L. Soit @ = {U,MN} x @1 X Q».
Considérons un état ¢ € @, de la forme (U™, ¢1,¢g2). Son étiquette [(q) est donnée par
l1(g1) U} I2(g2)- Les transitions provenant de 1’état ¢ sont définies par :
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- Sil(q) = =, alors d(q, i) = (U" T 81 (qu,4), 02(q2,i)) pour i € {0,1}. Ici, &;(q;,7) est
indéfini quand 1;(g;) # — ; il faudra alors lire L quand n + 1 + i est pair et T quand
il est impair.

— Sinon, (g, i) est indéfini pour ¢ € {0,1}.

Pour s € {U,M}, on pose ¢§ = (s,4¢?,¢3). Nous pouvons finalement définir 7957 comme
étant ’arbre régulier associé a 'automate A* = (@, ¢§,0,1).

Nous devons maintenant vérifier que LI et I sont bien les opérateurs de borne supérieure
et de borne inférieure pour la relation <.

D’abord, montrons que 7 U 75 est un majorant de 7; (j € {1,2}). Soit p € dom(m U
72) N dom(7;). Puisque p € dom(m U ), on a l(q) & {L, T} pour tout état ¢ = d(gg,r)
associé a un préfixe strict r de p. D’aprés la définition de I(¢) pour un tel ¢, et sachant que
p € dom(7;), on obtient que le (1 + j)*™¢ composant de I’état §(gg', p) est Sj (q?,p). D’apreés
la définition de la fonction d’étiquetage [, I'étiquette de cet état, qui est (11 U 72)(p), est
supérieure & lj(sj(q?,p)), qui est 7;(p). Nous avons donc montré que

¥p € dom(m U ) Ndom(ry) 75(p) <;® (m Um)(p)

ce qui signifie, par définition, 7; < 7 U 75.
Réciproquement, soit 7 un majorant de 7, et de 7». Nous avons

Vi e{l,2} Vpedom(r)ndom(r;) 7;(p) Sg(p) (p)

Considérons un chemin p € dom(7) N dom(m U 7). Soit j € {1,2}. Si p € dom(r;), alors

7;(p) §g(p) 7(p) d’aprés P’assertion ci-dessus. Sinon, il est facile de vérifier que l’étiquette du

)

(1 + 7)®m® composant de I'état S(q('j',p) est le plus petit élément de ’ordre Sg(p . Dans les

éme composant est inférieure (pour Sg(p )) a 7(p). Puisque
cela est vrai pour tout j € {1,2}, 'étiquette l(g(q('j',p) = (11 U m2)(p), qui est la borne
supérieure de ces deux étiquettes, est également inférieure a 7(p). Puisque cela est vrai pour
tout p € dom(7) Ndom(7; U 72), nous avons démontré que 7 U7y < 7.

La conjonction des deux paragraphes précédents montre que Ll est I’'opérateur de borne

supérieure pour l'ordre <. De méme, on vérifie que M est ’opérateur de borne inférieure. O

deux cas, ’étiquette de ce (1 + j)

Comme dans tout treillis, LI et M sont associatives et commutatives. De plus, nous pou-
vons les caractériser & ’aide des quelques équations suivantes. Les quatre premiéres défi-
nissent le comportement de T et de L, tandis que les deux derniéres indiquent que LI et
sont, distributives sur —.

Proposition 1.5 Les équations suivantes sont des identités :

lur=r7 1lnr=_1

TUT=T TMNT=1
(m—omn)U( =>m)=@NTm) = (Ut
(=m0 =) =(mUr) = ()

Démonstration. La preuve ne pose pas de difficultés, en revenant & la définition de L et M
en tant que produits d’automates de termes (voir la preuve de la proposition 1.4). O

Enfin, la proposition suivante, d’intérét principalement technique, indique que U et
ont également un bon comportement vis-a-vis de <j.

Proposition 1.6 Soit k € NT. Pour tous types bruts 9, 7 et T, l'on a

To <k TATL <k 7 << 70U < T
T<pTNT<p71 << 7T, T0lT1
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Démonstration. Considérons la premiére ligne (la seconde étant symétrique). En ce qui
concerne le sens direct, nous avons déja prouvé le cas k = oo dans le cadre de la proposi-
tion 1.4 ; pour un k arbitraire, la démonstration est essentiellement identique (il suffit de ne
considérer que les chemins de longueur strictement inférieure & k). En ce qui concerne la
réciproque, le résultat est immédiat, puisque < est plus fine que <j. O



Chapitre 2
Types

YANT INTRODUIT LES TYPES BRUTS, qui constituent le modéle logique de notre

systéme, il nous faut & présent définir les types, qui seront les composants élémen-

taires de nos formules logiques. La structure des types est voisine de celles des types
bruts, avec quelques différences. D’abord, une formule doit étre finie; les types sont donc
des termes finis, a la différence des types bruts, qui sont des arbres potentiellement infinis.
Ensuite, l'intérét d’une formule est de contenir des variables; nous introduisons donc des
variables de types. Enfin, troisiéme et derniére différence, nous autorisons les types a contenir
des expressions symboliques formées a l'aide des constructeurs U et M.

Cette derniére décision est discutable; c’est pourquoi nous commencons par la justifier
(section 2.1). Nous passons ensuite 4 la partie centrale de ce chapitre, ¢’est-a-dire la définition
précise de la notion de type esquissée ci-dessus (section 2.2). Suivent quelques définitions et
développements techniques (sections 2.3 & 2.6).

2.1 A propos des constructeurs L et I

La décision d’introduire ces constructeurs est motivée par le désir de coder une conjonc-
tion de contraintes, de la forme A, ;(7; < @), en une seule contrainte (Ujer7;) < . (Le
cas du constructeur MM étant symétrique.) Ainsi, dans un graphe de contraintes (cf. défini-
tion 3.5), chaque variable aura exactement une borne inférieure et une borne supérieure.
En ’absence de ces constructeurs, les graphes de contraintes devraient garder trace d’'un
ensemble de bornes pour chaque variable.

Les constructeurs LI et M introduits dans le langage des types sont accompagnés de régles
de réécriture, qui permettent de calculer la forme normale d’un type (cf. définition 2.1). Par
exemple, le type

(@=p)u(y—=1)

sera immédiatement réduit en (o M~y) — .

On notera que LI et MM ne seront employés que de fagon restreinte. En effet, ils ne servent
qu’a coder des conjonctions de contraintes. Ainsi, dans un graphe de contraintes, toute
variable a aura une borne inférieure de la forme U;c77;, ot les 7; sont dénués d’occurrences
des constructeurs Ll et M. Ce type peut s’écrire de plusieurs maniéres, grace aux régles de
réécriture mentionnées ci-dessus. Cependant, toutes ont en commun la propriété suivante :
le constructeur LI apparait uniquement en position positive, et le constructeur M en position
négative. Le cas de la borne supérieure de o est symétrique.

C’est pendant la phase de cléture (cf. définition 7.1) qu’a lieu la combinaison des diverses
contraintes provenant de ’analyse du programme. Cette phase calcule donc les bornes de
chaque variable et les met en forme normale, comme indiqué ci-dessus. Vient ensuite la
phase de canonisation (cf. chapitre 11), qui élimine toute occurrence des constructeurs LI et
M.

27
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La combinaison des bornes et leur mise en forme normale permet d’améliorer le partage
et de représenter les contraintes sous une forme plus compacte. Par exemple, d’aprés les
régles de calcul associées aux constructeurs U et M1, le terme (ag — aq) U (8o — B1) se réduit
en (g MpBy) — (a1 UBy), ou le constructeur — est partagé. Mieux, ce calcul peut provoquer
la disparition de certains termes; par exemple, (g — 1) U T se réécrit en T.

Si nous avions choisi de garder trace de chacune des bornes, individuellement, au sein
d’un ensemble, cette mise en forme normale n’aurait pas lieu dés la cloture; elle ne serait
effectuée que lors de la canonisation. Par conséquent, I'introduction des constructeurs Ll et
M, ainsi que des régles de normalisation associées, revient en fait & réaliser une partie du
travail de canonisation, de facon incrémentale, pendant la phase de cloture. Elle permet
ainsi, d’un point de vue pratique, de manipuler des graphes plus compacts. Quel que soit le
choix effectué, une fois la canonisation terminée, chaque variable admet une unique borne
inférieure et une unique borne supérieure, toutes deux dénuées d’occurrences de LI ou M;
seule la «partie avant » du systéme est donc affectée par cette décision.

Exemple. Imaginons qu’une variable a ait pour bornes inférieures #; — (G2 et 73 — 7s.
Nous combinerons donc ces deux types en une borne unique, (81Mv1) = (B272). Supposons
a présent que, au cours de 'analyse du programme, une troisiéme borne inférieure apparaisse
pour «, & savoir 81 — 2. Nous combinons donc cette nouvelle borne avec ’ancienne, en
réalisant le calcul

((BrMy1) = (B2 U2)) U (B — 72)

Or le résultat de ce calcul n’est autre que

(B M) = (B2U72)

ce qui indique que la nouvelle borne n’apporte aucune information supplémentaire.

Si nous avions fait le choix de représenter ’ancienne borne inférieure de la variable
a par Vensemble {8; — (2,71 — 72}, alors le test d’appartenance de la nouvelle borne
B1 — 72 a cet ensemble aurait échoué. Celle-ci aurait donc été ajoutée a ’ensemble des
bornes inférieures de a. On constate ainsi que les ensembles de bornes pourraient croitre de
facon redondante, entrainant une perte d’efficacité en espace et en temps.

D’un point de vue théorique, la présentation de la notion de la cloture est légérement
compliquée par cette décision, comme on pouvait s’y attendre, tandis que la description de
I’algorithme de canonisation est simplifiée. L’influence de cette alternative sur la théorie est
donc relativement limitée ; notre choix est principalement motivé par ses avantages pratiques.

Trifonov et Smith [49] n’autorisent pas les constructeurs Ll et M & apparaitre dans les
types. Comme nous 'avons expliqué plus haut, leur systéme est néanmoins de puissance équi-
valente. Aiken, Wimmers et Lakshman [6, 7] proposent un systéme dans lequel les construc-
teurs U et N sont utilisés de facon moins restreinte. (Ces constructeurs représentent ’union
et intersection ensembliste, non les opérations du treillis des types, mais se comportent,
en premiére approximation, de fagon comparable.) Une expression 7, U 72 est autorisée a
apparaitre en position négative, a condition qu’il s’agisse d’une union disjointe (c’est-a-dire
71 N T2 = & pour toute assignation des variables libres). Une expression 71 N 72 est autorisée
A apparaitre en position positive, a condition que 7 n’ait aucune variable libre et soit clos
supérieurement. Ces possibilités ne sont pas disponibles dans notre systéme; cependant,
notons qu’une partie de leur puissance peut étre recouvrée grace aux types variantes, que
nous introduirons au chapitre 14. Par exemple, dans [6], lorsqu’on rencontre une union en
position négative 7, U 72, on a typiquement 71 = a(7]) et 72 = b(73), ou a et b sont des
constructeurs de données distincts, puisque 'union doit étre disjointe. Alors, le type 7 Uy
correspond, dans notre systéme, au type [ a: 71 | b: 74 1, en utilisant la notation de la
section 14.4. Lorsqu’on rencontre une intersection en position positive 73 N7, on a typique-
ment 75 = —a(l), ot a est un constructeur de données et 1 est I’équivalent de notre type T.
Alors, le type 71 N2 peut s’écrire, dans notre systéme, [ a: Abs; p ], a condition d’ajou-
ter la contrainte 77 < [ a: Pre T; p ], qui permet de «soustraire» & 7, le champ a et
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de représenter tous les autres champs par la variable de rangée p. (Les types variantes avec
variables de rangée sont présentés a la section 14.5.2.) Notre systéme est donc relativement
expressif. Cependant, certaines possibilités offertes dans [7], en particulier l'utilisation de
I’union et des types conditionnels pour obtenir un typage trés fin des filtrages, ne peuvent
pour l'instant pas étre exprimées dans notre systéme.

2.2 Types

Passons & présent a la définition des types. Celle-ci se fait en deux étapes. Nous intro-
duisons d’abord des termes appelés prétypes. Ensuite, pour tenir compte des propriétés des
constructeurs LI et M, nous quotientons I’ensemble des prétypes par une certaine relation de
congruence, ce qui donne naissance aux types.

Nous sommes amenés a introduire diverses sortes de (pré)types, qui différent seulement
par les positions dans lesquelles les constructeurs LI et I sont autorisés & apparaitre. Les
types simples ne sont pas autorisés & contenir ces constructeurs; une fois passée la phase
de canonisation, nous n’utiliserons plus que de tels types. Les bornes inférieure et supé-
rieure d’une variable, dans un graphe de contraintes, seront respectivement un pos-type et
un neg-type. Enfin, les bi-prétypes, qui n’imposent aucune restriction sur l'utilisation des
constructeurs LI et I, seront utilisés uniquement dans la section 2.6. Nous ne leur applique-
rons pas 'opération de passage au quotient mentionnée ci-dessus.

Définition 2.1 Soit V un ensemble dénombrable de variables de types, notées a, (3, etc.
L’ensemble des prétypes simples, noté pT, est constitué des termes définis par la grammaire
suivante :

Tu=al|L|T|r—>71
L’ensemble des pos-prétypes, noté pT+, est défini par
hu=a|L|T |7 -7t u{rt, ..., 7"}
L’ensemble des neg-prétypes, noté pT —, est défini par
ru=al|L| Tt =7 |n{r, ..., }
Enfin, Uensemble des bi-prétypes, noté pT*+, est défini par
rEu=a | L| T |75 =75 ju{rE, 7 et )

Nowus parlerons de prétypes tout court lorsque la distinction sera sans importance ou claire
d’apres le contexte.

Plutot que de définir Ll et M comme des constructeurs binaires, nous les rendons unaires,
leur argument étant un ensemble de termes. Cela facilite le traitement des problémes d’as-
sociativité et de commutativité. La notation 7 U 7’ représentera LI{7,7'}.

Dans le langage des prétypes, il existe de nombreux termes qui, intuitivement, repré-
sentent le méme type. Par exemple, le terme

al(Ha, L= 8,7 — B})

se simplifie (toujours informellement) en a U (L — (). Ces termes sont deux prétypes
différents ; cependant nous souhaiterions les identifier. Pour cela, nous allons définir une
relation de congruence sur les prétypes, et 'utiliser pour définir les types comme des classes
de congruence.
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Définition 2.2 Soit = la congruence engendrée par les identités suivantes :

Ug =1
Wri=r
U{uStusS)=u(Sus)
u{LrusS)=us
udrirusS) =T
U{rmo = 1,70 > 11 }US) =U({(roN7y) = (mUT)}US)

(plus 6 identités symétriques concernant ).

Les deux premiéres identités traitent les cas particuliers ol I'opérateur posséde zéro ou
un argument. La troisiéme représente ’associativité. Enfin, les trois derniéres sont des régles
de calcul et proviennent de la proposition 1.5.

Définition 2.3 L’ensemble des types simples, noté T, est le quotient pT /=. Les ensembles
des pos-types et des neg-types, notés respectivement T+ et T, sont définis de fagon simi-
laire.

Nous parlerons de types tout court lorsque la distinction sera sans importance ou claire
d’aprés le contexte.

Ainsi, de facon formelle, un type est une classe de prétypes; I’on pourra le dénoter par
n’importe lequel de ses éléments. Cependant, pour pouvoir raisonner sur les types, nous
allons isoler, dans chaque classe, un élément particulier appelé forme normale.

Proposition 2.1 On définit un systéme de réécriture en orientant chacune des équations
de la définition 2.2 de la gauche vers la droite. Alors, ce systéme est confluent et neethérien.
En d’autres termes, tout type admet une forme normale.

Démonstration. Pour prouver que ce systéme de réécriture est localement confluent, nous
utilisons ’outil automatique RRL [32]. En plus de notre syntaxe de termes, nous devons
définir quelques notions de théorie des ensembles. Voici notre fichier de définitions :

;3 Ce fichier RRL permet de prouver que les types admettent une forme
;3 normale vis-a-vis des régles de réécriture.

;3 Un petit morceau de théorie des ensembles.
;5 I1 faut également déclarer que cup (l’opérateur d’union ensembliste) est
;3 associatif et commutatif, & 1l’aide de 1’interface interactive de RRL.

[empty : set]
[s : term -> set]
[cup : set, set -> set]

cup(X, empty) := X

;3 Voici nos régles de réécriture.

[glb : set -> term]

[lub : set -> term]

[arr : term, term -> term]
[bot : term]

[top : term]

lub(empty) := bot
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lub(s(X)) := X
lub(cup(s(1ub(X)),Y)) := lub(cup(X,Y))
lub(cup(s(bot), X)) := lub(X)
lub(cup(s(top), X)) := top
lub(cup(cup(s(arr(X0, X1)), s(arr(Y0, Y1))), Z)) :=
lub (cup (s (arr(glb(cup (s (X0),s(Y0))) ,lub(cup(s(X1),s(Y1))))),Z))

glb(empty) := top
glb(s(X)) := X
glb(cup(s(glb(X)),Y)) := glb(cup(X, Y))
glb(cup(s(top), X)) := glb(X)
glb(cup(s(bot), X)) := bot
glb(cup(cup(s(arr(X0, X1)), s(arr(Y0, Y1))), Z)) :=
glb (cup (s (arr(lub(cup(s(X0),s(Y0))),glb(cup(s(X1),s(Y1))))),Z))

Confronté a ceci, RRL demande & I'utilisateur d’orienter manuellement 4 équations, puis
annonce un succes, ce qui prouve que le systéme est localement confluent. Pour prouver qu’il
n’existe aucune suite de réécritures infinie, définissons la taille d’un prétype :

taille(L) =1
taille(T) =1
taille(a) =1
taille(rp — 71) = 5 + taille(ro) + taille(r)
taille(LS) = 2 + X, ¢ taille(r)

ns)

taille(NS) = 2 + ¥, g taille(r)

On vérifie alors aisément que chacune des régles de réécriture diminue strictement la taille
du type. Par conséquent, le systéme est noethérien. Etant localement confluent, il est donc
confluent. (Merci & Cesar Mufioz d’avoir suggéré — et facilité — I'utilisation de RRL.) a

Les formes normales peuvent étre caractérisées de la facon suivante.

Proposition 2.2 Un prétype T est une forme normale ssi chaque occurrence dans T des
constructeurs U et M vérifie les conditions suivantes :

— le nombre d’arguments du constructeur est n > 2 ;
— au moins n — 1 arguments sont des variables de types;

— si l’un des arguments n’est pas une variable de types, alors il s’agit d’un terme dont le
constructeur de téte n’est pas parmi L, T, Ll et M.

Démonstration. 1l est facile de vérifier que si I'une des conditions ci-dessus est violée, alors
I’une des régles de réécriture s’applique ; et réciproquement, que si toutes les conditions sont
remplies, alors aucune des régles ne s’applique. O

Dorénavant, lorsque nous raisonnerons sur la forme d’un type (c’est-a-dire sur sa struc-
ture en tant que terme), c’est sa forme normale qui sera implicitement considérée. Ainsi,
les fonctions définies sur les prétypes par analyse de leur structure s’étendent implicitement
aux types.

2.3 Définitions auxiliaires
La notion de variables libres dans un type est définie de fagon classique. Cependant,

nous devrons parfois diviser les variables libres d’un terme en deux groupes, selon qu’elles
apparaissent en position positive ou négative.
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Définition 2.4 L’ensemble des variables libres positives (resp. négatives) d’un prétype T,
noté fv* (1) (resp. tv= (7)), est défini par

fvt(a) ={a} fv () =@
V(L) =g v (L) =@
vH(T) =o v (T) =@

v (g = 1) =" () UfvT(n) fv~ (Tg — ) =" () Ufv (n)
V+(|—IS) =Ures fVJr(T) (LIS) =Ures fv- (T)
vH(MS) = Uresfvt(7) v (MNS) =U;estv (1)

L’ensemble des variables libres de 7, noté fv(r), est défini par
fv(r) = v (r) Ufv (1)

La hauteur d’un terme est définie de fagon classique. On notera que les constructeurs
Ll et M n’ont pas de hauteur intrinséque, puisqu’ils représentent en fait des opérations qui
conservent la hauteur des termes bruts.

Définition 2.5 La hauteur d’un prétype 7, notée h(7), est définie par

h(a) =0
h(L1)=0
h(T) =0
h(rg = 71) = 1 + max{h(rp),h(r1)}
h(US) = max{h(r); 7 € S}
)

(NS

max{h(7); 7 € S}

La définition suivante sera utilisée intensivement a la section 2.6, ainsi que dans certains
énoncés concernant I'implication de contraintes.

Définition 2.6 La profondeur de la plus proche variable dans un prétype 7, notée pppv(r),
est définie par

pppv(a) =0
pppv (L) = o0
pppv(T) = o0
pppv(7o = 71) = 1 + min{pppv(7o), pppv(71)}
pppv(US) = min{pppv(7); 7 € S}
)

pppv(MS) = min{pppv(r); 7 € S}

La définition suivante rappelle la notion de constructeur de téte. Si le constructeur de
téte d’un type 7 n’est ni LI ou MM, ni une variable, alors toute substitution brute associera a
T un terme brut ayant le méme constructeur de téte; 7 sera alors qualifié de construit.

Définition 2.7 Le constructeur de téte d’un prétype 7 est L, — ou T, lorsque 7 est de la
forme L, 19 — 11, ou T, respectivement; sinon, il est indéfini. On le note téte(r). 7 est dit
construit ssi téte(r) est défini.

2.4 Substitutions brutes et renommages

Nous définissons ici les substitutions brutes. Elles établissent un lien entre types et types
bruts, et ainsi donnent une signification & toutes les structures basées sur les types : graphes
de contraintes, schémas de types, etc.
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Définition 2.8 Une substitution brute est une fonction (partielle) des variables de types
vers les arbres bruts. Elle est dite réguliére si son image ne contient que des arbres réguliers.

Dorénavant, nous ne travaillerons qu’avec des substitutions totales et réguliéres (c’est-a-
dire de domaine V et d’image incluse dans T, sauf mention explicite du contraire.

Nous avons défini les substitutions brutes sur les variables. Etendons-les maintenant aux
prétypes, puis aux types.

Définition 2.9 Soit p une substitution brute de domaine V C V. On [’étend a ’ensemble
des prétypes T tels que fv(t) C V en posant

p(a) = p(a)
p(L)=1
p(T)=T
p(1o = 1) = p(10) = p(71)
p(US) = Up(S)
p(NS) = Np(S)

On étend ensuite p aux types en définissant l'image d’un type comme l'image de sa forme
normale.

Proposition 2.3 Soient 7 et 7' deuz prétypes de la méme classe, c’est-a-dire tels que T =
7', Soit p une substitution brute. Alors p(t) et p(t'), s’ils sont définis, sont égaux. Il en
découle que les identités données dans la définition 2.9 sont également valides sur les types.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que les équations qui définissent la congruence entre
prétypes (cf. définition 2.2) sont des identités sur les types bruts. O

Définition 2.10 Un renommage est une bijection entre deux sous-ensembles de V.

Les renommages s’étendent aisément aux prétypes et aux types.

2.5 Inclusion entre types

On pourrait considérer que les constructeurs U et M servent a coder un ensemble de
types au sein d’un seul type. En effet, tout pos-type (resp. neg-type) peut s’écrire sous la
forme US (resp. MS), ou S est un ensemble de types simples. (Il suffit, pour vérifier cela, de
repousser les constructeurs Ll et M vers le haut du terme.)

L’opération U sur ces ensembles de termes correspond & ’opération LI sur les pos-types
et a M sur les neg-types. Quel est I’analogue de 'inclusion entre ensembles de termes ? Nous
allons le définir ici. Il nous sera utile, en particulier, dans la définition de la cloéture d’un
graphe de contraintes.

Définition 2.11 Un pos-type T contient un pos-type 7' ssi U7 = 7. Symétriquement, un
neg-type T contient un neg-type 7 ssi T 117 = 7. Dans les deux cas, on écrira 7' < 7.

Rappelons que les types sont des classes de congruence, donc la comparaison entre deux
types se fait en calculant d’abord leurs formes normales, puis en comparant celles-ci. Par
exemple, a LI (3 — (yUJ)) contient L, , et B — 4.

Proposition 2.4 < est une relation d’ordre sur T+ (respectivement, T ).
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Démonstration. Montrons que < est un ordre sur 7 '. Elle est réflexive, car 7 U7 = 7. Elle
est antisymétrique, car si 7 < 7 et 7 < 7, alors 7 U7 = 7 = 7'. Elle est transitive, car si
T<7 et 7 <7, alors

rur"=ru(rur")
=(rur)ur”
=7 ur"

!

!
=T

donc 7 < 7. Le résultat concernant 7~ est symétrique. |

2.6 Systémes d’équations de types

Le but de cette section est d’étudier certains systémes d’équations entre types, et en parti-
culier, d’établir un isomorphisme entre les types bruts et les systémes d’équations contractifs.
Il s’agit 1a d’un résultat classique [14]. Cependant, il est légérement généralisé ici, du fait de
la présence des constructeurs LI et M dans les équations. C’est pourquoi nous en détaillons
la démonstration. Celle-ci reste cependant fort classique.

Nous introduisons d’abord une structure d’espace métrique sur les arbres bruts. Puis,
nous définissons les systémes d’équations contractifs et établissons ’isomorphisme mentionné
ci-dessus.

2.6.1 Propriétés métriques des arbres

Définition 2.12 On définit une distance d sur l’ensemble T, des arbres bruts, en posant
d(r,7) = 27" ot l = min{|p|; 7(p) # 7'(p)}, avec la convention que 2= = 0. De plus,
étant un donné un ensemble fini I, on définit une distance (également notée d) sur T._ par

d((Ti)iGI; (Ti,)iej) = max{d(Ti,Tg); 1€ I}

Soit V' un sous-ensemble fini de V. L’ensemble des substitutions brutes (non nécessaire-
ment régulieres) de domaine V est TV, . Il est donc également muni d’une distance par cette
définition.

Munis de cette distance, T, et T., sont des espaces métriques complets. L’ensemble T,
des arbres bruts est la cloture (au sens topologique) de l’ensemble des arbres bruts finis.

Démonstration. On se référera a [10, 14]. |

Définition 2.13 Soit | € Nt U {oo}. Deuz arbres bruts T et 7' coincident a lordre I ssi
Vp € dom(7) Ndom(7') |p| <= 7(p) =1"(p)

Proposition 2.5 Deuxz arbres T et 7' coincident a Uordre | ssi d(t,7') < 27L.

Démonstration. Immeédiat. O

Proposition 2.6 Les fonctions Ll et M, initialement définies comme éléments de T?> — T,
s’étendent par continuité o T2, — To. Elles sont alors 1-contractantes.

Toute assertion de sous-typage sur les types bruts, mettant en jeu les opérateurs U, M,
et —, est également vérifiée sur les arbres bruts. En particulier, To, est un treillis.

Démonstration. Rappelons qu’une fonction f : E +— F (ou E et F sont des espaces mé-
triques) est dite 1-contractante ssi

Vo, o' € E dp(f(z), f(z') <dg(z,z")
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Montrons d’abord que U et M sont uniformément continues sur T2. Plus précisément, nous
allons montrer que pour tous arbres réguliers 19, 75, 71 et 77,

d(TO u TlaT(; U T{) S d((ToaTl)a (T(I)aT{))
d(TU M 7—177—6 M T{) S d((ToaTl)a (T(;:T{))

Nous avons, par définition de la distance,
d((T07 Tl)a (T(;: T{)) = max{d(ro, T(;)a d(T17 T{)}

Donc, notre but est équivalent & l’assertion suivante : «pour tout [ € Nt U {oo}, si 1
coincide avec 74 a l’ordre [ et 71 coincide avec 71 a lordre I, alors 79 U7y coincide avec 7 L7{
a Pordre I, et 7o M7y coincide avec 74 M7 & 'ordre I.»

Or, cet énoncé se vérifie aisément en considérant la définition de U et M en tant que
produits d’automates. Les transitions de 'automate produit dépendent directement de celles
des automates de départ ; donc, quand on lui soumet un chemin p, I’automate produit fournit
un label qui ne peut dépendre que des labels fournis par les automates de départ lorsqu’on
leur soumet des préfixes de p.

Ainsi, U et M sont 1-contractantes sur T?. Donc, elles peuvent s’étendre par continuité
sa cloture, qui est T2 . Les fonctions étendues sont également 1-contractantes.

La fonction —, fonction binaire des arbres bruts dans les arbres bruts, est 1-contractante.
On note que <, considérée comme une fonction binaire des arbres bruts dans les booléens,
n’est pas continue. Cependant, on vérifie aisément qu’elle est inférieurement continue.

Cela implique que toute assertion de sous-typage sur les types bruts, mettant en jeu les
opérateurs L, I, et —, passe aux arbres bruts. O

2.6.2 Systémes d’équations contractifs

Au cours de cette étude des systémes contractifs, nous considérerons souvent des substi-
tutions brutes irréguliéres. Jusqu’a présent, celles-ci n’étaient définies que sur les variables.
(En effet, extension réalisée par la définition 2.9 ne concerne que les substitutions brutes
réguliéres.) Nous pouvons a présent les étendre aux prétypes, griace a notre extension des
opérations LI et M (cf. proposition 2.6).

Par ailleurs, il n’y a ici aucune raison de restreindre 1’'usage des constructeurs LI et M,
aussi travaillerons-nous avec des bi-prétypes.

Lemme 2.7 Soit 7 un bi-prétype. Soient p, p' deux substitutions brutes (éventuellement
irrégulieres) dont le domaine contient fv(r). Alors

d(p(r),p' (1)) < 27PPPY(7) d(p, ')
Démonstration. Par induction sur la structure de 7.

— 7 est de la forme a. Alors le but devient d(p(a), p'(a)) < d(p,p'), qui est une consé-
quence directe de la définition 2.12.

— T est égal & L ou T. Alors p(r) = p'(7), donc le membre gauche du but est 0 et le but
est vérifié.
— 7 est de la forme 79 — 71. Alors
d(p(7),p' (7)) = d(p(r0 = 71), p (10 = 7))
= d(p(r0) = p(71), ¢ (10) = p'(71))
= s max{d(p(70), p'(10)), d(p(11), p'(71)) }
< L max{27PPPV(T0) 9=PPPV(TI)L () 1)
— 9—pPpV(T0—=71) d(p, p')
=27PPPV(7) q(p, p')

L’hypothése d’induction est utilisée pour passer de la troisiéme & la quatriéme ligne.



36 CHAPITRE 2. TYPES

— 7 est de la forme US. D’aprés la proposition 2.6, U est une fonction binaire 1-contrac-
tante sur les arbres bruts, et elle est associative. Cette associativité permet d’étendre
aisément la propriété de 1-contraction & la fonction n-aire U, pour tout n € NT. Cette
propriété est utilisée, avec n = | S|, pour passer de la premiére a la deuxiéme ligne
dans ce qui suit :

d(p(7), p' (1)) = d(Up(S), p'(5))
< max{d(p(7), p'(7)); T € S}
< max{27PPP¥(") . 7 € SY.d(p, p')
— prppV(T).d(m o)

L’hypothése d’induction est utilisée pour passer de la deuxiéme & la troisiéme ligne.

— 7 est de la forme MS. Ce cas est symétrique au précédent. a

Définition 2.14 Soit V un sous-ensemble fini de V. Un systéme contractif de domaine
V est une fonction S de V dans pT*, telle que pour tout o € V, S() est un bi-prétype
construit et a variables dans V. Une substitution brute (éventuellement irréguliére) p est
solution de S ssi dom(p) =V et

Va eV pla) =p(S(a))
Proposition 2.8 Soit S un systéeme contractif. Alors toute solution de S est réguliére.

Démonstration. Soient p une solution de S et & € V, ot V = dom(S). On vérifie aisément
que tout sous-arbre de p(a) est l'image par p d’un sous-terme de S(3), pour un certain
B € V. Par conséquent, p(a) admet un nombre fini de sous-arbres, et p est une substitution
brute réguliére. a

Théoréme 2.1 Soit S un systéme contractif de domaine V. Alors S admet une unique
solution.

Démonstration. Définissons Sy, par
14 v
T — T
(Ta)aev — (S(Oé)[Oé — Ta]aGV)aGV

Nous allons a présent montrer que S, est i-contractante. Par définition de S,

d(Soo((Ta)aev ), SOO((T(’I)aGV)

est égal &
max{d(S(a)[a + Ta]acv,S(@)[a < Th]acv); @ € V}

Nous pouvons & présent appliquer le lemme 2.7 au terme S(«) et aux substitutions brutes
(éventuellement irréguliéres) p = [@ ¢ Talaev et p' = [a < T.]aev. Il en ressort que
I’expression ci-dessus est inférieure ou égale &

max{2 PPPVS(@) - o € V. d(p, p')

Or, d’aprés la définition 2.14, chaque S(a) est un bi-prétype construit. Par conséquent,
pppv(S(a)) vaut au moins 1, et expression en question est inférieure ou égale a

1d(p, p')
Enfin, par définition de p et de p', on a
d(papl) = d([a « Ta]aeV; [a «— T;]OéGV)
= max{d(7,,7.); a € V}

= d((Ta)aEV: (TA)GEV)
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Nous avons donc démontré

d(Soo((Ta)OtEV)a SOO((T(,I)QEV) S %d((Ta)aeVa (T(;)OKEV)

ce qui établit que S, est 1-contractante.

Soo est une fonction contractante d’un espace métrique complet vers lui-méme. Par
conséquent, elle admet un unique point fixe. Pour conclure, il ne reste plus qu’a remarquer
que

p est solution du systéme S

VaeV p(a)=p(S(a))

VaeV pla) =S « p(@)acy

(p(@))acv = Soo((p(@))acv)

(p(@))aev est un point fixe de Soo |

I

Pour obtenir un isomorphisme entre systémes contractifs et types bruts, il ne reste plus
qu’a démontrer ’énoncé réciproque, qui ne pose pas de difficulté.

Proposition 2.9 Soit p une substitution brute réguliére, de domaine fini V. Alors, il existe
un systéme contractif S, dont le domaine contient V' et dont l'unique solution, restreinte a
V', coincide avec p.

Démonstration. Chaque p(a), ou a € V', est un arbre régulier, donc admet un nombre fini
de sous-arbres. Associons une variable de types & chacun d’eux; en particulier, on associera
a au sous-arbre p(a). On définit alors un systéme contractif en exprimant la relation entre
chaque neceud et ses fils. Clairement, la solution de S coincide avec p sur V. a
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Chapitre 3

Contraintes

que le premier soit un sous-type du second, et contraint ainsi les variables qui ap-

paraissent dans ces types, en restreignant ’ensemble des valeurs qu’elles peuvent
prendre. La notion de contrainte est centrale & notre théorie, puisque c’est par une conjonc-
tion de contraintes que nous approximerons le flot de données d’un programme. Le pro-
gramme sera considéré comme correct si et seulement si ces contraintes admettent une
solution.

Nous définissons d’abord la notion de contrainte (section 3.1). Nous introduisons ensuite
Popération de décomposition de contraintes (section 3.2), qui réduit une contrainte complexe
en un ensemble de contraintes dites élémentaires. Nous expliquons ensuite comment repré-
senter les contraintes de fagon efficace au sein d’un graphe de contraintes (section 3.3). Enfin,
la section 3.4 introduit un critére syntaxique, nommé cléture, permettant de déterminer si
un tel graphe admet une solution.

U NE CONTRAINTE est simplement une inéquation formelle entre deux types. Elle exige

3.1 Définitions

Définition 3.1 Une contrainte est un couple formé d’un pos-type 7 € T+ et d’un neg-type
TeT, noté T <7,

Définition 3.2 Soit k € Nt U {co}. Une substitution brute p est une k-solution de la
contrainte T < 7' ssi p(1) < p(7'). Une solution est une oo-solution. Une k-solution d’un
ensemble de contraintes est une k-solution de chacun de ses éléments. Une contrainte, ou
un ensemble de contraintes, est soluble ssi il admet une solution.

Enfin, mentionnons que certaines fonctions élémentaires sur les types s’étendent aux
contraintes :

Définition 3.3 On pose

fv(r < 7') =fv(r) Utv(r)
h(r < 7') = max{h(7),h(r")}

pppv(r < 7') = min{pppv(r), pppv(7’)}

3.2 Deécomposition de contraintes

La relation de sous-typage définie sur les types bruts est induite par leur structure de
termes : comparer deux arbres revient & effectuer une comparaison élémentaire sur leurs
constructeurs de téte, puis & comparer leurs sous-arbres (cf. proposition 1.2). Il en découle
que toute contrainte 7 < 7' mettant en jeu deux types construits est soit clairement insoluble

39
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(si téte(r) £ téte(r")), soit équivalente & un ensemble (éventuellement vide) de contraintes
entre les sous-termes de 7 et 7'. Cette constatation permet de réduire toute contrainte &
un ensemble de contraintes dites élémentaires. Nous appellerons ce procédé décomposition
structurelle.

Définition 3.4 Une contrainte 7 < 7' est élémentaire ssi les conditions suivantes sont
vérifiées :
! ; ite -
— 7 et 7' sont des variables ou des types construits ;

— lun au moins de {r,7'} est une variable.

Exemple. a < et a < — T sont élémentaires. a U3 < v et ag = a; < fy — (1 ne le
sont pas; elles peuvent étre décomposées, comme le montre la définition suivante.

Proposition 3.1 Les regles suivantes — dont Uordre est significatif — définissent une fonc-
tion subc, qui a toute contrainte soluble c associe un ensemble de contraintes élémentaires :

subc(UUS < 7') = Uyessube(r < 1)
subc(r < MS) = Upregsube(r < 1)
subc(c) = {c} si ¢ est élémentaire
subc(L < 7) =
subc(r < T) =
D)

subc(rg > 1 <75 — 7

subc(”r0 < 79) Usube(r < 79)

Démonstration. Cette définition est bien fondée, puisque si ¢ est une contrainte soluble,
alors les contraintes apparaissant en argument de subc dans les membres droits sont de
taille strictement inférieure et sont également solubles. De plus, on vérifie que ces régles
couvrent tous les cas possibles; en effet, si aucune régle ne s’applique a la contrainte 7 < 7/,
alors nécessairement téte(r) £, téte(7'), ce qui contredit le fait que la contrainte est supposée
soluble. a

Proposition 3.2 Pour tout k € Nt U{oo}, toute k-solution de subc(c) est (k+ d)-solution
de ¢, ou d = pppv(c). La réciproque est vraie quand k = oo, i.e. toute solution de c est
solution de subc(c).

Démonstration. Soit k € Nt U {oo}. Nous allons a présent démontrer, par induction sur la
structure de ¢, que toute k-solution de subc(c) est (k + pppv(c))-solution de c. Distinguons
les cas suivants, dans l'ordre :

— c est de la forme US < 7 ou 7 < MS. D’aprés la proposition 2.2, au moins un des
éléments de S est une variable. Par conséquent, pppv(c) = 0 et le résultat est immédiat.

— cest élémentaire. Alors un des membres est une variable. Il en découle que pppv(c) = 0
et on conclut de la méme maniére.

— cest de la forme L < 7 ou 7 < T. Toute substitution brute est j-solution de ¢, quelle
que soit la valeur de j; d’oi le résultat.

— cest de la forme 19 — 71 < 7§ — 7{. Soient ¢ et ¢; les contraintes 7§ < 19 et T4 < 79,
respectivement. Nous avons

d = min{pppv(ro = 71),pppv(Ty = 71)}
= 1 + min{pppv(70), pppv(m1 ), pPPv(7y), PPPV(T]) }
= 1+ min{pppv(co), pppv(ci)}
=1+ min{dp,d; }



3.3. GRAPHES DE CONTRAINTES 41

Par hypothése d’induction, pour i € {0, 1}, toute k-solution de subc(c;) est (k + d;)-
solution de ¢;. Par conséquent,

p est k-solution de subc(c)
< Vie{0,1} p est k-solution de subc(c;)
= Vie{0,1} pest (k+ d;)-solution de ¢;
= pest (k+ d)-solution de ¢

La preuve de ’énoncé réciproque, dans le cas ou k = 0o, ne présente pas de difficulté. O

3.3 Graphes de contraintes

Au cours de I'analyse d’un programme, nous aurons bien str besoin de manipuler des
conjonctions de contraintes. L’approche la plus simple, utilisée dans de nombreuses présen-
tations de systémes & base de types contraints, est de regrouper les contraintes au sein d’'un
ensemble. Cependant, nous avons constaté qu’il est possible de réduire toute contrainte a
une conjonction de contraintes élémentaires (cf. section 3.2), et que deux bornes portant sur
la méme variable peuvent étre combinées a 1’aide des constructeurs LI et M (cf. section 2.1). Il
est possible de tirer parti de ces observations pour représenter une conjonction de contraintes
par une structure mieux adaptée, que nous nommerons graphe de contraintes.

Définition 3.5 Un graphe de contraintes C, de domaine V C V, est composé de
— une relation réflexive entre éléments de V', notée <¢ ;

~ pour tout o € V', un pos-type construit C+(a) € T+ et un neg-type construit CT(a) €
T—, a variables dans V.

Soit k € Nt U {oo}. Une substitution brute p est k-solution de C' ssi pour tous a,3 € V :
- a <c f implique p(a) <i p(B) ;
= p(C¥a)) <k pl@) < p(CT(a)).

On écrira p = C pour indiquer que p est solution de C'.

Ayant défini la notion de solution, nous pouvons définir I'implication de contraintes.
Cette notion est relativement centrale, bien qu’en partie éclipsée par la notion plus générale
de comparaison polymorphe entre schémas de types. Elle sera étudiée en détail au chapitre 8.

Définition 3.6 Soit k € Nt U{co}. Un graphe de contraintes C k-implique une contrainte
¢ ssi toute k-solution de C' est k-solution de c. Ce fait sera noté C Ik c¢. L’implication de
contraintes est, par définition, [’'co-implication, et est notée I--.

La propriété suivante permet d’établir une assertion d’implication de contraintes en
procédant par approximations finies.

Proposition 3.3 Si, pour tout k fini, on a C Ik ¢, alors C IF c.

Démonstration. Soient p une solution de c et k € Nt p est, en particulier, k-solution de C,
et C' Ik ¢, donc p est k-solution de c. Puisque cela est vrai pour tout &, p est solution de c.
O

Au cours de nos manipulations de graphes de contraintes, il sera nécessaire de pouvoir
déterminer si un graphe donné “contient” une contrainte donnée, et également de pouvoir
“ajouter” une contrainte donnée & un graphe donné. Si nous avions choisi de travailler avec
des ensembles de contraintes, il suffirait d’utiliser les notions classiques d’appartenance et
d’union d’ensembles. Ici, nous devons donner des définitions légérement plus complexes.
Cependant, celles-ci restent fondées sur de simples critéres syntaxiques. Le reste de cette
section est consacré a leur définition.



42 CHAPITRE 3. CONTRAINTES

Définition 3.7 Une graphe de contraintes C' contient une contrainte élémentaire c ssi l'une
des conditions suivantes est vérifiée :

— cest dela forme a < 3, et a <¢ 3 ;
— ¢ est de la forme a < 7, ol T est un neg-type construit, et C*(a) contient 7 ;
— c est de la forme T < «, ot T est un pos-type construit, et C*(a) contient 7.

C contient une contrainte quelconque ¢ ssi subc(c) est défini et que C contient chacun de
ses éléments.

Notons que cette définition fait appel & la notion d’inclusion entre types introduite par
la définition 2.11.

La proposition suivante confirme qu’il s’agit bien la, comme nous ’avons annoncé, de
I’analogue de ’appartenance au sens des ensembles.

Proposition 3.4 Soit k € Nt U{oo}. Si un graphe de contraintes C contient une contrainte
¢, alors toute k-solution de C' est (k + d)-solution de ¢, ot d = pppv(c). En particulier, pour
k = 00, nous avons C' I+ c.

Démonstration. Soit p une k-solution de C'. Supposons d’abord ¢ élémentaire. Alors pppv(c)
est égal & 0, donc il nous faut montrer que p est k-solution de c¢. Trois cas se présentent,
selon la forme de ¢, comme dans la définition 3.7.

— cest de la forme a < 3. Alors a <¢ 3, d’aprés la définition 3.7. Donc, p(a) <i p(3),
et p est k-solution de c.

— c est de la forme a < 7, ot 7 est un neg-type construit. Alors CT(«) contient 7;
c’est-a-dire, CT(a) M7 = CT(a). Ceci implique p(CT(a)) M p(r) = p(CT(a)), que Pon
peut écrire p(CT(a)) < p(7). Par ailleurs, puisque p est k-solution de C, nous avons
p(a) <p p(CT(a)). <k contient <., et est transitive, donc p(a) <p p(7), et p est
k-solution de c.

— cest de la forme 7 < @, ou 7 est un pos-type construit. Cas symétrique du précédent.

Nous avons montré que la proposition est vraie pour toute contrainte ¢ élémentaire. Passons
au cas général. Alors, subc(c) est défini et C' contient toute contrainte ¢’ € subc(c). La
proposition peut étre appliquée a chaque ¢, donc p est k-solution de subc(c). D’apreés la
proposition 3.2, p est alors (k + d)-solution de c. a

Passons & présent au second probléme mentionné ci-dessus, celui de ’ajout d’une con-
trainte a un graphe.

Définition 3.8 L’ajout d’une contrainte élémentaire ¢ a un graphe de contraintes C, noté
C + ¢, est le graphe de contraintes D défini comme suit :
~ Si c est de la forme a < 8, alors <p = {(a, )} U<¢, DT = CT et D} = C+.
~ Sic est de la forme a < T o T est un neg-type construit, alors <p = <g, DT =
C'+law 7NCHa)] et DY = C*.
~ Sic est de la forme T < a ot T est un pos-type construit, alors <p = <¢, DT = C?"
et DY = C* + [a — 7 U CHa)).
(Sitv(c) ¢ V, ou V = dom(C), alors C est d’abord étendu a tv(c) UV en posant a <¢ «a,
CHa) = L et CM(a) = T pour tout a € fv(c) \ V)
Si ¢y et ca sont deux contraintes élémentaires, alors (C +c1) +ca = (C +¢2) +¢1. Cela
nous permet de définir ajout d’une contrainte quelconque ¢ a un graphe C, également notée
C + ¢, comme Uajout de tous les éléments de subc(c) a C.

La proposition suivante formalise I'intuition que cette opération correspond bien & l’ajout
d’une contrainte.

Proposition 3.5 Les solutions de C + ¢ sont ezactement les solutions communes a C et c.
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Démonstration. Analyse par cas aisée. O

Enfin, nous étendons les renommages aux graphes de contraintes de la fagon (fort prévi-
sible) suivante :

Définition 3.9 Soient p un renommage et C' un graphe de contraintes de domaine V, tel
que V C dom(p). Alors p(C) est le graphe de contraintes D, de domaine p(V'), définit comme
suit :

~a<pf = pla)<cp ' (B);
~D'=poClop~tetDV=poCtopt.

3.4 Solubilité d’un graphe de contraintes

Nous nous intéressons & présent & déterminer si un graphe de contraintes donné admet
une solution. Cette opération est a la base de notre systéme de typage, puisqu’un programme
sera considéré comme bien typé si et seulement si le graphe de contraintes qui lui est associé
est soluble.

Nous définissons d’abord une propriété des graphes de contraintes, dite cloture, suffisante
pour garantir 'existence d’une solution. Dans un deuxiéme temps, nous montrons que si un
graphe est soluble, alors il existe un graphe clos qui lui est équivalent. Cette assertion est
effective, et fournit donc un algorithme de décision du probléme de solubilité d’un graphe
de contraintes.

On notera que ce que nous appelons ici graphe «clos» est en général qualifié de «clos
et cohérent» dans la littérature [16, 39, 41]. Ici, cloture et cohérence sont confondues en
une seule notion. Cela simplifie légérement la théorie, mais ne conduit & aucune différence
pratique.

Définition 3.10 Un graphe de contraintes C de domaine V est clos ssi les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

- <¢ est transitive ;
— pour tous o, B € V tels que a <¢ 3, C*(B) contient C¥(a) et CT(a) contient CT(B) ;
~ pour tout « € V, C contient C+(a) < CT(a).

Nous parlerons parfois de cloture forte, plutot que de cloture, par opposition auz notions
de cloture moins restrictives (cloture faible, cloture simple) que nous développerons par la
suite.

Dans la définition ci-dessus, les deux premiéres conditions correspondent & une propriété
de transitivité, tandis que la troisiéme est une combinaison de transitivité et de décomposi-
tion structurelle.

La transitivité de < n’est en fait pas utilisée dans la preuve du théoréme 3.1, qui établit
que tout graphe clos est soluble. Nous l'incluons cependant dans la définition des graphes
clos, car elle est importante du point de vue de I'implémentation. Elle permet, en particulier,
d’implémenter 'algorithme de cloture de fagon plus efficace. Par ailleurs, toujours du point
de vue de l'implémentation, elle constitue un prérequis pour la phase de canonisation (cf.
chapitre 11), qui suit la phase de cloture, et il est donc intéressant que les deux phases
puissent s’enchainer sans calculs intermédiaires.

Le lecteur intéressé par un critére de solubilité plus faible pourra consulter la définition de
la cloture faible (définition 9.4). Celle-ci fait intervenir des mécanismes plus évolués, comme
une axiomatisation de I'implication de contraintes, et ne nous sera utile que du point de vue
théorique.

Théoréme 3.1 Tout graphe de contraintes clos admet une solution.
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Démonstration. Le principe de la preuve consiste & construire un systéme d’équations plus
précis que le graphe de contraintes fourni, puis & en exhiber une solution et & vérifier qu’il
s’agit également d’une solution du graphe de contraintes. Ici, nous choisissons d’imposer
I’égalité entre chaque variable de types et sa borne inférieure construite. D’autres choix sont
possibles. On pourrait choisir d’imposer 1’égalité de chaque variable & sa borne supérieure
construite, ou encore, en général, & tout type construit prouvablement compris entre ces
deux bornes. Notre choix est donc arbitraire. Cela ne pose pas de probléme, puisque notre
but est de produire une solution quelconque, non de les énumérer toutes, ce qui serait une
tache beaucoup plus difficile.

Soit C' un graphe de contraintes clos, de domaine V. Alors C* est un systéme contractif
de domaine V ; d’aprés le théoréme 2.1, il admet une solution p. p est une substitution
brute de domaine V. Nous I’étendons a V de fagon quelconque. Vérifions & présent que p est
solution de C.

D’abord, soient a, 3 € V tels que a < B. C étant clos, C*(3) contient C*(a). Par
définition, cela signifie que C¥(8) U C¥(a) = C¥(B). En appliquant p & cette équation, on
obtient

p(CH(B)) U p(CH(a)) = p(CH(B))
= p(C*(a)) < p(CH(B))
— pla) < p(B)

Ensuite, soit a € V. Il est immédiat que p(C*¥(a)) < p(a), puisque ces expressions sont
égales. Il reste & vérifier que p(C¥(a)) < p(CT()). Nous ne pouvons le faire directement ;
au lieu de cela, nous allons montrer, par induction sur k € N*, que

Va eV p(CHa)) <k p(CT (@)

L’assertion est vérifiée pour k = 0, puisque <g est uniformément vraie. Supposons qu’elle le

soit pour un certain k € Nt. Alors p est k-solution de C. Soit o € V. Puisque C est clos, C

contient la contrainte C¥(a) < CT(a), que nous noterons c. D’aprés la proposition 3.4, p est

(k + d)-solution de ¢, out d = pppv(c). Or, puisque C*(a) et CT(a) sont des types construits,

nous avons d > 1, donc p est (k + 1)-solution de c. Ceci conclut la preuve par induction.
Grace & la proposition 1.3, il découle du résultat ci-dessus que

VaeV p(CHa)) < p(CT (@)
d’oti nous concluons que p est solution de C. |

Ce théoréme constitue la base théorique de ’algorithme de cloture, qui permet de décider
si un graphe de contraintes donné est soluble. Plutdt que de donner cet algorithme ici, nous
en retardons la description jusqu’au chapitre 7. En effet, la preuve de ’algorithme utilise
Iinvariant des petits termes, exposé au chapitre 6.

La propriété de cloture est ainsi nommeée & cause de la fagon dont elle est définie, c’est-
a-dire en dérivant de nouvelles conséquences logiques & partir des contraintes existantes et
en vérifiant qu’elles sont en fait déja présentes dans le graphe. Cependant, nous aurions
également pu parler de graphes résolus, non seulement parce que tout graphe clos admet
une solution, mais aussi parce qu’un tel graphe constitue en fait la meilleure description de
son propre ensemble de solutions. En d’autres termes, on ne connait aucun moyen finitaire
d’énumérer toutes les solutions d’un graphe de contraintes clos, hormis la donnée du graphe
lui-méme.



Chapitre 4

Schémas de types

OMME CELUI DE ML, notre systéme de typage autorise le polymorphisme, introduit

par la construction let. Un jugement de typage associera donc a un programme non

pas simplement un type, mais un schéma de types, lequel représente (en premiére
approximation) l’ensemble de ses instances brutes.

Cependant, suivant I’exemple de Trifonov et Smith [49], nous adoptons une présentation
assez différente de celle de ML. Notre but est de faire en sorte que dans tout schéma de
types, toutes les variables, sans exception, soient universellement quantifiées. En ML, les
variables ne sont pas quantifiées lors de leur introduction ; elles ne le deviennent qu’aprés
une opération de généralisation explicite, associée a la construction let. Ici, tout schéma de
types est en quelque sorte généralisé au maximum, et ’opération let se contente d’introduire
un schéma existant dans ’environnement, sans qu’aucune généralisation soit nécessaire.

L’avantage de cette décision est de donner naissance & un systéme sans variables par-
tagées. Par exemple, un schéma de types n’ayant aucune variable libre, on peut parler de
sa dénotation, c’est-a-dire (grosso modo) de l’ensemble de ses instances brutes, sans devoir
préciser sous quel environnement. Pour comparer deux schémas de types, c’est-a-dire déter-
miner si I'un est plus général que autre, il suffira de comparer leur dénotations, toujours
indépendamment de tout environnement. Par ailleurs, on remarquera que dans notre sys-
téme de typage (introduit au chapitre 5), deux branches distinctes d’'une méme dérivation
ne partagent aucune variable de types. Ainsi, le systéme devient en quelque sorte plus mo-
dulaire, plus élémentaire. Cela méne a une simplification considérable, et & une meilleure
compréhension, de la théorie.

En ML, il est incorrect de généraliser une variable si celle-ci apparait libre dans ’en-
vironnement. Alors, comment pouvons-nous prétendre généraliser toutes les variables ? La
solution est de déplacer l’environnement pour le rendre partie intégrante du schéma de
types. Ce procédé est connu sous le nom de A-lifting ; son fonctionnement sera détaillé par
les régles de typage (cf. chapitre 5). Plus précisément, les informations de typage concernant
les variables liées par let restent stockées dans un environnement externe, tandis que celles
qui concernent les variables liées par A apparaissent dans un contezte interne au schéma de
types.

Nous définissons d’abord les schémas de types (section 4.1), puis introduisons une relation
de comparaison polymorphe entre schémas (section 4.2).

4.1 Schémas de types

Définition 4.1 On se donne un ensemble dénombrable de A-identificateurs, notés z,y, ...
Les contextes sont définis par
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ot T est un neg-type.

Définissons quelques notations classiques :

Définition 4.2 On pose

Az :7m)(x) =71 (A;z:1)\z=A
(Ayy:7)(z) = A(z) (Ay:m)\e=(A\x)y: 7
ftv(@) =0 dom(@) = @

ftv(A;z ) =fv(A) Utv(r) dom(A4;z : 7) = dom(A); z
Définition 4.3 Un schéma de types est de la forme
cu=A=71|C

ot A est un contexte, T un pos-type et C' un graphe de contraintes dont le domaine contient
tv(A) Utv(r). (Le symbole | doit étre interprété ici comme un litéral, non comme un choiz.)
o est clos ssi C est clos. o est simple ssi il ne contient que des types simples, c’est-a-dire
s’il ne contient aucune occurrence de LI ou M.

Intuitivement parlant, il faut considérer ici toutes les variables apparaissant dans un
schéma de types comme universellement quantifiées. Cependant, nous ne ferons apparaitre
aucun quantificateur explicitement. Formellement parlant, aucune a-conversion implicite ne
sera autorisée sur les schémas de types ; ’a-conversion sera traitée de fagon explicite. Cette
décision a plusieurs avantages : elle apporte plus de clarté, donc plus de rigueur, et elle
permet de décrire de fagon explicite le traitement des variables fraiches et des renommages.

Chaque schéma de types contient un contexte, qui décrit les hypotheéses faites par 'ex-
pression considérée sur son environnement. En d’autres termes, si I’on type une expression
ouverte, c’est-a-dire contenant des variables libres, alors le contexte inféré indiquera quels
types ces variables doivent avoir pour que ’expression soit correcte. L’exemple le plus trivial
en est 'expression ouverte x, & laquelle on peut associer le schéma de types

(@iz:a)=>a|O

Ce schéma exprime une tautologie : si x a le type «, alors x a le type . On notera que cela
est vrai pour tout «; il est donc correct de considérer ce schéma comme universellement
quantifié. Pour plus de détails sur le fonctionnement des contextes, on se référera a la
description des régles de typage (section 5.3).

4.2 Comparaison de schémas

Nous allons & présent définir une relation de comparaison polymorphe entre schémas de
types. Elle est basée sur le sous-typage entre types bruts, mais tient compte du fait qu'un
schéma de types contient des variables universellement quantifiées. Cette relation joue un
role fondamental dans notre théorie, puisqu’elle permettra ensuite de justifier I’ensemble des
transformations et des simplifications que nous introduirons sur les schémas de types.

La définition de cette relation est fort simple. Elle provient de I'idée qu’un schéma de
types n’est en fait qu’une fagon de décrire un ensemble de typages bruts, que nous appellerons
sa dénotation. Pour comparer deux schémas, il suffit de comparer leurs dénotations, par
simple inclusion ensembliste.

Quelle est la dénotation d’un schéma o = A = 7 | C'? En d’autres termes, quels typages
bruts ce schéma représente-t-il 7 Au moins toutes ses instances brutes, c’est-a-dire tous les
typages bruts obtenus par substitution. Bien sar, il n’est 1égal d’appliquer une substitution
brute & o que si elle vérifie les contraintes de C'; donc, les instances brutes de ¢ sont les
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p(A = 1), ot p parcourt les solutions de C'. Qui plus est, on remarque que les typages bruts
sont ordonnés par sous-typage; étant donné un typage brut correct, le cone qu’il engendre
ne contiendra également que des typages corrects.

Formalisons & présent cette discussion.

Définition 4.4 Les contextes bruts sont définis par
A = o
|  Ajz:7

ot T est un type brut. La relation de sous-typage est étendue, point par point, aux contextes
bruts de méme domaine. Un typage brut est de la forme

A=T

o A est un contexte brut et T un type brut. La relation de sous-typage est étendue aux
typages bruts, de facon contravariante pour le contexte et covariante pour le type.

Définition 4.5 Soit A = 7 | C un schéma de types. Sa dénotation est l'union des cones
engendrés par ses instances brutes, c’est-a-dire

{A'=7;3pHC p(A=>1)< A =17}
ot p(A = 1) représente le typage brut p(A) = p(7).

Définition 4.6 Etant donnés deuzx schémas de types oy et o2, on dit que le premier est
plus général que le second, et on écrit oy <Y o3, ssi la dénotation du premier contient celle
du second.

En d’autres termes, o1 est plus général que oo ssi pour toute instance brute de oo, il
existe une instance brute de oy qui lui est inférieure. De fagcon formelle,

(A1 =7 |C) <V (A= 12 | Cy)
est donc équivalent a
Voo FCy Fpi FC1 pi(Ar = 11) < pa(4s = 72)
On écrira o =" o' lorsque 0 <" ¢' et o’ <" o.

Enfin, pour pouvoir faire référence de facon succincte aux contraintes engendrées par la
comparaison de deux schémas, nous donnons la définition suivante :

Définition 4.7 La notation A < A’, ou A et A' sont deux contextes de méme domaine, est
définie par

P<T=0
(Ajz:7) < (A2 :7") = (A< A Usube(r < 1)

Soient A= 71| C et A' = 7' | C' deuz schémas. La notation A = 7 < A" = 7' représentera
Pensemble (A" < A) Usube(r < 7').

La définition de la relation <V est due & Trifonov et Smith [49]. On remarque qu’elle
généralise & la fois les assertions de solubilité et d’implication. En effet, ’assertion dp + C,
qui exprime que C' est soluble, peut s’écrire T | C' <Y T | @. Quant a I’assertion C I a < 3,
elle est équivalente 4y — v | @ <" @ — 3| C. La décidabilité de 'implication de contraintes
étant actuellement un probléme ouvert, il en va de méme de la comparaison entre schémas de
types. Nous donnerons cependant, au chapitre 9 un algorithme de décision incomplet pour
cette derniére. Comme on peut s’y attendre, cet algorithme généralisera a la fois ’algorithme
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de cloture, qui permet de décider la solubilité des graphes de contraintes, et ’algorithme
(incomplet) d’implication de contraintes.

Dans [43], nous avions présenté une relation de comparaison moins puissante, qui ne
tenait pas compte du fait que certaines variables étaient universellement quantifiées. Elle
était définie & ’aide de la relation d’implication de contraintes. Elle est & présent inutile,
sauf dans la preuve de correction du typage, ot elle joue un réle auxiliaire (cf. définition 5.8).
Elle est suffisante pour justifier les simplifications & base de substitutions. Cependant, du
fait qu’elle ne considére pas les variables comme quantifiées, elle interdit de nombreuses
opérations ; par exemple les renommages, mais aussi ’élimination des variables inaccessibles,
qui était justifiee dans [43] par une réécriture de ’ensemble de la dérivation de typage.
C’est pourquoi Trifonov et Smith introduisent la relation <" : les renommages, ainsi que le
dépoussiérage (qui généralise ’élimination des variables inaccessibles) peuvent & présent se
justifier par une simple application de la régle de sous-typage. On intégre ainsi au systéme
des propriétés qui auparavant étaient méta-théoriques.



Chapitre 5

Systéme de typage

grammes qui provoquent une erreur a ’exécution. (La seconde pourrait étre 1'utili-
sation des types a des fins de documentation — la simplification entre alors en jeu —
mais cela ne nous intéresse pas ici.)

Un systéme de typage consiste habituellement en un prédicat dit jugement de typage, &
trois parameétres I', e et o, noté I' - e : ¢. 1l est défini comme le plus petit prédicat stable
par un certain jeu de régles de typage, c’est-a-dire qu’un jugement de typage est valide si et
seulement si il peut étre dérivé a l'aide de ces régles. Un programme e sera alors considéré
comme correct si et seulement si il est bien typé dans l’environnement vide, c’est-a-dire si
le prédicat @ F e : o est vérifié pour un certain o.

Un systéme de typage doit étre sdr : aucun programme déclaré correct ne doit provoquer
d’erreur & ’exécution. Pour donner un sens a cette propriété, il faut donner une spécification
formelle de ’exécution. Nous donnons donc une sémantique opérationnelle, qui présente
I’exécution comme une série de réductions, c’est-a-dire de réécritures du texte du programme.

Enfin, pour présenter un intérét pratique, un systéme de typage doit étre décidable :
on veut pouvoir vérifier automatiquement qu’un programme est bien typé. Mieux, ici, on
souhaite réaliser l’inférence de types, qui consiste & déterminer si un programme est bien
typé et a découvrir son type sans aucune indication de la part du programmeur. Le systéme
de typage devra alors étre accompagné d’une description de I'algorithme d’inférence. Pour
permettre la programmation modulaire, il faudra que le type inféré soit le (ou plutdt un)
type le plus général du programme fourni. Cela nécessite qu’'un tel type existe en général,
c’est-a-dire que le systéme de typage admette des types principauz.

Dans ce chapitre, nous exposons notre systéme de typage et montrons qu’il répond a
tous les critéres généraux mentionnés ci-dessus. Nous définissons d’abord rapidement le
langage (section 5.1). Vient ensuite, aprés quelques préliminaires techniques (section 5.2),
Pexposé du systéme de typage (section 5.3). La section 5.4 décrit un second systéme de
typage, dit «simple», équivalent au premier en termes de programmes acceptés, mais moins
puissant en termes de jugements de typage corrects. Ce systéme sera utilisé dans la preuve
de correction. La section 5.5 décrit un troisiéme systéme, lui aussi équivalent au précédent
mais plus restreint, et qui constitue en fait une spécification de ’algorithme d’inférence. Une
fois les trois systémes présentés, nous montrons leur équivalence (section 5.6) ; de plus, nous
montrons ’existence de types principaux et vérifions qu’ils sont calculés par ’algorithme
d’inférence. Enfin, la section 5.7 se charge de définir la sémantique et de vérifier que le
systéme de typage est correct vis-a-vis de celle-ci.

I A RAISON D’ETRE PREMIERE D’UN SYSTEME DE TYPAGE est d’éliminer tous les pro-

5.1 Langage

Le langage qui nous intéresse ici est le noyau de ML, c’est-a-dire un A-calcul doté d’une
construction let. Pour plus de simplicité, nous séparons les identificateurs liés par A de ceux
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liés par let, en les placant dans deux classes syntaxiques distinctes.

Définition 5.1 On suppose donné un ensemble dénombrable de let-identificateurs, notés
X,Y,... Les expressions sont définies par

ex=z|\re|ee| X |letX =ein e

5.2 Deéfinitions préliminaires

Nos régles de typage traitent ’environnement de facon légérement inhabituelle. La partie
de I’environnement associée aux variables introduites par la construction let apparait, de
facon classique, a gauche du signe - dans les jugements de typage. En revanche, la partie de
I’environnement correspondant aux variables introduites par la construction A est considérée
comme faisant partie du schéma de types, et apparait donc & droite du symbole . Cette
présentation, parfois appelée \-lifting, demande quelques définitions préliminaires, qui font
I’objet de cette section.

Notons qu’une présentation du A-lifting légérement plus simple que la notre est possible,
& condition de faire I’hypothése que deux A-abstractions distinctes ne lient pas la méme
variable. Etant donné un programme quelconque, on peut produire par renommage un
programme équivalent qui satisfait cette propriété. Cependant, celle-ci n’est pas conservée
par SB-réduction. Cette présentation se révéle donc inadaptée lorsque 1’on désire formuler un
théoréme de correction du typage vis-a-vis de la sémantique, et c’est pourquoi nous ne la
développerons pas ici. Décrivons-la cependant de fagon succincte. (Pour plus de détails, on
pourra se référer a [49].) Comme ici, les environnements ne concernent que les variables X
liées par let. Quant aux contextes inférés, ils ne mentionnent que les variables effectivement
utilisées par ’expression, et non toutes les variables liées par A\, comme c’est le cas dans notre
systéme. Les opérations «lift» et «unlift» disparaissent, puisque le phénoméne de capture
est éliminé. Cette présentation est donc moins « bureaucratique » ; nous ’adoptons d’ailleurs
dans notre implémentation, pour des raisons d’efficacité. Il suffit, dans I'implémentation,
de renommer au vol certaines variables pour satisfaire I’hypothése d’unicité des noms de
variables liées par A.

Définition 5.2 Les environnements sont définis par

r = o
| Tz
| I;X:o
Un environnement I' associe un schéma de types o & toute variable X liée par une
construction let. Notons qu’il n’associe aucune information de type aux variables x liées

par \; la présence de ces variables dans ’environnement ne sert qu’a gérer correctement les
liaisons. L’association d’un type aux variables liées par A se fait au sein du schéma de types.

Définition 5.3 Le domaine et le A-domaine d’un environnement sont définis par
dom (@) =@ domy (@) = &
dom(T; z) = dom(T); domy (T'; ) = dom (T);
dom([; X : o) = dom(T"); X dom) (T'; X : ) = dom,(I)

Définition 5.4 La soustraction d’un A-identificateur x a un environnement I', notée I'\ ,
est définie par

Liz)\z=T
Gy \z = (T\2);y
;X :o)\e=T\z);X:0
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Les fonctions auxiliaires suivantes sont nécessaires lorsque ’on désire introduire ou éli-
miner une A-abstraction.

Définition 5.5 On définit

unlift, (T';y
unlift,(T; X : A= 71|C

= unlift, (T');y
= unlift, (I); X : (A\z)=>71|C

lift, (@) = @
lift, (I y) = lift (I'); y
lift,(T; X : A= 7|C) =1ift,(T); X : (4;z:T)=>71|C
unlift, (@) = @
)
)

Etant donnés un environnement I', une variable z et deux types 7 et 7/, on désire définir
un contexte single(, , ,)(I), de méme domaine que I', qui & z associe T et & toute autre
variable associe 7. Cette définition sera utilisée dans la régle d’inférence (VARj).

Définition 5.6 Etant donnés une variable x et deux types 7, 7', on définit
single(, 7 (o) = uni(I);z : 7

Single(zﬂ'ﬂ") (Fa y) = Single(zﬂ'ﬂ") (F)a y:T
single(, ;1 ([; X : o) = single(, 7 (')

!

ot uni, est donnée par

uni/ (@) =g
uni, (5 z) = uniy ();z : 7'

uni (I X : o) = uni(T)

5.3 Reégles de typage

Les régles de typage sont données par la figure 5.1 page suivante.

Tout jugement de typage est de la forme I' - e : o. On vérifie que tous les contextes A
apparaissant dans ce jugement, que ce soit dans I" ou dans o, ont pour domaine domy (T').
L’opération lift, utilisée dans la régle (ABS) a pour objet de faire respecter cet invariant.

Les régles de typage décrivent la facon dont 'analyse du programme engendre des con-
traintes de sous-typage. Reste a vérifier que ces contraintes admettent une solution, comme
I'indique la définition suivante.

Définition 5.7 Un expression e est bien typée dans un environnement I' ssi il existe un
schéma de types o, de dénotation non vide, tel que ' e : 0.

Rappelons que la dénotation d’un schéma A = 7 | C' est non vide si et seulement si
C admet une solution. Pour déterminer si un programme est bien typé, il faut donc non
seulement construire une dérivation de typage, mais également vérifier que le graphe de
contraintes obtenu est soluble. Pour cela, un algorithme, fondé sur un calcul de cléture, sera
fourni au chapitre 7.

Une régle est associée a chaque construction syntaxique; de plus, la régle (SuB), dite
«régle de sous-typage», permet de remanier le schéma de types a tout instant, de facon
extrémement flexible, puisqu’elle utilise toute la puissance de la relation de comparaison
polymorphe entre schémas de types. En particulier, cette régle autorise des a-conversions
arbitraires, conformément au fait que toutes les variables d’un schéma de types sont considé-
rées comme universellement quantifiées. Par ailleurs, toutes nos méthodes de simplification
se présenteront sous la forme d’algorithmes acceptant un schéma o et produisant un schéma
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dom(A) = dom, (")
(VAR)
F'Fz:A= A(z) | C
lift,I);zFe: (Az:7)=>7"|C
(ABS)
F'FXze: A= (r—-1)|C
F'rep: A= (p—1)|C F'Fey:A=>mn | C
(Arp)
F'kteex:A=71|C
NX)=o0
_ (LETVAR)
''FX:o
I'ke:o; F;XZO'1|_622A2:>T2|02
o1 SVA2:>T|CQ
(LET)
I'FletX =e€;in 622A2=>T2|02
lkte:o o <o
(SuB)
Fke:o

FiG. 5.1: Régles de typage

o' équivalent ; une simple application de la régle (SUB) sera donc suffisante pour en justifier
la correction. Bien sir, en contrepartie, la puissance de la régle (SUB) est génante dans la
preuve de correction du typage : & cause de cette régle, il est trés difficile de montrer direc-
tement la stabilité du typage par réduction. Aussi serons-nous amenés, pour les besoins de
la démonstration, & introduire un second jeu de régles, appelées régles de typage «simples»,
ou la régle de sous-typage est sensiblement affaiblie.

Ces régles de typage sont trés voisines de celles de Trifonov et Smith [49]. Les différences
principales résident dans le traitement du A-lifting, dont nous donnons une description plus
lourde mais mieux adaptée a la preuve de stabilité du typage par réduction, et dans la
formulation de la régle (LET).

Le premier de ces points a été mentionné dans la section 5.2, ol nous avons briévement
décrit les différences entre les deux présentations possibles du A-lifting. Cependant, nous
n’avons pas abordé le principe méme du A-lifting, c’est-a-dire la facon dont ce mécanisme
permet d’obtenir un systéme de typage au comportement similaire & celui de ML, tout
en manipulant exclusivement des variables universellement quantifiées. Donnons donc brié-
vement un exemple de son fonctionnement. La question est : comment attribuer un type
«monomorphe» a une expression, quand on ne dispose que de variables universellement
quantifiées 7 Nous allons y répondre, de fagon légérement informelle. Considérons I’expres-
sion

Ar.letY =zin (V,Y)

Typons cette expression en ML. Le type de Y est une variable monomorphe «. Les deux
utilisations de Y ne donnent donc lieu & aucune instantiation, et le type de l’expression est
a — «a X a. Dans notre systéme, au contraire, le type de Y est (z : ) = «, d’apreés la
régle (VAR). Ici, a est (implicitement) universellement quantifiée. Les deux utilisations de
Y pourraient donc donner lieu, si on était libre d’utiliser la régle (SUB) pour effectuer des
renommages, & deux schémas (z : ) = 8 et (z : v) = ~. Cependant, la régle de typage
des paires exige que ses deux branches partagent un méme contexte. (Notre langage ne
contient en fait pas les paires; mais la régle de construction des paires peut se dériver de
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la régle d’application, dans laquelle on retrouve cette méme condition : les deux branches
doivent utiliser le méme contexte A.) Nécessairement, 8 et v sont donc une seule et méme
variable, et le type de la paire (Y,Y) est (z : 8) = 3 x 8. Une fois la M\-abstraction effectuée,
I’expression compléte regoit le type 8 — [ x [, comme attendu. En résumé, toutes les
variables apparaissant dans le contexte se comportent en fait de fagon monomorphe; cela
provient de la condition de partage des contextes imposée a chaque fois que deux branches
de l’arbre d’inférence se rejoignent. Le systéme est donc correct, mais parvient & éliminer la
notion de variable non quantifiée.

Le second point est la formulation de la régle (LET). Trifonov et Smith [49] proposent
une régle plus simple, qui s’écrit

I'ke:or X :0o1Fes:oo

(LET?)
I'Flet X =¢;in €3 : 09

Cette régle est d’une élégante simplicité. Malheureusement, elle est incorrecte vis-a-vis de
la sémantique d’appel par valeur. Le probléme se manifeste lorsque la variable X n’est pas
utilisée dans l’expression es. Par exemple, dans I’expression

Ar.let X =z +1in x

la variable X recoit le schéma (z : int) = int, qui rend compte du fait que z est nécessai-
rement un entier. Cependant, X n’étant pas utilisée dans le corps de la construction let,
cette information est perdue, et ’expression compléte obtient le schéma de types a — «,
qui est incorrect. Pour éviter ce probléme, Trifonov et Smith [49] proposent de remplacer la
construction let X = e; in es par let X = e; in (A_.e2) X lorsque X n’apparait pas dans
e>. On ajoute ainsi explicitement une occurrence de X, qui n’a pas d’effet sur la sémantique
mais conduit & un typage correct. Cette solution est acceptable en pratique, mais encore
une fois, se préte mal aux preuves de stabilité du typage par réduction. Aussi préférons-nous
introduire une régle (LET) légérement plus lourde, mais correcte. Pour expliquer la formula-
tion de celle-ci, il suffit de remarquer qu’elle correspond exactement & ce que ’on obtiendrait
si on utilisait les régles (LET’), (SUB), etc. pour typer l’expression let X =e; in (A_.e2) X.

5.4 Regles de typage «simples»

Les régles de typage introduites précédemment sont puissantes. En particulier, la régle
(SuB), basée sur la relation de comparaison polymorphe entre schémas de types, est trés
flexible. Paradoxalement, cela est génant lorsque ’on désire montrer la correction du systéme
de typage vis-a-vis de la sémantique. En effet, la régle (SUB) est si puissante que sa correction
n’est pas immédiate ; le probléme se manifeste principalement lors de la preuve du lemme
de B-réduction.

Les régles d’inférence, que nous allons bient6t introduire, sont moins flexibles ; en par-
ticulier, elles ne possédent pas d’analogue a la régle (SuB). On pourrait donc imaginer de
prouver la correction des régles d’inférence et d’en déduire ensuite celle des régles initiales.
Cependant, les régles d’inférence sont relativement complexes, car elles doivent décrire avec
précision lalgorithme d’inférence ; la preuve de correction en serait inutilement compliquée.

Nous introduisons donc ici un troisiéme jeu de régles, dites «simples», données par la
figure 5.2 page suivante. Elles sont aussi simples d’expression que les régles de typage, mais
moins puissantes, car elles n’utilisent pas la comparaison polymorphe entre schémas.

Ce nouveau jeu de régles est écrit a partir de la remarque suivante. La régle (SuB) ori-
ginale a deux vocations principales : le renommage d’un schéma de types et la modification
de son graphe de contraintes. (Une troisiéme, et fondamentale, utilisation de la comparaison
polymorphe entre schémas est la simplification du schéma de types; mais celle-ci ne nous
intéresse pas ici puisqu’elle n’affecte pas ’ensemble des programmes typables.) Ces deux
utilisations peuvent étre séparées et décrites de fagon plus élémentaire. Le renommage peut
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dom(A) = dom, (T")
(VARs)
FFsaz:A= A(z) | C
lift,(T);zFse: (A;z:m)=>71|C
(ABSs)
FtsAze: A= (r—>1)|C
F'Fser:A=>(—1)|C Fksex:A=>mn | C
(Appg)
Fkseres: A=>1|C
I'X) =0 renommage de o
) P & (LETVARs)
I'ks X : p(o)
I'kFsel:og F;X201F5622A2§72|02
o1 Sm A2 =T | Cz
(LETS)
I'kglet X =¢;in 62:A2:>T2|02
I'ktse:o o <mg'
(Suss)
I'kge:o

FiG. 5.2: Reégles de typage «simples»

étre explicitement intégré a la régle d’accés a ’environnement (LETVARg). La modification
du graphe de contraintes peut étre réalisée a l’aide d’une régle (SuBg) affaiblie, dans la-
quelle la comparaison polymorphe entre schémas est remplacée par une comparaison dite
monomorphe, définie comme suit.

Définition 5.8 La comparaison monomorphe entre schémas de types, notée <™, est définie
comme suit. Etant donnés deux schémas de types 01 = (A; = 11 | C1) et 09 = (Ay = 72 |
Cs), o1 <™ 09 ssi

Cy ||'01+(A1 = T1 SAQﬁTz)

Lemme 5.1 o1 <™ o9 implique o1 <¥ 0.

Démonstration. Supposons o1 <™ 05. Soit py une solution de Cs. Alors, d’aprés la définition
de l'implication de contraintes, ps satisfait également C; et 4y = < Ay = 7. Par
conséquent, p, est un témoin de l'assertion o; <" o. O

Notons que la régle (SUBg) est celle que 'on trouvait dans [43] (modulo 'utilisation du
A-lifting).

5.5 Reégles d’inférence

Les régles de typage présentées précédemment ne définissent pas directement un algo-
rithme. Premiérement, elles ne sont pas dirigées par la syntaxe, puisque la régle (SUB) peut
étre appliquée a tout moment. Deuxiémement, la régle (APP) impose des contraintes de
partage entre ses prémisses : A, 1 et C' apparaissent dans les deux prémisses. Cela nécessite
de faire a ’avance le bon choix lorsque 'on applique la régle (VAR).

Nous donnons ici un jeu de régles d’inférence de types. Celles-ci sont dirigées par la
syntaxe et ne présentent aucune contrainte de partage. De plus, le mécanisme de création de
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agF A = single, o, 7)(T)
[FlThrz:[FU{a}|]A=>a |2

(VARp)

[F]lift,(T);zFre: [F(Az:7)=>71|C
[FITh Aze: [F'1A=>(r—>1)|C

(ABS[)

[F]FI—I elt[F’]AlﬁTl |Cl
[F’]F"IGQZ[F”]A2=>T2|CQ agF”

[F]Tkreies: [F"U{a}] (A1NA)=a|C
ot C=(CLUCy)+(n <1 —a)

(Appy)

NX)=0 p renommage de o im(p)NF =0
[FITFi X : [FUim(p)] p(o)

(LETVARy)

[F]FI—I elt[F’]AlﬁTl |Cl
[F'] F;X:Al =>T1|01 "IGQS[F”] A2:>T2|02

[F]Fl—[ let X =e;in ey : [F”] (A1|_|A2) = T2 | C1 Uy

(LETYT)

Fia. 5.3: Régles d’inférence de types

« variables fraiches » y est explicitement spécifié. Nous vérifierons que gréce a ces propriétés,
les régles d’inférence décrivent directement un algorithme.

Remarquons que si nos régles de typage sont trés proches de celles de Trifonov et
Smith [49], nos régles d’inférence présentent des différences plus sensibles. En effet, nous
les formulons de fagon plus rigoureuse, décrivant ainsi directement un algorithme. De plus,
elles seront raffinées & deux reprises, aux chapitres 6 et 12, de fagon a respecter certains
invariants.

Les régles d’inférence sont données par la figure 5.3. Commentons les modifications ap-
portées par rapport aux régles de typage. (On ignorera pour l'instant les annotations de la
forme «[F]».) De fagon synthétique, I'unique différence fondamentale est la disparition de
la régle de sous-typage, qui a été combinée avec la régle d’application.

— La régle (VAR;) place 'hypothése x : @ dans le contexte. Sous cette hypothése, 'ex-
pression = a le type a. Les variables autres que x ne sont pas utilisées, et recoivent
donc le type T dans le contexte inféré.

— Laregle de A-abstraction type le corps de I’abstraction dans un environnement étendu.
Notons que ce nouvel environnement n’associe pas d’information de type a la variable
z. A l'inverse, c’est dans le contexte inféré que ’on trouve quel type 7 est attendu pour
x. La régle (ABSy) retire ce type du contexte et le fait passer a4 gauche du symbole —.
Cette régle est essentiellement identique & (ABS).

— La régle (Appp) infére séparément un schéma de types pour chacun des deux com-
posants de I’expression. Puis, elle réunit leurs exigences en calculant l'intersection de
leurs contextes et I'union de leurs graphes de contraintes (en l’occurrence, il s’agit
d’une simple union au sens de la théorie des ensembles, puisque les graphes ne par-
tagent aucune variable de types, comme nous le verrons plus loin). Ensuite, elle ajoute
la contrainte 7; < 175 — . Pourquoi? Le type inféré pour 'opérande gauche est 7.
Par ailleurs, cet opérande se voit passer un argument de type 73, et doit renvoyer un
résultat de type «, puisque tel est le type choisi pour ’expression compléte. Donc,
lopérande gauche a le type 71, mais est utilisé avec le type 72 — «. Grace au sous-
typage, il n’est pas nécessaire d’exiger que ces deux types soient égaux; il suffit de
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demander que le premier soit sous-type du second, ce que nous effectuons en ajoutant
la contrainte appropriée au graphe de contraintes.

— La régle (LETVAR;) est essentiellement identique a la régle (LETVARg) : elle décharge
le schéma de types de ’environnement, et en fait une copie de facon a permettre le
polymorphisme. Cette opération de copie doit étre explicitement spécifiée ici, comme
dans les régles de typage «simples», du fait de ’absence de la régle (SuB), qui per-
mettait un renommage a tout moment.

— Enfin, la régle associée a la construction let a été modifiée de facon similaire & la
régle d’application, c’est-a-dire qu’elle calcule l'intersection des contextes et 1’union
des graphes de contraintes des deux branches. L’équivalent de cette opération était
effectué, dans la régle (LET) initiale, par la troisiéme prémisse. Rappelons que celle-
ci s’obtenait naturellement en typant l’expression let X = e; in (A_.ez) X a laide
d’une régle (LET’) simplifiée. Il en va en fait de méme ici : on peut dire que les opé-
rations d’intersection des contextes et d’union des graphes de contraintes proviennent
essentiellement de la régle (Appy) utilisée pour typer 'application (A_.e2) X.

Nous pouvons maintenant expliquer les annotations «[F]». Les jugements d’inférence

sont de la forme
[F]Tkre:[F'o

Le lecteur 'aura deviné, ces annotations servent & traiter explicitement la question des
variables «fraiches». F' et F' sont des ensembles (finis) de variables de type qui ont déja été
utilisées et ne doivent pas étre réutilisées. F' est un argument de l’algorithme d’inférence,
tandis que F’ en est un résultat. Grace a ces annotations, les variables fraiches sont traitées
de facon entiérement formelle. Bien que relativement lourdes, elles sont trés simples d’usage.
Rappelons que toute a-conversion implicite des schémas de types est interdite. Cela est
nécessaire pour donner un sens a ces annotations, et cela permet aux régles d’inférence de
refléter trés fidélement I'implémentation.

F' étant, par hypothése, I’ensemble de variables de type «sales», choisir une variable
«fraichey revient simplement & la choisir en dehors de F'; d’oul les prémisses de la forme
a ¢ F. En contrepartie, une fois qu’une variable fraiche « a été utilisée, elle ne peut plus
étre réutilisée ailleurs ; le nouvel ensemble de variables «sales» sera donc F'U {a}.

Notons que dans la régle d’application (APPp), ’ensemble de variables sales F’, ob-
tenu en résultat de la premiére prémisse, est passé en argument & la seconde prémisse.
(La régle (LET]) procéde de fagon similaire.) En conséquence, deux sous-arbres distincts
de larbre d’inférence ne partagent aucune variable de types. Cette propriété, formalisée
par le lemme 5.2 plus loin, est une différence importante vis-a-vis d’un systéme d’inférence
classique comme celui de ML, ot1 I’environnement est est un argument partagé par des sous-
arbres distincts. Ici, au contraire, le contexte est un résultat et il n’y a aucun partage. Cette
propriété est essentielle pour la simplification de schémas de types, puisqu’elle nous permet
de travailler uniquement sur des schémas de types sans variables libres. Ainsi, la simplifica-
tion ne s’intéresse qu’a un unique schéma, et n’a pas a prendre en compte un environnement
de variables partagées.

Pour conclure l'exposé des régles d’inférence, donnons un exemple de leur fonctionne-
ment.

Exemple. On désire inférer le schéma de types du A-terme Afz.f (f z), qui compose une

fonction f avec elle-méme. Le terme étant une M\-abstraction par rapport aux deux variables f

et x, la dérivation se terminera par deux instances de la régle (ABSj) ; le corps du programme,

c’est-a-dire ’expression f (f x), devra donc étre typé dans environnement I' = (&; f; z).
On utilise d’abord la régle (VAR) pour typer la premiére occurrence de f :

@ITFrfi[{u}] (@ f:v2:T)=0 |2

Puis, on fait de méme pour la seconde occurrence de f et pour I’occurrence de x. On prend
)
garde, & chaque fois, & garder trace de ’ensemble de variables «sales» fourni par les calculs
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précédents ; ainsi, on obtient toujours des variables fraiches.

[T k1 f i [{v, 0] (@ f i :T) =0y | @
{v1,v2}] T br @ [{or, 02,03} (@5 f : Tyw:vg) = v3 | @

On peut alors utiliser la régle (ApPr) pour typer 'application (f x). Celle-ci engendre une
premiére contrainte de sous-typage. (Pour plus de briéveté, on représente ici le graphe de
contraintes par un ensemble.)

Ko} T k1 (fz) : [{v1,v2,v3,04}] (B f : 0252 1 v3) = va | {v2 < vz — va}
Cela fait, on passe a la seconde application, qui engendre une nouvelle contrainte :

BT f(fx): [V](@;f:vaNMuesz:vg) = vs | C
ouV = {’l}l,'[}Q,U3,U4,U5}

et C ={vy <vs = vy, v <vq4— 05}

On peut maintenant appliquer deux fois la régle (ABSy), qui retire la derniére entrée du
contexte et ’utilise pour créer un type de fonction :

] (@, f) Fr Ae.f (fx): [V](@;f:v1Muve) = vs = us | C
Bl L Afz.f(fz):[V]2 = (11MNve) 5 v3 > v | C

Pour vérifier que le A-terme est bien typé, il ne reste plus qu’a vérifier que le graphe de
contraintes C' admet une solution, ce qui est immédiat, puisqu’il est clos. Une fois prou-
vée la sireté du typage, nous aurons donc la garantie que ce programme ne provoque pas
d’erreur d’exécution. Notons que le type inféré n’est pas trés lisible, ce qui indique qu’une
simplification est nécessaire. Une fois appliquées nos méthodes de simplification internes
(canonisation, dépoussiérage) et externes (c’est-a-dire uniquement destinées & l’affichage, cf.
section 15.2), nous obtiendrons le jugement de typage

GFA2.f(f2): (@ B) = (a— B) | {B < a}

qui fournit une spécification claire de notre A-terme : il attend une fonction pouvant étre
composée avec elle-méme (comme l'indique la contrainte 8 < «), et renvoie une fonction du
meéme type.

5.6 Equivalence des trois jeux de régles

Dans cette section, nous montrons que les trois systémes présentés plus haut sont équi-
valents. Cela implique, en particulier, qu’ils acceptent le méme ensemble de programmes.
Plus précisément, nous vérifions que chaque systéme est correct et complet vis-a-vis de ceux
qui le précedent. Nous en déduisons que dans le systéme de typage original, toute expression
admet un type principal, lequel est calculé par I’algorithme d’inférence.

L’équivalence des trois systémes se résume en trois théorémes : correction des régles de
typage simples vis-a-vis des régles de typage, correction des régles d’inférence vis-a-vis des
régles de typage simple, et complétude des régles d’inférence vis-a-vis des régles de typage.

Théoréme 5.1 Les régles de typage simples sont correctes vis-a-vis des régles de typage ;
c’est-a-dire,
I'kFge:o

implique
'kte:o
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Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation hypothése. Il y a un cas par
régle de typage simple. Les cas (VARg), (ABSs) et (APPg) sont immeédiats. Le cas (LETVARg)
découle de la remarque que pour tout renommage p, on a o <" p(c); le but peut donc étre
obtenu en faisant suivre (LETVAR) par une instance de (SuB). Les cas (LETg) et (SUBg)
découlent du fait que la relation <™ est incluse dans <V (lemme 5.1). |

Théoréme 5.2 Les régles d’inférence sont correctes vis-a-vis des régles de typage simples ;
c’est-a-dire,
[F]TFie:[F'o

implique
'kse:o

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation hypothese. Il y a un cas par
régle d’inférence. Chacun des cas reprend exactement les notations de la figure 5.3, ce qui
nous permet d’omettre ’hypothése.

— (VARy) 1 suffit de vérifier que le contexte single(, o 7)(I') a pour domaine dom(I'),
et que sa valeur en x est a, ce qui est immédiat d’aprés la définition 5.6.

— (ABsy) Immédiat en appliquant ’hypothése d’induction & la prémisse et en appliquant
(ABSS).

— (Aprpp) En appliquant ’hypothése d’induction & chacune des prémisses, nous obtenons
F'kse : Ay = n | Cr et I kg ey 1 A2 = 7 | Cy. Par concision, définissons
A=A1NAyet C=(CrUCy) + (1 <72 — a). Il est alors aisé de vérifier que

A1$T1|01§m14$7’2—>a|0
A2$T2|CQSmA$T2|C

Cela nous permet d’appliquer deux fois (SUBg) :

Fl—s€1:A1$T1|Cl

F"S@liAﬁTz—)a|C

FF5622A2:>T2|02
F|—5623A=>T2|C

Nous pouvons alors conclure par

Fbsegp: A= —a|C FFsey:A=>n | C
Fkseres: A= al|C

(APPs)

— (LETVAR) Immédiat.
— (LETy) Similaire au cas (APPy). |

Avant de démontrer le théoréme de complétude, nous devons introduire quelques lemmes
techniques. Le premier formalise I'utilisation de F' et F’ pour la gestion des variables fraiches.

Lemme 5.2 Si [F| T tre: [F'] o, alors fv(e) C F'\ F.
Démonstration. Induction aisée sur la structure de la dérivation hypothése. a

Le lemme suivant établit que si une expression est typable dans un certain environnement,
alors elle est a fortiori typable dans tout environnement plus fin.

Lemme 5.3 Sil'Fe:o et " <"T, alorsI'Fe:o.
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Démonstration. (Précisons qu’il s’agit ici d’'une comparaison définie point par point, entre
environnements de méme domaine.) Par induction sur la structure de la dérivation hypo-
thése. Détaillons le cas

~ (LETVAR) Nous avons ['(X) = ¢. Puisque I'" <Y T, ceci implique I'(X) = o’ ou
o' <¥ . Nous pouvons écrire
M'X)=o
—— (LETVAR)
I'-X:o

et conclure par

Les autres cas sont immeédiats. a

Nous pouvons maintenant établir le théoréme principal :

Théoréme 5.3 Les régles d’inférence sont complétes vis-a-vis des régles de typage. C’est-
a-dire, si
'kFe:o

alors, pour tout F C V fini, il existe un F' CV fini et un schéma o' <" o tels que
[F]TFre:[F]o

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation hypothese. Il y a un cas par
régle de typage. Chacun des cas reprend exactement les notations de la figure 5.1, ce qui
nous permet, d’omettre ’hypothése.
— (VAR) Soit a ¢ F'; soient F' = F U {a}, A" = single, o, 1)() et o' = A" = a | @.
Alors
agF A" = single(, o,1)(I)

[F]TFrx:[F']o

(VAR))

Il reste a vérifier que o' <Y A = A(z) | C. D’apreés la définition de la comparaison
entre schémas, et d’apreés la définition 5.6, cette assertion est équivalente a : pour toute
solution p de C, il existe une substitution brute p’, de domaine {a}, telle que p(A(z)) <
() et p'(a) < p(A(z)). Assertion vérifiée, le témoin étant p' : a — p(A(x)).

— (ABSs) En appliquant ’hypothése d’induction & la prémisse, nous obtenons

[F]lift,(D);z Fre: [F'] oo

ot g <" (A;z : 7) = 7' | C. 0p est donc nécessairement de la forme (Ag;z : 79) =
74 | Co. Nous pouvons écrire

[F] lift, (T);2 by e : [F'] (Ag;2 : 10) = 75 | Co
[F]1T k1 Az.e : [F'] Ag = 190 = 74 | Co

(ABsy)

Il reste & vérifier que
Ag=>m0—=1|Co<M AT =1|C
qui découle aisément de notre hypothése

(Ag; :10) = 75 | Co < (Asz:m)=>7"|C
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(AppP) L’hypothése d’induction, appliquée a la premiére prémisse, donne [F] T Fy e; :
[F'] o} ot o} <Y A= 7 — 7| C. En appliquant ’hypothése d’induction & la seconde
prémisse (cette fois avec F' en entrée, au lieu de F'), on obtient [F'] T b1 es : [F"] 0},
ot 0y <V A= 1| C. Pour i € {1,2}, le schéma ¢} est de la forme A; = 7/ | C!. Soit
a ¢ F'". Nous pouvons écrire

[F]T Fyey: [F'] o} [F'|T Frey: [F"] o) a g F"
[FlTFreres: [F"U{a}] A" = a|C’

(Appy)

ou A'=A1NA, et C'=(C]UCY) + (11 <75 — «). Il reste & vérifier que
A=a|C<NA=sT|C

Soit p une solution de C. D’aprés les deux assertions de comparaison de schémas
établies ci-dessus, il existe des solutions p} de C}, pour i € {1,2}, telles que

PLA =) <p(A=1 —7)
Py (A = 73) < p(A = 72)

A présent, deux applications successives du lemme 5.2 montrent que fv(oy), fv(oz)
et {a} sont disjoints deux & deux. Par conséquent, il existe une substitution p' qui
coincide avec p} sur fv(o;) pour i € {1,2} et dont la valeur en « est p(7). Nous allons
maintenant vérifier que p’ est le témoin désiré, c’est-a-dire que p’ est solution de C' et
que

p(A = a)<p(A=r1)
Pour i € {1,2}, p' satisfait C] car elle coincide avec pj sur fv(o;). De plus, nous avons
Pi(r]) < p(re — 1) et ph(15) < p(72). En combinant ces inéquations, nous obtenons
#(r]) < ph(rd) = p(r). Puisque p(r) = p' (@), ceci west autre que p(r{) < /(73 — a),
ce qui signifie que p' satisfait 1 < 7, — . Nous avons vérifié que p' est une solution
de C".
Nous avons p(A4) < pi(A}) et p(A) < ph(A}). Ceci peut étre réécrit en p(A4) < p'(A})
et p(4) < p'(AL), qui impliquent p(A) < p'(A'), puisque A’ = A} N A). Finalement,
p'(a) < p(7) est satisfait par définition de p'.
(LETVAR) Nous avons I'(X) = o. Soit p un renommage de o tel que im(p) N F = .
Alors

'X)=o p renommage de o im(p)NF =0
[FIT b1 X : [F Uim(p)] (o)

(LETVARy)

Il reste & vérifier que p(c) <" o, ce qui est immédiat puisque 1’a-conversion est conte-
nue dans la relation d’équivalence entre schémas de types.

(LET) En appliquant ’hypothése d’induction & la premiére prémisse, nous obtenons
[F]T ke : [F'] o}, ot 0 <Y o1. En appliquant le lemme 5.3 & la seconde prémisse,
nous obtenons I'; X : o] F e2 : Ay = 75 | C2. En appliquant ’hypothése d’induction a
ce jugement, on obtient [F'] T; X : o} Fy ey : [F"] 0}, ot 0 <Y Ay = 7 | C. Nous
pouvons alors écrire

[F]T Frey: [F'] o} [F1T;X : 0] Fres:[F"] o}

— s - " ! ! ! ! ! (LETI)
[FIT Filet X =ejin ey : [F"] (A] NAL) = 7 | CLUC,

ou o} = (A} = 7/ | C}) pour i € {1,2}. Il reste & vérifier que
(AT MAY) =7, [ CLUC) <V Ay = 75 | Cs
De o} <" g et de la troisiéme prémisse, on déduit, par transitivité de <", que o} <

Ay = T | Cy. Par ailleurs, rappelons que o), <V Ay = 7 | Cy. Le résultat en découle
aisément (modulo, comme dans le cas (APp), une application du lemme 5.2).
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"

— (SuB) Une application de I’hypothése d’induction donne [F] T’ 1 e : [F'] ¢”, ou

0" <Y ¢. Par ailleurs, nous avons o <" ¢', d’ott ¢" <Y ¢' par transitivité de <V. O

Le théoréme de complétude indique que si un programme est typable et admet un typage
o, alors il existe une dérivation, écrite & ’aide des régles d’inférence, qui fournit un typage
plus fin. Cet énoncé peut étre renforcé en remarquant que les régles d’inférence sont détermi-
nistes, c’est-a-dire que deux dérivations d’inférence quelconques (pour le méme programme)
fournissent des schémas de types équivalents :

Lemme 5.4 Si [F{]|T Fre: [F]] oy et [Fo] T by e: [Fy] o2, alors o1 =" 0.
Démonstration. Laissée au lecteur. O
Voici alors I’énoncé amélioré :

Théoréme 5.4 Soient I' un environnement et e une expression. Alors,

- soit e n'est pas typable dans I'. Alors il n’existe aucune dérivation d’inférence pour e
dans T'.

— soit e est typable dans I'. Alors il existe une dérivation d’inférence pour e dans T ; de
plus, toute dérivation de la sorte produit un schéma de types optimal pour e dans T,
au sens de la relation <V.

Démonstration. Si e n’est pas typable, alors il ne peut exister aucune dérivation d’inférence,
sans quoi la correction des régles d’inférence vis-a-vis des régles de typage serait contredite
(celle-ci s’obtient par combinaison des théorémes 5.1 et 5.2).

Sinon, nous avons I' F e : o pour un certain schéma de types . D’aprés le théoréme 5.3,
il existe une dérivation d’inférence

[@]TFre: [F'] o

oo <"g.

Soit o' tel que I' F e : ¢". Alors, on peut appliquer le raisonnement ci-dessus a o''.
Mais, d’aprés le lemme 5.4, toutes les dérivations d’inférence pour e dans I' produisent des
schémas de types équivalents & ¢’ ; il en découle que o' <Y ¢”. Par conséquent, o' est un
schéma de types optimal pour e dans I'. a

Ce dernier théoréme indique que les régles d’inférence décrivent directement un algo-
rithme d’inférence, dirigé par la syntaxe. L’algorithme rejette le programme si celui-ci n’est
pas typable, et produit un typage optimal dans le cas contraire.

5.7 Correction du typage

Il nous reste & montrer que le systéme de typage est sain, c’est-a-dire qu’un programme
bien typé ne peut provoquer d’erreur & ’exécution. Dans un premier temps, nous définissons
formellement la notion d’exécution en fournissant une sémantique opérationnelle de notre
langage. Ensuite, nous démontrons que la réduction préserve le typage, et nous en déduisons
la correction du systéme de typage.

5.7.1 Sémantique opérationnelle

Une sémantique opérationnelle & petits pas consiste simplement en une description syn-
taxique de l’exécution des programmes, c’est-a-dire un ensemble de régles de réécriture sur
les programmes. Les deux régles fondamentales sont la réduction des rédex 3 et let. On y
ajoute une régle de réduction sous contexte, laquelle spécifie la stratégie d’évaluation ; nous
utilisons ici une stratégie par valeur.
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Définition 5.9 Les valeurs forment un sous-ensemble des expressions irréductibles, défini
par

v = Ax.e

Notre langage étant réduit au A-calcul pur, on notera que les expressions irréductibles
sans variables libres coincident ici avec les valeurs. Cela n’est pas vrai dans des langages
plus riches ; par exemple, si I’on ajoute des constantes entiéres au langage, alors ’expression
2 (Az.x) est irréductible, mais n’est pas une valeur ; elle correspond a une erreur d’exécution.
Dans notre langage restreint, aucune erreur d’exécution n’est possible. Cependant, cela
n’affecte en rien la preuve de stabilité du typage par réduction ; aussi n’avons-nous pas jugé
nécessaire d’enrichir le langage. L’ajout de constantes au langage sera briévement évoqué
lors de la preuve de correction du typage (cf. théoréme 5.6).

Définition 5.10 La substitution sans capture d’une variable x par une expression €' dans
une expression e, notée [e'[z]e, est définie par

[€/x]x=¢
€'/z]y =y
[e'/z] X =X

[€/x] \v.e = \x.e
[€'/x] A\y.e = \y.[¢'/x] e
[€'/z] (e1 e2) = ([e'/z] e1) ([ /2] €2)
[€'/z] (Let X = e;in e3) = let X = [¢//z]e; in [¢'/x] e
Similairement, la substitution sans capture d’une variable X par une expression € dans une
expression e, notée [e' /| X| e, est définie par

[€/X]z=x
[e'/X]X =¢
€'/X]Y =V

[€'/X])  \z.e = Az.[e'/X] e
[€'/X] (e1 e2) = ([¢'/X]er) ([¢'/X] e2)
[e'/X](let X =e;in e) =let X =[e'/X]e;in e
[€'/X](1letY =ejin es) =letY =[e'/X]e1in [e'/X] e
Définition 5.11 On se munit des régles de réduction fondamentales suivantes :
(Ar.e)v — [v/z]e
let X =vin e — [v/X]e

auxquelles on ajoute une regle dite de réduction sous contexte :
e — €' = Ele] — El¢']

Les contextes de réduction sont définis de fagon a refléter la stratégie d’évaluation par
valeur :

E:=[]|EFe|vE|letX =Fin e

5.7.2 Stabilité du typage par réduction

L’objet de cette section est de démontrer que le typage est conservé par réduction. Il
s’agit d’une section essentiellement technique. Nous conclurons et commenterons le résultat
dans la section suivante.

Enoncons d’abord un lemme de cloture trés simple, qui indique que le typage des termes
clos est indépendant de ’environnement.
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Lemme 5.5 Soit e un terme clos (c’est-a-dire sans variables libres). Soient T', A, 7, C tels
que dom(A) = domy (T"). Alors

Ftse:A=7|C <= BFse:z=>7|C

Nous allons maintenant établir un lemme concernant la stabilité du typage par une
étape de (-réduction. Du fait que nous nous intéressons au systéme de typage «simple»,
doté d’une régle de sous-typage affaiblie, ce résultat est relativement aisé. Il est d’ailleurs
classique; on en trouve ’analogue dans [16], quoique sans démonstration.

Lemme 5.6 Soient e une expression et v une valeur telles que ' Fg e : A = 7| C et
Frsv:@ =Ty | Cy. Soit x € dom(A). On suppose que C I+ Ciy, + (1in < A(x)). Alors

unlift,(T') \ z ks [v/z]e: (A\z)=>7|C

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation de typage de e. Il y a donc
un cas par régle de typage «simple ». Par briéveté, posons I'' = unlift, (T) \ z.

— (VARg) L’expression est une variable. Deux cas se présentent, selon que cette variable
est z ou non.

— e=ux. Alors 7 = A(xz) et [v/z]e = v. D’aprés le lemme 5.5, nous avons
I"Fsv:(A\2) = 7in | Cin
d’ot 'on peut déduire, par (SUBg),
Mtsv:(A\z)=>71|C

—e=y #x. Alors 7 = A(y) = (A \ z)(y), donc la régle (VARg) donne IV kg y :
(A\z)=>1|C.
— (ABsg) L’expression e est de la forme Ay.a, et sa dérivation de typage se termine par
lift,(C);y Fsa: (Ay:m) =7 | C
FFsAya:A=71|C

(ABss)

ol T = 79 — 71. Deux cas se présentent, selon que y est ou non égal & x.

— y = z. La variable x apparait alors deux fois dans l’environnement lift, (T"); z,
dans lequel on a typé la prémisse. La premiére occurrence est donc inutile. Un
lemme de capture (proche parent du lemme 5.5) nous permet de réécrire cette
prémisse

lift, (unlift, (T) \ 2);z Fs a: (A\z;2 :19) = 7 | C

d’ot 'on peut déduire, grace a la régle (ABsgs),
I"FsAzaa: (A\z)=>7]|C
— y # x. Lapplication de ’hypothése d’induction & la prémisse donne
unlift, (lift, (T');y) \ z Fs [v/z]a: (A4 y 1)\ ) =7 | C
Légerement réécrite, cette assertion permet d’appliquer & nouveau (ABSs) :

lifty (I");y bs [v/z]a: (A\z);y :70) = 7 | C
I"kg [v/z]e: (A\z)=>71|C

(ABss)
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(Appg) L’expression e est de la forme e; e2, et sa dérivation de typage se termine par
F|—5612A2>T2—)T|C Fl—seQ:AZ>T2|C
F'kse:A=71|C

(APPg)

Appliquons ’hypothése de récurrence a chaque prémisse, et nous pouvons écrire

I"kg [v/z]er : (A\z)=>m —T7|C
IMFs [v/z]es : (A\z) => 1| C

I'tg [v/zle: (A\z)=>7]|C

(Appg)

(LETVARg) e est une variable X. Le schéma A = 7 | C s’écrit alors p(I'(X)) pour un
certain renommage p. Par définition de I'', on en déduit que p(I'(X)) est précisément
(A\z) = 7| C. On peut donc utiliser (LETVARg) pour obtenir ' Fg X : (4 \ z) =
T|C.

(LETg) L’expression e est de la forme let X = e; in ey, et sa dérivation de typage se
termine par

'kFsei:o X :01Fsex:og
o <mMA=T | C

(LETs)
I‘I—Se:ag

otoy=A=7|C.Notonso; = A4; = 1 | Cy.De oy <™ A= T|C, on déduit
C Ik A(z) < Ai(z). En conjonction avec C I+ Ci, + (1in < A(x)), cela implique
C Ik Ciy + (1in < A1(z)). Nous pouvons donc appliquer ’hypothése d’induction a la
premiére prémisse, ce qui donne

ks [v/x]er: (A1 \z) = | C)
Appliquons a présent ’hypothése d’induction & la seconde prémisse. Nous obtenons
unlift,(T; X : 01) \z ks [v/z]ex: (A\z) =71 |C

Notons que ’environnement utilisé dans cette assertion n’est autre que I''; X : (4; \
x) = 11 | C1. Nous pouvons & présent conclure :

IMFs [v/z]er : (AL \z) =7 | Ch

I'yX:(Ai\z)=>7n|Ciks v/z]les: (A\z)=>71|C
(A \z)=>7n |CL <" (A\z)=>T|C

(LETS)
I"tg [v/zle: (A\z)=>7]|C
(SuBg) La dérivation de typage de e se termine par
Phge:A'=1"|C A=r1C<"A=>71|C
(Suss)

Fkse:A=1|C

La deuxiéme prémisse, en conjonction avec ’hypothése C IF Ciy, + (1in < A(2)), im-
plique C I+ Ci,+ (1in < A'(z)). Nous pouvons donc appliquer ’hypothése de récurrence
a la premiére prémisse. Nous concluons alors comme suit :

I"kg [v/z]le: (A" \z)=>T1"|C'
A\z)=71|C" <" (A\z)=>71|C

I"kFg [v/z]e: (A\z)=>71|C

(Suss)

Ceci conclut le lemme de g-réduction. a
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Nous désirons maintenant établir un résultat similaire vis-a-vis de la let-réduction.
Commencons par établir un lemme de renommage des variables de types. L’énoncé est
similaire & celui que I'on trouve dans la théorie de ML, mais la démonstration en est quasi
triviale, grace a notre traitement plus simple de la quantification.

(Notons que ce lemme est immédiat dans le cas des régles de typage, puisque la com-
paraison polymorphe entre schémas de types contient les renommages. Mais nous nous
intéressons ici aux régles de typage dites «simples», lesquelles sont moins puissantes ; une
démonstration par induction est alors nécessaire.)

Lemme 5.7 On suppose I' g e : 0. Soit p un renommage de ' et de o. Alors

p(I') Fs e p(o)

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation hypothése. Il y a donc un
cas par régle de typage «simple».

— (VARg) L’expression e est une variable z, et o est de la forme A = A(z) | C. Une
application de (VARg) montre que p(I') Fg e : p(A) = p(A(x)) | p(C) est un jugement
valide.

— (LETVARg) L’expression e est une variable X, et o est de la forme ¢(I'(X)) ou ¢
est un renommage. Alors le schéma p(o) peut s’écrire pyp L (pI'(X)). pyop ! étant un
renommage de pI'(X), la régle (LETVARg) s’applique et donne p(T') Fg e : p(o).

— (LETg) Ce cas se traite par simple application de ’hypothése d’induction. Nous le
détaillons cependant pour souligner la différence avec le cas du langage ML.

La dérivation de typage de e se termine par une régle de la forme

I'kger:or I'X:o1bses:o
UlfmA?T|C

I'kFse:o

(LETS)

ot o = A = 7| C. 1l se peut que p ne soit pas défini sur fv(oy); on 'étend alors
de fagon a en faire un renommage défini sur fv(oy). Appliquons ensuite ’hypothése
d’induction a la premiére prémisse ; nous obtenons

p(I') Fs €1 : p(o1)
Faisons subir le méme traitement & la seconde prémisse :
p(I); X : plo1) ks ez 2 p(o)
Enfin, de la troisiéme prémisse, on déduit aisément
plor) <™ p(A= T | 0)

Ces trois assertions établies, nous pouvons appliquer (LETg), et nous obtenons le
résultat attendu : p(T) Fs e : p(0).

— Les cas (ABsg), (APPg) et (SUBg) s’obtiennent, de facon similaire, par application de
I’hypothése d’induction. a

Nous pouvons maintenant établir la stabilité du typage par let-réduction :

Lemme 5.8 Soient e une expression et v une valeur telles que I'1; X : ox;s ks e : o et
Shrsv:@=7x|Cx, obox =Ax = 7x | Cx et X ¢ dom(T'2). Alors

[;Te ks v/X]e:o

Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage de e. Les cas non triviaux sont :
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— (LETVARg) Deux cas se présentent, selon que l’expression e est précisément X ou
non. Seul le premier est digne d’intérét; supposons donc e = X. Alors 0 = p(ox)
pour un certain renommage p. Par ailleurs, [v/X]e est égal a v. Par application du
lemme 5.7 & notre deuxiéme hypothése, nous obtenons @ Fs v : @ = p(rx) | p(Cx).
Le lemme 5.5 donne alors I'1; 'y Fg v : p(Ax) = p(7x) | p(Cx) qui est précisément le
résultat attendu.

— (LETg) L’expression e est de la forme letY = e; in es. Sa dérivation de typage se
termine par une régle de la forme

I'; X:ox;IsFse;:oy I'; X:ox;I'5;Y i1 Fsex i o
o <MmMA=T | C

(LETs)
I'; X:ox;Iskse:o

ot 0 = A = 7| C. Par application de I’hypothése d’induction a la premiére prémisse,
on obtient I'y; Ty kg [u/X] e : 01. Il faut & présent distinguer deux cas :

— Y = X. Alors ’environnement qui apparait dans la seconde prémisse ci-dessus
contient deux occurrences de X. D’aprés un lemme de capture similaire au
lemme 5.5), la premiére occurrence est superflue, et 'on a I'1;T; X : 01 Fg es : 0.
On peut alors conclure, en appliquant (LETg) :

[;ToFslet X =[v/X]e1in ex: 0
— Y # X. On peut alors appliquer I’hypothése d’induction a la seconde prémisse,
ce qui donne I'1;T9;Y : 01 Fg [v/X] ez : 0. On peut alors appliquer (LETs), d’ou
I[';TyFsletY =[v/X]erin [v/X]es: 0
Ceci conclut le lemme de let-réduction. m|

Munis des lemmes précédents, nous sommes & présent en mesure de démontrer la stabilité
du typage «simple» par réduction.

Lemme 5.9 Sil'Fse:o0 ete — €, alors'Fg e : 0.

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation de I'assertion e —» €’. Dans
chacun des cas ci-dessous, on supposera que la dérivation de typage de e ne se termine pas
par la régle (SUBg), 'extension au cas général étant ensuite immédiate.

- e = (Ar.a)v et ¢ = [v/z]a. On a mentionné que la dérivation de typage de e ne se
termine pas par la régle (SuBg). Elle est donc nécessairement de la forme

PrsAza:A=>1m—>71|C Frsv:A=1|C
F'Fse:A=71|C

(Appg)

ou o = A = 7 | C. De surcroit, la régle (SUuBg) commute librement avec la régle
(ABsg); on peut donc supposer, quitte a la réécrire, que la dérivation de typage de
Az.a est de la forme

lift,(T);z ks a: (A1) =>71|C
(ABSs)

FksMa:A=>1—>71|C

v étant un terme clos, le lemme 5.5 permet d’écrire @ Fg v : @ = 79 | C. Enfin, notons
que C IF C + (10 < (452 : 19)(x)) — il s’agit d’une tautologie. Nous pouvons donc

appliquer le lemme 5.6. Nous obtenons
unlift, (lift, (T');2) \ z ks [v/z]a: (A2 : 1) \2)=> 71| C

que l'on peut réécrire
Prse:A=>r1|C
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—e=1letX =vin aet e = [v/X]a. La dérivation de typage de e est nécessairement

de la forme
F'Fgov:oy I'X:o1bsa:o
UlfmA?T|C

I'kFge:o

(LETS)

ono =A= 7| C.Notons 07 = Ay = 7 | C;. D’aprés le lemme 5.5, nous avons
@Fsv:@ =1 | Cy. Nous pouvons alors appliquer le lemme 5.8, et nous obtenons

Fhksv/X]a:o

— e = Eleg], e/ = Eleg] et eg — €, out E est un contexte de réduction. L’arbre de typage
de e contient un jugement de typage de eg. En appliquant I’hypothése d’induction &
celui-ci, on le remplace par un jugement identique concernant ej. L’arbre de typage
complet fournit alors une dérivation de I' kg Elep] : 0. O

Finalement, voici le résultat principal de cette section : la stabilité du typage par réduc-
tion, dans le cas des régles de typage originales.

Théoréme 5.5 Sil'Fe:0 ete— €', alorsT e :o.

Démonstration. Supposons I' F e : 0. La combinaison des théorémes 5.3 et 5.2 indique que
les régles de typages «simples» sont complétes vis-a-vis des régles de typage. Par conséquent,
il existe un schéma de types o’ tel que o' <V g et I' kg e : ¢'. Le lemme 5.9 indique alors
que I' kg €' : ¢'. Les régles de typage «simples» étant correctes par rapport aux régles de
typage (théoréme 5.1), ceci implique I' - e’ : ¢'. Par application de la régle (SUB), nous
avons alors I' ¢’ : 0. a

5.7.3 Correction du typage vis-a-vis de la sémantique

Nous avons montré, dans la section précédente, que le typage est préservé par la réduc-
tion. C’est sur ce théoréme fondamental que repose la correction du typage vis-a-vis de la
sémantique. Avant de conclure, il ne reste plus qu’a démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.10 Soient une expression e irréductible et bien typée dans [’environnement
vide, c¢’est-a-dire telle que @ F e : 0. Alors e est une valeur.

Démonstration. Par induction sur la structure du terme e.

— Si e est une variable, alors e ne peut étre bien typée dans ’environnement vide ; cas
éliminé.
— Si e est une A-abstraction, alors e est une valeur.

— Si e est une application e; ey, alors e; est elleeméme irréductible, car [Jes est un
contexte de réduction (définition 5.11). D’aprés ’hypothése d’induction, e; est une
valeur. On en déduit que e; [] est également un contexte de réduction, et que, de
meéme, es est une valeur. Toute valeur étant une A-abstraction (définition 5.9), e est
un (-rédex. e n’est donc pas irréductible ; cas éliminé.

— Si e est de la forme let X = e; in es, alors on montre comme précédemment que e
est une valeur. Par conséquent, e est un let-rédex, donc n’est pas irréductible; cas
éliminé.

La preuve est terminée. En fait, ce résultat est trivial, car le calcul considéré est le
A-calcul pur, dans lequel toute expression close irréductible est une valeur. En d’autres
termes, il n’y a pas d’erreur d’exécution possible en A-calcul pur. Cette proposition devient
non triviale si 'on étend le calcul et le systéme de types considérés. Par exemple, voici ce
que serait la démonstration aprés 'introduction de constantes entiéres et d’un type de base
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int. (On n’ajoute ici aucune primitive de manipulation des entiers. L’intérét pratique de
cette extension est donc limité, mais elle suffit & introduire la possibilité d’erreur.)

Un nouveau cas apparait dans la preuve, celui oul e est une constante. Les constantes
étant des valeurs, le résultat est immédiat. Les autres cas sont inchangés, a ’exception de
celui ou e est une application. Alors, on ne peut plus affirmer que e; est une A-abstraction ; il
faut également examiner le cas ol e; est une constante. Puisque ’application est bien typée,
cette constante a recu, dans l’environnement vide, un schéma de types de la forme @ =
7o = 71 | C. Or, toute dérivation de typage pour une constante entiére est nécessairement
constituée d’une application de la régle de typage des constantes (nouvellement introduite),
éventuellement suivie par une ou plusieurs applications de la régle (SuB). Par conséquent,
nous avons

g=int|@<" @1 =7 |C

Rappelons qu’un programme n’est considéré comme bien typé qu’a la condition (implicite)
que le schéma de types qui lui est associé admette une instance. Dans le cas présent, C
admet donc une solution p. Par définition de la comparaison polymorphe entre schémas de
types, nous avons alors

int < p(19) — p(11)

Or ceci est impossible ; la relation de sous-typage a été définie de sorte que les constructeurs
int et — soient incompatibles. Ce cas est donc éliminé. O

Nous pouvons & présent affirmer que notre systéme de types est sar :

Théoréme 5.6 Soit e une expression bien typée dans l’environnement vide, c’est-a-dire
telle que @ F e : 0. Supposons qu’une évaluation de e termine, c’est-a-dire que e —* €' o
e’ est une expression irréductible. Alors €' est une valeur et a le méme type que e, c’est-a-dire
que I e :o.

Démonstration. L’assertion @+ e’ : o provient du théoréme 5.5. €' est donc irréductible et
bien typée dans ’environnement vide. D’aprés la proposition 5.10, e’ est une valeur (par op-
position & une expression irréductible car erronée, qui constituerait une erreur d’exécution).

O



Deuxiéme partie

Simplification

69






Chapitre 6

L’invariant des petits termes

E COURT CHAPITRE a pour objet de montrer qu’il est possible, sans perte de puis-

sance, d’imposer des restrictions assez fortes sur la forme des schémas de types que

nous manipulons. L’adoption de ces restrictions nous permettra ensuite de simplifier
de fagon significative notre exposé théorique, et d’améliorer 'efficacité de notre implémen-
tation.

L’idée de se restreindre & des petits termes n’est pas nouvelle, au moins du point de vue
théorique. On la trouve, par exemple, dans la théorie de 'unification [31], ot la présentation
du probléme sous forme de multi-équations de profondeur 1 au plus, plutdt que d’équations
entre termes arbitraires, procéde du méme principe. Parmi les travaux plus proches du
notre, ceux d’Aiken et Wimmers [5] et de Palsberg [39] utilisent une convention analogue.
Cependant, il s’agit souvent d’une simple convenance théorique. Ici, 'invariant permettra de
plus de renforcer le partage entre nceuds, par I'intermédiaire de 'algorithme de minimisation,
et est donc utile du point de vue de I'implémentation.

Nous commengons par définir ce que nous appellerons 'invariant des petits termes (sec-
tion 6.1). Puis, nous indiquons comment le faire respecter a faible cotit (section 6.2). De plus,
la section 6.3 décrit un algorithme qui rend tout schéma de types conforme & l'invariant.
Enfin, en section 6.4, nous étudions les bénéfices retirés de ce choix.

6.1 Définition

Commencons par définir ces restrictions. Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la
forme des types utilisés ; nous parlerons donc de termes, plutdot que de types.

Définition 6.1 Un terme est appelé terme feuille ssi sa hauteur est 0 et il n’est pas cons-
truit. De fagon équivalente, ssi il s’obtient par combinaison, a 'aide de U ou M, d’une ou
plusieurs variables de type.

Un terme est appelé petit terme ssi sa hauteur est au plus 1, il est construit, et ses
sous-termes sont des termes feuilles.

Définition 6.2 Un graphe de contraintes C vérifie [’invariant des petits termes ssi pour
tout o € dom(C'), C¥(a) et CT(a) sont des petits termes.

Un schéma de types A = 1 | C vérifie linvariant des petits termes ssi
— tous les types apparaissant dans A sont des termes feuilles ;
— 7 est un terme feuille ;

— C wvérifie Uinvariant des petits termes.

71
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6.2 Mise en ceuvre

Il est tres aisé de faire en sorte que tous les schémas de types produits par nos régles
d’inférence vérifient cet invariant. Un examen des régles montre que seules deux d’entre
elles sont susceptibles de le briser : (VAR) et (ABSy). La premiére introduit un contexte A
associant le type T & toutes les variables autres que z ; il nous suffit de remplacer T par une
variable fraiche . La seconde crée un type construit a ’aide du constructeur — ; il nous
suffit de le déplacer vers le graphe de contraintes a ’aide d’une nouvelle contrainte.

a,8¢F A= single(%aﬂ)(f‘)
[FITkrz:[FU{a,f}] A= a| o

(VAR)

[F]lift,(D);zbre: [F(Az:7)=>7|C agF'
[FIT ki Aze: [FFU{a}]A=a|C+(T—->7T <a)

(ABSI)

F1G. 6.1: Reégles d’inférence, respectant I'invariant des petits termes

Les régles modifiées sont données par la figure 6.1. Dans chaque cas, on vérifie aisément
que le schéma de types produit par la nouvelle version de la régle est équivalent (au sens de
la comparaison polymorphe) a celui produit par 'ancienne. Toutes les propriétés du systéme
d’inférence sont donc conservées.

Théoréme 6.1 Si [F| ' b1 e : [F'] o est dérivable dans le systéme d’inférence de types
modifié, alors o vérifie l'invariant des petits termes.

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation. La preuve est aisée, et laissée
au lecteur. m|

6.3 Normalisation explicite

Il est donc possible de faire respecter 'invariant des petits termes sans pour autant devoir
y consacrer une phase dédiée; il suffit d’utiliser les régles d’inférence modifiées. Néanmoins,
nous allons développer un algorithme de « normalisation », qui & tout schéma de types associe
un schéma équivalent et respectant I’invariant. Du point de vue théorique, ’existence de cet
algorithme confirme que nos restrictions sur la forme des schémas de types ne provoquent pas
de perte d’expressivité. Du point de vue pratique, cet algorithme sera utilisé pour normaliser
les schémas de types fournis par l'utilisateur, par exemple dans les signatures de modules.

Théoréme 6.2 Soit 0 un schéma de types. Alors il existe un schéma de types o', qui vérifie
A\ A

ltnvariant des petits termes, tel que o =" o'.
Démonstration. La preuve est entiérement triviale ; le seul point remarquable est qu’il suffit
d’ajouter des inéquations (par opposition & des équations) au graphe de contraintes. Un
terme apparaissant en position positive (resp. négative) dans le graphe de contraintes est
remplacé par une variable fraiche dont il devient la borne inférieure (resp. supérieure).
Considérons une paire formée d’un pos-type 7 et d’un graphe de contraintes C. Son
pos-masquage est la paire (o, C"), ot a & dom(C) et C' = C + (7 < «). Son neg-masquage
est défini de facon symétrique. Notons que cette opération produit un terme feuille.
Considérons une paire formée d’un pos-type construit 7 et d’un graphe de contraintes
C. Son pos-découpage est la paire

— (7,0C) si 7 est de hauteur 0;
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- (1) = ,C")siT =19 = 11, (13, C") est le neg-masquage de (19, C), et (11,C") est le
pos-masquage de (11,C").
Son neg-découpage est défini de facon symétrique. Notons que cette opération produit un
petit terme.
On définit la relation ~~ entre schémas de types de la fagon suivante. Soit c = A = 7| C
un schéma de types.

1. Si 7 n’est pas un terme feuille, soit (7', C") le pos-masquage de (7,C) ; alors o ~» A =
| C.

2. Si A contient une entrée de la forme z : 7, ol 7, n’est pas un terme feuille, soit
(t2,C") le neg-masquage de (7, C) ; soit A’ identique & A, excepté que l'entrée z : 7,
est remplacée par z : 7., ; alors o~ A' = 7| C'.

3. Si, pour un certain a € dom(C), C*(a) n’est pas un petit terme, soit (7, C") le pos-
découpage de (C*(a), C) ; soit C" identique & C" & I’exception du fait que C"*(a) = 7'.
Alorso ~ A=T1|C".

4. Si, pour un certain o € dom(C), CT(a) n’est pas un petit terme, soit (7/,C’) le neg-
découpage de (CT(a), C) ; soit C" identique & C' & I’exception du fait que C"'T(a) = 7'.
Alorso ~ A=T1]|C".

Nous pouvons & présent vérifier que si o ~» ¢, alors ¢ =" ¢'. Il faut traiter chacun des

cas ci-dessus.

1. Soit p' une solution de C’. Alors p' est également solution de C, car C' contient C.
Nous prétendons que p' est un témoin de P’assertion o <¥ ¢'. Il suffit de vérifier que
P () < p'(7"), ce qui est vrai car C' contient la contrainte 7 < 7'.
Réciproquement, soit p une solution de C. Soit p' 'extension de p qui & 7" associe p(7)
(7" est une variable de types). Alors p’ est solution de C', car la contrainte 7 < 7'
est satisfaite par égalité. p’ est témoin de 'assertion o’ <" o, car p/(7') < p'(7) est
également vérifiée.

2. Les autres cas sont basés sur le méme principe, et laissés au lecteur.

On vérifie aisément qu’étant donné un schéma de types o, toute séquence de réécriture
selon ~ ayant pour origine ¢ est finie. En effet, I’étape 1 ne peut étre appliquée qu’une fois,
I’étape 2 une fois par élément de A ; quant aux étapes 3 et 4, elles font décroitre strictement
le nombre de sous-termes qui violent l'invariant dans le graphe de contraintes.

Enfin, tout schéma de types o’ en forme normale vis-a-vis de ~» vérifie 'invariant des
petits termes. L’algorithme de normalisation consiste donc a appliquer ~» autant de fois que
possible. O

Exemple. Considérons le schéma de types
(Tiz:a—=B)=>a—->T

Il ne respecte pas I'invariant des petits termes, car des termes construits apparaissent dans
son contexte et dans son corps. L’algorithme décrit ci-dessus remplace ces termes par des
variables fraiches, tout en ajoutant les contraintes appropriées. On notera que le terme
a — T n’est pas un petit terme, et doit donc lui-méme étre décomposé. On obtient ainsi

(@iz:y)=d|[{y<a—=8,a—2>e<s T <e}

6.4 Conséquences

Le bénéfice le plus évident de l’invariant des petits termes est la simplification qu’il
apporte au niveau de la théorie. La structure des schémas de types étant & présent fort sim-
ple, 'exposé, la preuve et 'implémentation de plusieurs algorithmes (cloture, comparaison
polymorphe de schémas, canonisation, minimisation) seront nettement facilités.
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Les algorithmes de cloture (cf. chapitre 7) et de comparaison polymorphe de schémas
(cf. chapitre 9) voient leur définition (en ce qui concerne le second) et leur preuve simplifiée.
Fondamentalement, ils sont néanmoins indépendants de cet invariant.

L’algorithme de canonisation (cf. chapitre 11) est chargé d’éliminer toute occurrence des
constructeurs Ll et M. Grace a Uinvariant des petits termes, si un tel constructeur apparait,
alors ses arguments ne peuvent étre que des variables de type. Le cas «hétérogéne» ou l'un
des arguments est un type construit et les autres sont des variables est donc éliminé, ce qui
simplifie théorie et implémentation de ’algorithme.

L’algorithme de minimisation (cf. chapitre 13), quant & lui, serait probablement net-
tement plus difficile & énoncer en ’absence de cette hypothése. Cet algorithme cherche &
détecter dans le graphe de contraintes des sous-termes, ou nceuds, jouant des roles identiques,
de fagon a pouvoir les identifier. Or, 'adoption de l'invariant des petits termes revient essen-
tiellement & étiqueter chaque noeud du graphe par une variable de types, comme le montre la
facon dont fonctionne ’algorithme de normalisation exposé plus haut. Dans ces conditions,
I’algorithme de minimisation peut raisonner simplement en termes de variables : relation
d’équivalence entre variables, polarité d’une variable, identification de deux variables, etc.
En I’absence de l'invariant, il faudrait étendre ces notions aux nceuds, ce qui serait redondant
et, pour certaines, difficile. L’invariant fournit donc en fait un moyen simple d’exprimer le
partage entre noeuds, et c’est 1 son principal intérét. Le gain n’est pas uniquement théo-
rique; il est également pratique, puisque ’algorithme de minimisation sera ainsi & méme
d’identifier des nceuds arbitraires, et donc de réaliser un meilleur partage.

L’idée de manipuler uniquement des petits termes n’est pas nouvelle. On la trouve, en
particulier, dans la théorie de 'unification [31]. Plutot que d’utiliser des équations entre
termes arbitraires, on y présente les problémes sous forme d’ensembles de multi-équations
dont tous les membres sont des variables, excepté éventuellement un terme construit, de
profondeur 1 au plus. Les bénéfices sont les mémes, & savoir simplification de la théorie et
meilleures possibilités de partage. Parmi les travaux plus proches du noétre, on retrouve une
technique analogue chez Aiken et Wimmers [5] et chez Palsberg [39].

Dorénavant, nous supposerons donc que tous les schémas de types sur lesquels nous tra-
vaillons vérifient 'invariant des petits termes. Cela signifie que les nouvelles transformations
que nous introduirons devront préserver cet invariant. Cela sera toujours le cas, car aucune
d’entre elles ne construira de nouveaux types.

Notons que 'adoption de cet invariant interdit la simplification classique qui consiste &
remplacer une variable par son unique borne [15, 4, 8, 43], dans le cas ou celle-ci est un
terme construit. En effet, cette substitution brise 'invariant, puisqu’elle fait disparaitre une
variable, créant ainsi des noeuds non étiquetés. Nous en déduisons que cette simplification est
contraire a notre objectif d’efficacité, et nous la réservons donc a I’affichage. Nous reviendrons
sur ce point dans la section 15.2.



Chapitre 7

Décision de la solubilité de
contraintes

permet de décider si un graphe de contraintes donné admet ou non une solution. Il

est basé sur la remarque que tout graphe de contraintes soluble est équivalent & un
graphe clos. Le probléme est donc, étant donné un graphe quelconque, de le compléter pour
obtenir un graphe clos. Si ce procédé échoue, alors le graphe considéré est insoluble ; sinon,
il admet une solution, que 'on peut déduire de sa forme close, d’aprés le théoréme 3.1.

L’algorithme présente 'intérét d’étre incrémental, c’est-a-dire qu’il demande un graphe
clos C' et une nouvelle contrainte ¢, et produit (si possible) un graphe clos équivalent a
C + c. Ainsi, dans une implémentation, les contraintes peuvent étre ajoutées au fur et a
mesure qu’elles sont engendrées par le moteur d’inférence de types, sans devoir a chaque
étape reconstruire la cloture en partant de zéro.

Nous aurions pu présenter cet algorithme au chapitre 3, puisqu’il constitue la suite logique
du théoréme 3.1. Nous ’avons déplacé ici parce que sa preuve utilise 'invariant des petits
termes, invariant qui n’était pas encore introduit alors. Nous supposerons, dans ce chapitre,
que les graphes de contraintes manipulés vérifient 'invariant des petits termes.

Nous commengons par quelques lemmes préliminaires (section 7.1). Puis, nous définissons
Palgorithme (section 7.2) et en prouvons la correction (section 7.3).

‘ 7 OICI A PRESENT LA DEFINITION, et la preuve, de I'algorithme de cloture. Celui-ci

7.1 Préliminaires

Ces lemmes utilisent l'invariant des petits termes et permettront de simplifier ’énoncé
de l'invariant de ’algorithme, ainsi que sa preuve.

Lemme 7.1 Soient (7;)icr (resp. (7})jes) une famille de petits pos-types (resp. neg-types).
Alors
subc(l_lign < ﬂjeJTj’-) = U SubC(Ti < Tj’)
(4,4)€EIxJ
Démonstration. (Par cette égalité, on entend que ces deux expressions sont définies en méme
temps, et égales lorsqu’elles sont définies.) Le résultat est immeédiat dans le cas des termes

feuilles. On le généralise ensuite aux petits termes, ce qui demande une analyse par cas
laborieuse mais sans difficulté. m|

De ce résultat, on déduit en particulier :

Lemme 7.2 Soient 7y et 7| deux petits pos-types tels que 7| contient T1. Soit T un neg-type.
Alors, lassertion
subc(m < 1) C sube(r] < 7)
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est vérifiée pour peu que son membre droit soit défini.

Démonstration. Supposons subc(7]{ < 72) défini. D’aprés la définition 2.11, nous avons 7{ =
71 U 7. Par conséquent, d’aprés le lemme 7.1, subc(r] < 72) est égal & subc(ry < ) U
subc(r{ < 7). En d’autres termes, subc(ry < 72) C sube(r] < 72) qui est le résultat
attendu. a

Il existe bien stir un lemme symétrique au précédent, dont nous ne donnerons pas 1’énoncé
par souci de briéveté.

7.2 Algorithme

Voici & présent la définition de l'algorithme de cloture incrémental.

Définition 7.1 Un état de l'algorithme est une paire (C,Q), o C est un graphe de con-
traintes et () un ensemble de contraintes de la forme a < 3, a <7 ou T < 3, ot «, 3 sont
des variables et T est un petit terme. De plus, on demande que fv(Q) C dom(C).

L’algorithme passe d’un état (C,Q) & un nouvel état comme suit. Si la liste d’attente
Q est vide, on arréte l’algorithme, avec pour résultat C'. Sinon, on choisit une contrainte c
dans @ et on pose Q' = Q \ {c}. Trois cas se présentent alors, selon la forme de c.

— c est de la forme a < 3. Si a <¢ 3, on passe a U'état (C,Q"). Sinon, on passe a l’état
(D,Q"), ot D et Q" sont définis de la fagon suivante :

- <p=<cU{(,8);a <caAB<cB};

- Si B <c B, alors D¥(B') = CH(B') U CH(a), sinon D¥(B') = C+(B');
- Si o <¢ a, alors DT(a') = CT(a') N CT(B), sinon DT (a!) = CT(a');
- Q" = Q" Usubc(CHa) < CT(B)).

— c est de la forme a < 7. Si CT(a) contient T, on passe a l’état (C,Q"). Sinon, on passe
a Uétat (D,Q"), ot D et Q" sont définis de la fagon suivante :

- SD == SC ;

- Dy =04 ;

- Si o <¢ a, alors DT(a) = CT(a') N7, sinon DT(a/) = CT(a') ;
- Q" = Q" Usubc(CHa) < 7).

— c est de la forme 7 < 3. Si CY(B) contient T, on passe a l'état (C,Q"). Sinon, on passe
a Uétat (D,Q"), ot D et Q" sont définis de la fagon suivante :

- SD = SC ;
- Si B <c B, alors DY(B') = C+(B') U T, sinon D¥(3') = C+(B) ;
- D=1 ;

- Q" = Q' Usubc(r < CT(B)).

Notons que lalgorithme peut échouer si la fonction subc est évaluée en dehors de son
domaine. Cela signifie qu’une contrainte insoluble a été mise en évidence.

Exemple. Pour démontrer le fonctionnement de ’algorithme de cléture incrémental, cal-
culons, a l’aide des régles d’inférence, le type de 'application (Az.x) 3. On supposera donné
le schéma de types de la fonction identité A\x.z, qui est v | C1, o0 C1 = @+ (@ = 8 <
v) + (a < ) ; ainsi que celui de 'expression 3, qui est € | Cy, ou Cy = @ + (int < ¢). Pour
typer 'application, il faut appliquer la régle (Appy). Celle-ci indique que le schéma de types
associé au résultat est 6 | C, ou C = (C1UC3) + (v < € = §). L’union Cy UC ne donne lieu
a aucun calcul, puisque ces deux graphes de contraintes sont de domaines disjoints. Reste a
utiliser 'algorithme de cloture incrémental pour lui ajouter la contrainte v < € — 6.
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Notre description de 'algorithme est fonctionnelle, c’est-a-dire que chaque étape produit
un nouveau graphe de contraintes. Pour plus de simplicité, nous rédigerons cet exemple sous
forme impérative, c’est-a-dire que nous supposerons que ’algorithme effectue des modifica-
tions sur un graphe existant.

Soit donc, initialement, C' le graphe défini par o <¢ 3, C*(7) = a — B et C¥(¢) = int.
La liste d’attente @) contient la contrainte v < e — 4.

La premiére étape de l'algorithme retire donc cette contrainte de la queue. Elle met &
jour la borne supérieure de  en posant CT(y) = € — §, puis elle ajoute a la liste d’attente
les contraintes subc(a = 8 < e — §), c’est-a-dire ¢ < a et 3 < §, obtenues par transitivité
sur 7.

La deuxiéme étape retire de la liste d’attente la contrainte ¢ < «. (On pourrait com-
mencer par 'autre contrainte ; le résultat final serait le méme.) Elle ajoute ses conséquences
sur les variables : € <¢ a et € <¢ (. Puis, € ayant une borne inférieure construite non
triviale, cette borne vient contraindre a et 3 : on pose donc C*(a) = C+(8) = int. En-
fin, on doit ajouter & la liste d’attente les contraintes subc(C¥(e) < CT(a)), c’est-a-dire
subc(int < T) = @; il n’y a ici rien & ajouter.

La troisiéme étape retire de la liste d’attente la contrainte 8 < §. Elle ajoute ses consé-
quences sur les variables, & savoir € <¢ §, a <¢ d et f <¢ . 8 a maintenant int pour borne
inférieure construite ; aussi doit-on poser C*(§) = int. Enfin, encore une fois, on constate
qu’aucune contrainte n’est a ajouter a la liste d’attente. L’algorithme termine donc, et four-
nit un graphe C' clos.

Rappelons que d’apreés la régle (APpy), le schéma de types associé au A-terme complet
est 0 | C. J est donc le type de ce terme, et on trouve dans C' la contrainte int < d; cela
indique que ce terme est un entier. Si, en anticipant quelque peu, on applique a ce schéma
I’algorithme de dépoussiérage présenté au chapitre 10, on constate que toutes les autres
contraintes sont éliminées. Elles ont donc joué un roéle intermédiaire pendant le calcul de
cloture, mais ne sont plus nécessaires une fois obtenue 'information pertinente, & savoir
int <.

7.3 Correction
Proposition 7.3 L’algorithme de cloture termine.

Démonstration. Soit (Cy, @)y une suite de transitions. On note que tous les C,, ont le méme
domaine V et vérifient I'invariant des petits termes. L’ensemble des graphes de contraintes
de domaine V et vérifiant cet invariant est fini. On 'ordonne en posant que C' est inférieur
ou égal & D ssi les conditions suivantes sont vérifiées :

- <cC<p;
— pour tout a € V, D¥(a) contient C*(a) et DT () contient CT(a).

On ordonne I’ensemble des états par ordre lexicographique, ’ordre sur les premiéres compo-
santes étant celui défini ci-dessus, et ’ordre sur les deuxiémes composantes étant I'inverse de
I’inclusion ensembliste. On vérifie alors aisément, d’aprés la définition de I’algorithme, que la
suite (C,, @n)n est strictement croissante. Sa premiére composante évolue dans un ensemble
fini, et est donc constante & partir d’un certain rang. A partir de ce rang, ’ensemble @,
décroit strictement ; donc, la suite est finie. L’algorithme termine. O

Lemme 7.4 Si l'algorithme passe d’un état (C,Q) a un état (C',Q"), alors les solutions
communes o C et a QQ sont exactement les solutions communes a C' et a Q'.

Démonstration. Simple vérification sur la définition de ’algorithme. O

Lemme 7.5 Supposons qu’un état (C, Q) vérifie les propriétés suivantes :

- <¢ est transitive ;
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— si a <¢ 3, alors C¥(3) contient C¥(a) et CT(a) contient CT(B) ;

— pour tout v € dom(C), lensemble subc(C¥(y) < CT(y)) est défini et inclus dans
<cUQ.
Si, de cet état, l’algorithme passe a un nouvel état, alors celui-ci vérifie les mémes propriétés.

Démonstration. (Pour bien comprendre la troisiéme propriété ci-dessus, on notera que grace
a Dinvariant des petits termes, I'ensemble subc(C*(y) < CT(v)) ne contient que des con-
traintes entre variables. Ainsi, chacune d’entre elles doit étre soit inscrite dans C soit en
attente dans la liste Q.)

Considérons d’abord la premiére de ces trois propriétés. Plagons-nous dans le cas ou la
contrainte ¢ choisie dans () est de la forme o < (3, puisque dans les autres cas, le résultat
est immeédiat. Supposons o/ <p ' <p v'. Quatre sous-cas se présentent, selon que chacune
de ces deux relations est présente ou non dans <¢.

- o <¢ B <¢ 7. Le résultat découle de la transitivité de <¢ et du fait que <p contient
<c.

-d < B, 0 <c aet B <. Par transitivité de <¢, on a o' <¢ a, dou o <p v/
par définition de <p.

— Les deux derniers sous-cas sont similaires au précédent.

Passons & la deuxiéme propriété. Nous ne considérerons que la premiére des deux asser-
tions qu’elle contient, la seconde étant symétrique. Trois cas se présentent, selon la forme
de la contrainte c¢ choisie dans Q). Dans le premier cas, ¢ est de la forme o < 3. Supposons
o' <p . Deux sous-cas se distinguent, selon que cette relation est présente ou non dans
<c-

— o <¢ . 1l nous faut démontrer que D¥(3') U D¥(a) = D*(8'). Cela est aisé, en
revenant A la définition de D% et en remarquant que si 8 <¢ o/, alors 8 <¢ ' par
transitivité de <. (On tirera bien str parti de ’hypothése que la propriété est vérifice
par C.)

— o <c aet B <c B 1l nous faut démontrer que C¥(3') LI C¥(a) contient D¥(a).
D’aprés la définition de D¥, D¥(a') est égal soit & C*+(a'), soit & C+(a') L C*+(a). Pour
conclure, il suffit de vérifier que C*¥(a) contient C*(a'), ce qui provient du fait que
o' <¢ a et de notre hypothése sur C.

Le second cas est trivial, puisque D¥ = CV. Le troisiéme cas s’obtient aisément par un
raisonnement similaire & celui mené ci-dessus.

Considérons enfin la troisiéme propriété. Soit v € dom(D). Trois cas sont a distinguer,
selon la forme de la contrainte ¢ choisie dans (). Dans le premier cas, ¢ est de la forme a < .
Quatre sous-cas se présentent alors, selon que les conditions v <¢ a et 8 <¢ 7 sont vérifiées
ou non. Ces sous-cas se traitent de fagon similaire ; intéressons-nous par exemple & celui o
v <c aet B £c 7. Nous avons alors D¥(y) = C¥(a) et DT(y) = CT(y) M CT(B). D’aprés le
lemme 7.1, nous pouvons donc écrire

subc(D¥(y) < DT(7)) = sube(CH(v) < O (7)) Usube(CH(v) < C1(8))

Le premier des ensembles du membre droit est, d’aprés notre hypothése, défini et inclus
dans <¢ U Q. Il est donc a fortiori inclus dans <p U Q". Considérons & présent le second.
Par hypothése, C¥(a) contient C*(v). D’aprés le lemme 7.2, cela entraine

sube(C* () < CT(B)) C sube(CH(a) < CT(B))

pour peu que ce dernier soit défini. Or celui-ci est défini; en fait, il est inclus dans Q" par
définition de Q. L’examen de ce sous-cas est donc terminé. Les deuxiéme et troisiéme cas
se traitent de facon similaire. O

Grace aux lemmes précédents, nous pouvons établir le résultat suivant :
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Théoréme 7.1 Soit C un graphe de contraintes clos. Soit ¢ une contrainte de la forme
a< B, a<TouTt <f, ot a,B sont des variables et T est un petit terme, et telle que
fv(c) C dom(C). On exécute algorithme de cloture & partir de Uétat initial (C,{c}). Alors

— 51 C'+ c est soluble, alors 'algorithme produit un graphe de contraintes clos équivalent
aC+c;

— dans le cas contraire, lalgorithme signale un échec.

Démonstration. On vérifie d’abord que (C, {c}) est bien un état au sens de la définition 7.1.
(Notons que la condition fv(c) C dom(C') n’est pas restrictive en pratique, puisqu’on peut
préalablement étendre le domaine de C'.)

D’aprés la proposition 7.3, ’algorithme termine. Par conséquent, soit il fournit un résul-
tat, soit il signale un échec.

S’il fournit un résultat, alors il a atteint un état de la forme (D, ). On obtient, par
application répétée du lemme 7.4, ’équivalence entre C + ¢ et D. De plus, C' étant clos,
Pétat initial (C, {c}) vérifie 'invariant donné par le lemme 7.5. D’une application répétée de
ce lemme, on déduit que D est lui-méme clos. Tout graphe clos étant soluble, D est soluble,
donc C' + ¢ également.

Si, au contraire, ’algorithme signale un échec, alors une contrainte insoluble a été mise
en évidence. Or toutes les contraintes manipulées sont logiquement impliquées par C' + c.
Par conséquent, ce dernier est également insoluble. a

Nous avons donc mis au point un algorithme de cloture incrémental, qui permet d’ajou-
ter une contrainte quelconque & un graphe clos pour obtenir un nouveau graphe clos. Cet
algorithme peut bien str étre utilisé de facon non incrémentale ; la cloture d’un ensemble, ou
d’un graphe, de contraintes donné se calcule en ajoutant, une par une, toutes les contraintes
qu’il contient au graphe vide. Le probléme de la solubilité d’une conjonction de contraintes
est donc décidable.

Nous ne démontrerons pas certaines propriétés, comme le déterminisme de l’algorithme
(c’est-a-dire que son résultat ne dépend pas de l'ordre dans lequel on retire les contraintes
de la queue) ou la minimalité du résultat fourni (c’est-a-dire qu’il s’agit du plus petit graphe
clos contenant le graphe et la liste d’attente originaux). Ces propriétés sont vérifiées, mais
ne nous seront pas utiles.
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Chapitre 8

Décision de I'implication de
contraintes

miner si un graphe de contraintes donné implique (au sens logique) une contrainte
donnée. En d’autres termes, il s’agit d’établir une procédure de décision pour la
relation d’implication de contraintes donnée par la définition 3.6.

Historiquement, nous avons présenté cet algorithme dans [43]. Il jouait alors un role clef
dans le processus de simplification des types. En effet, le systéme de typage présenté dans cet
article était plus proche de notre systéme dit «simple » (cf. section 5.4) ; en particulier, il était
basé sur la relation d’implication entre contraintes. De plus, la simplification était fondée
sur des heuristiques; il était donc nécessaire de pouvoir vérifier, a ’exécution, la validité
des jugements de typage produits par ces heuristiques. C’est 14 la raison pour laquelle nous
avons développé cet algorithme. Malheureusement, celui-ci se révele incomplet.

Nous nous étions donc intéressés & la comparaison monomorphe entre schémas de types,
basée sur I'implication de contraintes. Trifonov et Smith [49] développent, de facon indé-
pendante, un algorithme tout a fait similaire au notre. Puis, ils le généralisent au cas de
la comparaison polymorphe entre schémas. Nous donnons une description formelle et une
preuve de ce nouvel algorithme au chapitre 9. Il est également incomplet ; & ’heure actuelle,
la décidabilité de ces relations de comparaisons reste un probléme ouvert.

Actuellement, aucun de ces deux algorithmes n’est effectivement utilisé dans la mise en
ceuvre de notre typeur, puisque celle-ci ne contient plus aucune heuristique. Le second sert,
toujours, cependant, pour comparer le type inféré pour une expression a celui déclaré dans
la signature de son module. Par ailleurs, il a une importance théorique, puisqu’il constitue
I’explication fondamentale du processus de dépoussiérage, introduit au chapitre 10. Quant
au premier algorithme, il conserve un intérét, parce qu’il constitue une version simplifiée du
second (donc une aide & sa compréhension), et aussi parce qu’il sert a sa définition.

Ce chapitre s’organise comme suit. La section 8.1 propose une axiomatisation de I'im-
plication de contraintes, c’est-a-dire un systéme logique permettant de prouver certaines
assertions d’implication. Nous en prouvons d’abord la correction (section 8.2); puis, nous
vérifions que nous avons la la spécification d’un algorithme (section 8.4). Au cours de la sec-
tion 8.5, nous montrons que cette axiomatisation est incompléte, et développons plusieurs
contre-exemples. Enfin, la section 8.3 en donne une formulation simplifiée, dans le cas ou
les types manipulés sont simples.

NOUS TENTONS, dans ce chapitre, de mettre au point un algorithme capable de déter-

8.1 Axiomatisation

Enoncons d’abord le probléme. Etant donnés un graphe de contraintes C, de domaine
V', et une contrainte c telle que fv(c) € V, a-t-on C It ¢?
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Il est clair que si C' n’admet aucune solution, alors la réponse est positive. D’apres
la théoréme 7.1, ce cas est décidable; nous pouvons donc supposer que C est un graphe
de contraintes clos. (Notons que cette hypothése de cloture est importante pour rendre
I’algorithme aussi puissant que possible en pratique; cependant, elle ne sera pas utilisée
dans la preuve de correction.)

Etant données ces hypothéses, nous tentons d’axiomatiser la relation d’implication de
contraintes de la facon suivante.

Définition 8.1 La figure 8.1 page ci-contre définit un systéme de dérivation formel. Une
dérivation dans ce systéme sera appelée dérivation d’implication. Les jugements sont de la
forme C,H + 7 < 7' ot C est un graphe de contraintes clos, (r,7') € T~ x T+, H C
T~ x T+, et toutes les variables de type apparaissant dans le jugement appartiennent au
domaine de C. On écrira C =7 < 7' pour signifier C,o F 7 < 7',

Dans les régles (TauTO) et (V-ELIM), nous supposons que S et S’ contiennent uni-
quement, des variables et des types construits, comme la proposition 2.2 nous y autorise.
Nous autorisons S et S’ & contenir un nombre quelconque d’éléments, de fagon a regrouper
plusieurs cas. Enfin, CT (resp. CV), qui a été défini uniquement pour les variables de type,
est étendu ici aux types construits en posant CT(r) = 7 (resp. C¥(7) = 7) quand 7 est un
type construit.

Ces régles de déduction sont extrémement simples. Pour mieux les comprendre, on pourra
commencer par considérer le cas ou les constructeurs U et M sont proscrits. Les régles se
simplifient alors pour donner le systéme de la figure 8.2.

Remarquons que nous généralisons ici 'algorithme de comparaison de deux types récur-
sifs donné par Amadio et Cardelli [9]. Dans les deux cas, le probléme consiste & déterminer
si, sous un certain ensemble d’hypothéses, un certain 7 est sous-type d’un certain 7. Dans
le cas ol on compare deux types récursifs, ’ensemble d’hypothéses est simplement un sys-
téme d’équations, dont 'unique solution définit les deux types. Ici, I’ensemble d’hypothéses
est un graphe de contraintes, dont ’ensemble de solutions est a prior: complexe, d’ott une
plus grande difficulté du probléme. Néanmoins, comme nous allons le voir, nos régles restent
extrémement proches de celles d’Amadio et Cardelli.

Dans ces derniéres, les jugements sont de la forme ¥,e D 7 < 7'. Nos jugements se
présentent sous une forme essentiellement identique, & savoir C, H F 7 < 7'. Les hypothéses
sont représentées par ’ensemble d’équations e dans le premier cas, et par le graphe de
contraintes C' dans le second. Quant aux parameétres ¥ et H, ils jouent le role d’historique ;
c’est-a-dire qu’ils servent & mémoriser les buts déja rencontrés au cours de la dérivation, de
facon & garantir la terminaison de l'algorithme.

Commentons & présent nos régles :

— Larégle (HisT) permet de considérer comme acquis tout but présent dans I’historique,
c’est-a-dire déja rencontré précédemment. Cette régle permet donc a ’algorithme de
raisonner par co-induction : si un ancien but réapparait, c’est qu’il est possible de
construire une dérivation infinie de ce but. On ’accepte alors immédiatement.

— Larégle (TAUTO) permet simplement d’utiliser une contrainte entre variables présente
dans les hypothéses.

— La régle (V-ELIM) entre en jeu lorsqu’une variable apparait a profondeur nulle dans
le but, comme 'indique la condition (SUS')NV # &. Pour fixer les idées, considérons
le cas simple ou le but est de la forme a < 79 — 7. Le but ne peut plus subir
de décomposition structurelle, puisque la variable a apparait & profondeur nulle. La
solution la plus naturelle est alors d’utiliser les hypothéses contenues dans C'. Si nous
pouvons prouver CT(a) < 79 — 71, le but en découlera, par transitivité du sous-typage.
La variable a est donc remplacée par sa borne supérieure construite. (Il serait inutile
de remplacer a par une variable g telle que a <¢ 3, puisque 8 devrait alors & son
tour étre remplacée par une de ses bornes supérieures.) Dans le cas général, toutes les
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(r<7)eH
_— (HisT)
CHFT<T
aeS o €S a<gd
(TAuTO)
C,HFNS <us’
(SUS YNV £o
H =Hu{ns <us'}
C,H'-{C(1); 7€ S} SUL{C¥("); 7 € S}
(V-ELIM)
C,HFNS <us'
C,HF L <7 (L-ELim)
CCHET<T (T-ELim)
C,HF 1) < CCH+n <7
(—-ELIM)

CCHFmp—-n <7,—1

FiG. 8.1: Axiomatisation de 'implication de contraintes

(r<7)€eH
_ (HisT)
CHFT<T
a<cd
S (Tauto)
CHFa<d
{r, 7NV £z
H =HU{r <7} C,H'+C' (1) < CH")
(V-ELIM)
CHFTLT
C,HF L <7 (L-ELim)
CHFT<T (T-Erim)
C,HF 1) <1 C,HFn <7
(=-ELM)

CCHr1o =1 <75—1

FiG. 8.2: Restriction aux types simples
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variables apparaissant dans le membre gauche (resp. droit) sont remplacées par leur
borne supérieure (resp. inférieure) construite.

On note que, par ailleurs, la régle ajoute & l'historique le but qu’on lui a soumis. Elle
est la seule & effectuer cette opération. En effet, il n’est pas nécessaire que les régles de
décomposition structurelle le fassent ; cela signifie simplement que quelques étapes de
décomposition supplémentaires peuvent étre nécessaires avant de reconnaitre un but
déja rencontré.

— Les regles (L-EvLiM), (T-ELIM) et (—-ELIM) sont appelées régles de décomposition
structurelle, c’est-a-dire qu’elles décomposent leur but en un certain nombre de sous-
buts, lorsque ses deux membres sont des types construits. (En fait, les régles (L-
ELiM) et (T-ELiM) s’appliquent également lorsque 7 ou 7' n’est pas construit, mais
on pourrait les restreindre & ce cas sans perte de puissance.) Si on ajoute au langage
des constructeurs autres que 1, — et T, il faudra ajouter les régles de décomposition
structurelle correspondantes.

Exemple. Soit F' un opérateur de types covariant et distinct de l'identité. (Par exemple,
on peut choisir F': 7 — € — 7.) Soit C' le graphe de contraintes de domaine {«, 3} défini
par CT(a) = F a et C¥(3) = F 3. Alors, on peut utiliser notre axiomatisation pour montrer
que C'IFa < 3.

En effet, étant donné le but o < 3, on peut utiliser deux fois la régle (V-ELIM) pour
remplacer chacune des variables par sa borne construite. Le but devient donc F'a < F 3. De
plus, puisque cette régle ajoute sa conclusion & l’historique, la contrainte a < 8 est ajoutée
a ’historique.

F' étant, par hypothése, un opérateur covariant, on peut alors appliquer un certain
nombre de régles de décomposition structurelle pour obtenir & nouveau le but a < . (Pour
reprendre notre exemple, si on a choisi F': 7 — € — 7, on applique la régle (—-ELIM). On
obtient le but € < €, qui se résout trivialement par (TAUTO), et le but attendu, & savoir
a <)

C’est ici qu'intervient la régle (HIST) : puisque le but o < 3 apparait dans I’historique,
il est immédiatement accepté. Sans cette régle, nous serions capables de construire une
dérivation infinie de notre but, mais aucune dérivation finie. Elle permet donc de coder de
facon finie une preuve infinie réguliére.

Cette axiomatisation de l'implication de contraintes est donc trés simple, et proche du
systéme d’Amadio et Cardelli. Malheureusement, nous perdons la propriété de complétude,
c’est-a-dire que tous les énoncés vrais ne sont pas démontrables. En deux mots, cela est di a
la trop grande simplicité de la régle (V-ELIM). En effet, chez Amadio et Cardelli, remplacer
une variable par sa borne n’est pas source d’incomplétude, puisque variable et borne sont
reliées par une égalité. Ici, nous n’avons qu’une inégalité; le remplacement reste correct,
mais la complétude est perdue. Aucune axiomatisation compléte n’est actuellement connue.
Ce probléme sera discuté plus en détail a la section 8.5.

8.2 Correction

Nous allons & présent vérifier que cette axiomatisation est correcte vis-a-vis de 'impli-
cation de contraintes.

Il est évidemment impossible de prouver que C,H + 7 < 7' entraine C It 7 < 7/
sans aucune hypothése sur H, a cause de la régle (HisT). Celle-ci permet de considérer
comme prouveée toute assertion présente dans H ; elle est donc incorrecte en ’absence de
tout invariant sur H. Plutot que d’essayer de formuler un tel invariant, nous allons construire
une preuve dans laquelle (HIST) est effectivement considérée comme dangereuse ; mais nous
montrerons que son utilisation peut étre retardée autant qu’on le désire.

Commencons par une définition technique :
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Définition 8.2 La profondeur d’une dérivation d’implication est le nombre de régles de
décomposition structurelle apparaissant dans la plus courte des branches couronnées par une
regle (HIST). (Si aucune branche n’est couronnée par (HIST), la profondeur de la dérivation
est 00.)

Nous pouvons maintenant établir la proposition suivante, qui constitue le cceur de la
preuve de correction :

Proposition 8.1 Soit une dérivation de C,H - 7 < 7' de profondeur k. Alors
Vi<k Cljr<7

Démonstration. Par induction sur la structure de la dérivation d’implication fournie en
hypotheése. Il y a donc un cas par régle de dérivation. Dans chaque cas, nous utiliserons
exactement les notations de la figure 8.1, ce qui nous permet de ne pas écrire explicitement
nos hypotheéses.

— (HisT) La dérivation a une profondeur 0. Puisque la relation < est uniformément
vraie, la relation kg est également ; donc C'Ig 7 < 7' est vérifié.

— (TauTo) La dérivation a une profondeur co. Soient j € N* U {oo} et p une j-solution
de C. En particulier, puisque oo <¢ o/, nous avons p(a) <; p(a/). Ensuite, du fait que
a € Seta €85 nous avons p(MNS) < p(a) et p(a’) < p(US’). Enfin, < étant plus
fine que <j;, et <; étant transitive, tout ceci implique p(NS) <; p(US'). p est donc
j-solution de NS < US'.

— (V-ELiM) La profondeur k de cette dérivation coincide avec la profondeur de sa pré-
misse. En appliquant ’hypothése d’induction, nous obtenons

Vi<k Clrn{C(r); €S} <u{C*r); €S}
Soit p une j-solution de C'. Alors, d’aprés ’assertion ci-dessus,
p(M{CT(1); T € S}) <j p(L{CH(T'); 7" € S'})
ou, de facon équivalente,
M{p(CT(r)); 7 € S} < L{p(CH(")); 7' € S'}
Or, pour toute variable «, nous avons
p(CH@) <5 ple) <5 p(CT(@))
parce que p est j-solution de C. De plus, pour tout type construit 7, I’assertion
p(CH(1)) <5 p(7) <5 p(CT(T))

est trivialement vérifiée, de par notre définition de CT et C¥ sur les types construits
(cf. définition 8.1). Donc, par transitivité, notre assertion implique

Mp(r); 7€ S} <5 W{p(r); 7' € 5"}
que l'on peut réécrire
p(NS) <; p(US")
donc p est j-solution de NS < LS.

— (L-ErLiM) Cette dérivation a une profondeur infinie. Pour tout j € N* U {oo}, il est
clair que C'IF; L < 7',

— (T-ErM) Similaire au cas précédent.
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— (—-ELM) Soit k la profondeur de cette dérivation; soit j < k. Le cas j = 0 est
immeédiat, puisque g est uniformément vraie ; supposons donc j < 1. La profondeur
de chaque prémisse est au moins k — 1. Par conséquent, en appliquant ’hypothése
d’induction & chaque prémisse et en spécialisant le résultat pour j — 1, nous obtenons
Clrj_1 1y <met Clkj_1 7 < 7. Dela, on déduit facilement C' IF; 0 =+ 1 < 79 =
1. a

Nous avons donc démontré que si la régle (HIST) n’est pas utilisée avant la profondeur
k, alors le prédicat de k-implication est satisfait. En d’autres termes, plus la régle (HisT)
apparait tard dans la dérivation, plus nous sommes proches de satisfaire le prédicat d’impli-
cation. Nous allons & présent montrer que I'utilisation de (HIST) peut étre repoussée autant
qu’on le désire, pourvu que 'on commence avec un historique vide.

Proposition 8.2 Soit une dérivation de C,2 + 7 < 7' de profondeur finie. Alors, il existe
une dérivation de cette méme assertion de profondeur strictement supérieure.

Démonstration. Soit D la dérivation originale, et soit k sa profondeur. Puisque k est fini, D
contient au moins une branche couronnée par une régle (HisT) a la profondeur k. Considé-
rons une telle occurrence de (HisT). Sa conclusion 7 < 7' provient de I’historique. Or, cet
historique est @ au bas de la dérivation D, et il ne peut étre étendu que par des applications
de la régle (V-ELIM). Par conséquent, 7 < 7' doit apparaitre, & un certain point de notre
branche, en conclusion d’une régle (V-ELIM).
De fagon générale, la régle (V-ELiM) dispose de quelques propriétés intéressantes :
— Sa prémisse est toujours une contrainte entre deux types construits. En effet, C¥(7)
(resp. CT(7)) est toujours un type construit ; et toute combinaison de types construits
par Uintermédiaire de U (resp. M) est également un type construit.

— Sa conclusion met en jeu au moins une variable, grace a la condition (SUS" )NV # &.

— De ces deux remarques, on déduit que la prémisse est toujours différente de la conclu-
sion.

Revenons au cas qui nous intéresse. Notre occurrence de (V-ELIM) ne peut pas étre di-
rectement précédée par l'occurrence de (HIST), parce qu’alors sa conclusion et sa prémisse
seraient identiques. Par conséquent, une autre régle est utilisée au-dessus de (V-ELIM).
Cette autre régle a deux types construits en conclusion, et au moins une prémisse, puisque
la régle (HisT) apparait plus haut dans la branche. Par conséquent, il s’agit nécessaire-
ment d’une application de la régle (—-ELIM) (ou, plus généralement parlant, d’une régle de
décomposition structurelle).

Considérons & présent le sous-arbre situé a notre occurrence de (V-ELIM). Nous pou-
vons remplacer 'occurrence de (HIST) par une copie de ce sous-arbre (cela peut demander
d’augmenter les historiques apparaissant dans la copie, ce qui ne pose pas probléme), tout en
conservant une dérivation valide. Puisque ce sous-arbre contient une régle de décomposition
structurelle juste aprés sa racine, sa profondeur est au moins 1. Donc, nous avons remplacé
une branche de profondeur k£ par une branche de profondeur strictement supérieure, tout en
conservant une dérivation valide.

La régle (HIST) ne peut avoir qu'un nombre fini d’occurrences & la profondeur k. Par
conséquent, en itérant ce procédé, on obtient finalement une dérivation de profondeur stric-
tement supérieure a k. O

Nous sommes maintenant en mesure de combiner ces deux propositions :

Théoréme 8.1 L’axiomatisation est correcte vis-a-vis de l'implication de contraintes : si
Chr<7,alorsClkr<T.

Démonstration. Considérons une dérivation de C, @ F 7 < 7'. Si sa profondeur est infinie,
alors nous avons Yk C Ik, 7 < 7/ d’aprés la proposition 8.1. Sinon, d’aprés la proposi-
tion 8.2, pour tout k fini, il existe une dérivation de C, @ F 7 < 7' de profondeur strictement
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supérieure & k. En appliquant la proposition 8.1 & cette dérivation et & k, nous obtenons
Clrp <1,

Dans les deux cas, nous avons prouvé C Ik, 7 < 7/ pour tout k fini, qui est en fait un
résultat plus fort que C I+ 7 < 7/, d’aprés la proposition 3.3. O

8.3 Une axiomatisation spécialisée

L’axiomatisation que nous avons développée jusqu’ici accepte un graphe de contrain-
tes quelconque en tant qu’hypothése et une paire (neg-type, pos-type) en tant que but.
C’est-a-dire que ’hypothése et le but peuvent contenir des occurrences des constructeurs
LI et M & certaines positions. Il est possible de restreindre cette axiomatisation au cas ou
ces constructeurs sont entiérement interdits; nous obtenons alors les régles données par la
figure 8.2 page 83. Celles-ci sont d’une compréhension légérement plus aisée.

Notons que cette spécialisation n’occasionne pas de perte de puissance intrinséque, parce
qu’il est possible de traduire tout probléme d’implication de contraintes en un probléme
équivalent mais dénué de toute occurrence de L et M. La preuve de ce fait est simple, quoique
nous n’ayons pas encore développé tous les outils nécessaires. L’assertion C IF 7 < 7/ est
équivalente & « — a <V 7 — 7' | C, qui est une assertion de comparaison polymorphe entre
schémas de types. Par ailleurs, nous verrons au chapitre 11 qu’il est possible d’éliminer toute
occurrence de U et M d’un schéma de types, tout en obtenant un schéma de types équivalent.
En appliquant ce procédé au schéma de droite et en revenant en arriére, nous obtenons une
nouvelle assertion d’implication de contraintes, équivalente & la premiére, mais ne contenant
que des types simples.

Le fait d’autoriser LI et M dans notre axiomatisation de I'implication de contraintes n’aug-
mente donc pas réellement sa puissance. Cependant, cela ne la rend pas plus complexe; le
jeu semble donc en valoir la chandelle. On constate, au contraire, qu’autoriser ces construc-
tions dans le cadre de l’algorithme de comparaison polymorphe (que nous définirons au
chapitre 9) ne serait pas naturel, parce que cela conduirait & des contraintes mal formées
comme o < [ L.

8.4 Algorithme

Il est aisé de lire notre axiomatisation de 'implication de contraintes comme un algo-
rithme de décision. Il faut cependant vérifier que l'algorithme termine. De plus, pour des
raisons d’efficacité, il est souhaitable que ’algorithme n’aie a effectuer aucun choix pendant
la construction de la dérivation. Cela lui permet d’abandonner dés qu’un échec est détecté ;
dans le cas contraire, il faudrait effectuer un retour en arriére. Ces deux propriétés sont
vérifiées ci-dessous.

Proposition 8.3 Il existe un algorithme qui, étant donné un but de la forme C,H -1 < 7/,
donne une dérivation de ce but s’il en existe une, et signale un échec dans le cas contraire.

Démonstration. L’algorithme fonctionne en construisant une dérivation pour le but fourni.
On vérifie qu’aucun but n’a une forme telle que deux régles «récursives» lui soient ap-
plicables. En effet, (V-ELIM) demande qu’une variable apparaisse dans le but, tandis que
(—-ELM) (et, plus généralement parlant, toute régle de décomposition structurelle) de-
mande deux types construits. Par conséquent, aucun retour en arriére ne sera nécessaire.

Par ailleurs, il va de soi que lorsque plusieurs régles s’appliquent au but courant, l’algo-
rithme choisira une régle non récursive — en particulier, la régle (HisT) — de préférence a la
régle récursive. Cela est en effet nécessaire pour garantir la terminaison.

Vérifions a présent que le processus termine. S’il ne termine pas, D'algorithme exhibe
donc une branche de dérivation infinie ; montrons que cela est impossible. Considérons donc
une telle branche. Elle ne peut consister que d’occurrences de (V-ELIM) et de régles de
décomposition structurelle, puisque ce sont les seules régles récursives. Elle ne peut pas



88 CHAPITRE 8. DECISION DE L’IMPLICATION DE CONTRAINTES

consister uniquement de régles de décomposition, puisque celles-ci diminuent strictement la
taille du but. Par conséquent, un nombre infini de régles (V-ELIM) apparaissent dans la
branche.

Les régles de dérivation sont telles que dans toute dérivation de C,H F 7 < 7', les
opérandes de tout but sont des combinaisons par LI ou ' de termes apparaissant dans C,
7 ou 7. Ces termes sont en nombre fini, donc toute dérivation contient un nombre fini de
buts.

En particulier, notre famille infinie d’occurrences de (V-ELIM) ne posséde qu’un nombre
fini de conclusions. Or la régle (V-ELIM) ajoute sa conclusion a I’historique; donc, a un
certain point de la branche, toutes apparaissent dans I’historique. A cet endroit, il est donc
possible de couronner la branche par une régle (HisT). Puisque l’algorithme donne la priorité
a (HisT) par rapport aux autres régles, il n’a pas pu exhiber cette branche infinie. m|

Pour évaluer la complexité de ’algorithme, nous supposerons que le graphe de contrain-
tes considéré est dénué d’occurrences de LI et M, et qu’il vérifie de surcroit l'invariant des
petits termes — invariant que nous n’avons pas encore utilisé au cours de ce chapitre. Cette
hypothése, on I’a dit, ne restreint pas la puissance de I’algorithme, mais simplifie ’analyse.

Sous cette condition, les buts rencontrés par l’algorithme se composent alors soit de deux
petits termes, soit de deux variables. Etant donné un but composé de deux variables, les opé-
rations a effectuer sont toujours les mémes. D’abord, tester si les régles (HisT) ou (TAUTO)
s’appliquent. Sinon, appliquer (V-ELIM), qui fournit un but composé de deux petits termes.
Si ce but est insoluble, alors I’algorithme échoue ; dans le cas contraire, 'une des régles de
décomposition structurelle s’applique, conduisant & nouveau & un certain nombre de buts
composés de deux variables.

Ainsi, ’historique contient uniquement des buts composés de deux variables. Si le graphe
de contraintes contient n variables, la taille de Ihistorique est donc bornée par O(n?).
Or, si tous les buts possibles figurent dans I’historique, alors la régle (HisT) s’applique
nécessairement et permet de conclure la branche en cours avec succés. La profondeur des
branches est donc également bornée par O(n?), ce qui donne & ’algorithme une borne de
complexité exponentielle.

Le méme raisonnement s’applique a l’algorithme d’Amadio et Cardelli [9]. Or, le probléme
qu’ils étudient peut étre résolu en temps O(n?), comme le font remarquer Kozen, Palsberg et
Schwartzbach [33], qui proposent un algorithme & base d’automates. La méme amélioration
est possible ici; en voici le principe, exposé d’une fagon qui nous semble particuliérement
simple.

Lorsque nous avons défini notre axiomatisation, nous aurions parfaitement pu éviter
Putilisation d’un historique et I'introduction de la régle (HisT). Pour cela, il nous aurait suffi
de manipuler des arbres de preuve réguliers, plutot que d’exiger ’existence d’une dérivation
finie. En fait, U'introduction d’un but b dans I’historique correspond & l'introduction d’un
lieur ub, et 'utilisation de b par la régle (HIST) n’est autre qu’une référence au nceud ou b a
été lié. L’algorithme que nous avons décrit construit donc un arbre de preuve régulier, décrit
de fagon finie a 'aide de lieurs u. Or, cette méthode de description n’est pas optimale ; mieux
vaut construire un automate de termes, qui permettra une représentation plus compacte.

La construction d’un automate décrivant I’arbre de preuve est fort simple. Les états de
l’automate sont au nombre de n? : il s’agit de tous les buts composés de deux variables, I’état
initial étant le but initial. Pour construire les transitions, on considére d’abord ’état initial.
On lui applique I’étape élémentaire décrite plus haut. Plus précisément, on teste d’abord si
cet état a déja été traité. Si ce n’est pas le cas, on lui applique soit (TAUTO), soit (V-ELIM)
suivie d’une régle de décomposition structurelle. Si celle-ci produit des sous-buts, on crée
une transition vers chacun des états correspondants, étiquetée 0 ou 1, comme il convient;
puis, on applique le méme procédé a chacun de ces états. Si, au cours de ce procédé, on
rencontre une contrainte insoluble, 'algorithme échoue ; sinon, on a construit une dérivation
réguliére, décrite par un automate. Chaque état, ou but, est considéré au plus une fois, donc
la complexité de l'algorithme est O(n?).
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Le principe de cette amélioration est le méme que celui utilisé par Kozen, Palsberg et
Schwartzbach pour améliorer I’algorithme d’Amadio et Cardelli. Cependant, il nous a semblé
intéressant d’insister sur le fait que, dans chaque cas, la version naive et la version efficace
de I’algorithme calculent en fait le méme objet, & savoir une dérivation réguliére, mais en
produisent des représentations différentes.

Enfin, notons que la version efficace peut étre décrite, informellement, en deux mots.
1l suffit d’implémenter la version naive, donnée par les régles de la figure 8.2, puis de la
raffiner en partageant I’historique entre les branches. En d’autres termes, il suffit de faire de
I’historique une variable globale, dans laquelle on ne fait qu’ajouter des buts; ’historique
ne diminue plus lors du retour des appels récursifs. Cette remarque a d’ailleurs été formulée
par Trifonov et Smith [49], mais sans cette justification.

8.5 Incomplétude

Pour montrer que la relation d’implication entre contraintes est décidable, il resterait &
prouver que notre axiomatisation est compléte. Malheureusement, tel n’est pas le cas.

Proposition 8.4 L’aziomatisation de limplication est incompléte : C |F 7 < 7/ n’entraine
pas CH7 <7,

Démonstration. Nous donnons plusieurs contre-exemples ci-dessous. O

Exemple. Soit C le graphe de contraintes associé & {a — L < a}. Soit 7 le type (L —
T)—> L.

Nous prétendons que C' IF 7 < a. En effet, considérons une solution p de C. p satisfait
a — 1 < a, donc doit associer & a un type brut dont le constructeur de téte est T ou —.
Dans le premier cas, p satisfait également 7 < «. Dans le second cas, p(«) est inférieur au
plus grand type de fonction : p(a) < L — T. Par ailleurs, nous avons p(a) = L < p(«).
Par transitivité, il en découle que (L — T) — L < p(a), donc p satisfait 7 < a.

Cependant, on vérifie que 'assertion C' IF 7 < a — L est fausse. Une substitution brute
p qui & « associe T est solution de C'; pourtant elle n’est pas solution de 7 < a — L.

A présent, il est facile de vérifier que 'assertion C' + 7 < « est fausse. En tentant de
construire une dérivation, I’algorithme applique la régle (V-ELIM), qui donne 7 < a — L
comme nouveau but. Mais nous avons justement montré que ce but est faux dans le modéle ; il
n’admet donc pas de dérivation, sans quoi le théoréme 8.1 serait contredit. Donc, I’algorithme
échoue.

Nous avons donc montré que la régle (V-ELIM) est essentiellement incompléte. Il est facile
de vérifier qu’elle est en fait la seule source d’incomplétude : dans toutes les autres régles,
les prémisses sont équivalentes (au sens de I'implication de contraintes) & la conclusion.

Exemple. On pourrait penser que 'incomplétude, dans 'exemple ci-dessus, provient du
fait qu’une variable de types apparait en position contravariante dans sa propre borne.
Cependant, voici une variante du méme exemple ot ce n’est plus le cas.

Soit C le graphe de contraintes vide de domaine {a}. Soit 7 défini comme précédemment.
Alors, on vérifie que C I+ 7 < a U (o — L1); la preuve est essentiellement identique a la
précédente.

Cependant, Papplication de la régle (V-ELIM) & ce but produit comme nouveau but
7 < a — L, parce que a a été remplacé par sa borne inférieure dans C, qui est L. Encore
une fois, ce nouveau but n’est pas impliqué par C.

Ainsi, la régle (V-ELIM) reste incompléte méme en 1’absence de contraintes récursives,
et méme en 'absence de toute contrainte. Ici, I'incomplétude semble provenir du fait que
Palgorithme n’est pas capable de prédire de facon suffisamment fine la valeur de (o — L)
quand « varie. Un algorithme basé sur une analyse par cas (considérant que toute solution
de C' doit associer & « soit L, soit T, soit un type de fonction, et analysant chaque cas
séparément) ne souffrirait pas de ce probléme. Cependant, il semble difficile de garantir sa
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terminaison. Dans le cas ol a représente un type de fonction, 'algorithme introduit deux
nouvelles variables de type pour représenter son domaine et son codomaine. La taille du
probléme peut donc augmenter au fur et & mesure que ’analyse avance, et il est difficile
d’énoncer un critére de terminaison pertinent.

Exemple. Enfin, d’apreés les contre-exemples précédents, on pourrait croire que ’incomplé-
tude provient de la présence d’un constructeur contravariant. Cette supposition est infondée,
comme le montre ’exemple suivant, mis au point par Joachim Niehren.

Supposons que le langage des types contienne un constructeur de type unaire et covariant
F (cf. section 14.3). Soit C' le graphe de contraintes associé a

{F(e) <8, a < F(B)}

Alors, nous prétendons que C I+ a < (3. Pour le démontrer, nous allons vérifier, par
induction sur k, que C' Ik, o < 3 est vrai pour tout k € Nt. Le cas k = 0 est immédiat.
Supposons que le résultat soit acquis pour un k donné; soit p une (k + 1)-solution de C.
Si p associe L & a ou T a 8, alors p vérifie @ < 8 et nous avons le résultat désiré. Sinon,
notons que p est une 1-solution de a < F(f3); il en découle que p(a) est de la forme F(7,),
ol T, est un certain type brut. De méme, p(3) est de la forme F'(73). Du fait que p est une
(k + 1)-solution de C', nous déduisons F(1,) <j 7 et 7o <p F(73). En d’autres termes,
toute substitution brute p’ qui & a associe 7, et &  associe 7 est une k-solution de C.
D’aprés notre hypothése d’induction, p' k-satisfait o < 3, donc 74 <y 73. Il en découle que
F (7o) <gt+1 F(73), c’est-a-dire que p (k+ 1)-satisfait o < 8. L’induction est terminée ; nous
avons démontré que C' IF a < 3.

Or, il est facile de vérifier que ce but n’admet aucune dérivation. La régle (V-ELIM)
transforme a < 8 en F(8) < F(a), qui est & son tour réécrit en S < « par la régle de
décomposition structurelle associé au constructeur covariant F. Or, C' I 8 < «a est faux,
puisqu’une substitution brute qui & a associe L et & 3 associe T est solution de C'. Donc,
encore une fois, la régle (V-ELIM) est incompléte.

L’essence de I'incomplétude est difficile & saisir ici. On note que ’analyse par cas men-
tionnée précédemment fonctionnerait parfaitement, puisque la décomposition du probléme
conduit & une nouvelle instance du méme probléme, & a-conversion prés, ce qui est facile a
détecter. Cependant, il existe des situations dans lesquelles une telle décomposition crée un
«nuage» de variables de type superflues, et la détection d’un motif récurrent devient alors
non triviale.

La décidabilité de I’implication de contraintes reste donc pour I’instant un probléme ou-
vert. Seule une borne inférieure de complexité est connue : Henglein et Rehof [28] démontrent
que le probléme est PSPACE-difficile.



Chapitre 9

Décision de la comparaison de
schémas

schémas de types, décide s’ils sont comparables au sens de la relation <¥; en d’autres

termes, si le premier est plus général que le second. Cet algorithme est di a Trifonov et
Smith [49], qui n’en donnent toutefois pas de preuve détaillée. Il constitue une généralisation
de I’algorithme d’implication de contraintes exposé au chapitre 8; en fait, on peut le voir
comme une combinaison de celui-ci et de ’algorithme de cloture. Il présente les mémes
problémes d’incomplétude que ’algorithme d’implication.

Cet algorithme est utilisé, en pratique, pour comparer le schéma de types inféré pour une
certaine expression a celui déclaré par ’utilisateur dans la signature du module. Par ailleurs,
I’algorithme sert également de base théorique a I'une de nos méthodes de simplification, le
dépoussiérage.

Pour des raisons de simplicité, nous nous restreindrons au cas ou le schéma de droite
est simple, c’est-a-dire sans occurrences de LI ou M. L’algorithme ne s’étend pas de facon
naturelle au cas général. Cette restriction n’entraine pas de perte de puissance, puisque tout
schéma de types est équivalent & un schéma simple (cf. chapitre 11).

Nous commengons par quelques préliminaires techniques de peu d’importance (sec-
tion 9.1). Nous introduisons ensuite la notion d’extension faiblement close, qui formera
la base théorique de notre algorithme (section 9.2). La section 9.3 explique, de fagon prin-
cipalement informelle, les idées qui ménent & la conception de celui-ci. Enfin, ’algorithme
est défini puis prouvé dans la section 9.4.

I "OBJECTIF DE CE CHAPITRE est de décrire un algorithme qui, étant donnés deux

9.1 Préliminaires

Cette section a pour objet d’étendre légérement l’axiomatisation de l'implication de
contraintes développée au chapitre 8, de fagon & lui permettre de traiter une classe de buts
plus étendue. Elle est peu complexe, et d’intérét purement technique.

La section 9.2, qui introduit la notion de cloture faible, aura besoin pour cela de manipuler
des contraintes de la forme 7 < 7/, ot 7 et 7' sont des petits termes arbitraires. En particulier,
7 comme 7' peut étre un pos-type ou un neg-type. Définissons donc

Définition 9.1 Une contrainte feuille est une paire de termes feuilles T et 7', notée 7 < 7'.
Une petite contrainte est une paire de petits termes T et 7', notée 7 < 7',

Rappelons que jusqu’ici, I’axiomatisation de 'implication de contraintes traite des buts
delaforme 7 < 7', 01 (r,7') € T~ xT . Ici, nous souhaitons pouvoir spécifier des contraintes
feuilles et des petites contraintes en tant que buts. Cela est assez facile, puisque la forme de
ces nouveaux buts est trés restreinte.

91
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VaeV CHFa<T7
C,HFUV <1

(U-ELiM)

Vo' e V! CHET<d
C,HFT<nV'

(N-ELiM)

F1G. 9.1: Axiomatisation de 'implication, étendue aux contraintes feuilles

Nous étendons donc 'axiomatisation aux contraintes feuilles en ajoutant les deux régles
données par la figure 9.1. Notons que cette extension n’est pas « récursive » : étant donnée une
contrainte feuille, les régles (LU-ELiM) and (M-ELIM) peuvent étre appliquées au plus une fois
chacune au bas de la dérivation, et nulle part ailleurs. Ainsi, une dérivation dans ce systéme
étendu est simplement une famille de dérivations dans l'ancien systéme, éventuellement
rassemblées grace aux nouvelles régles. Notre extension n’est donc qu’une commodité qui
permet de coder une conjonction de buts en un seul.

Pour vérifier que Palgorithme est toujours correct, il suffit de vérifier que la proposi-
tion 8.1 est toujours vérifiée ; le reste suit. En voici donc une nouvelle version.

Proposition 9.1 Soit une dérivation de C,H b7 < 7' de profondeur k, ot 7 < 7' est une
contrainte feuille. Alors
Vi<k Cljr<7

Démonstration. 11 suffit de considérer les deux nouvelles régles; puisqu’elles sont symé-
triques, traitons (L-Erim). Supposons Va € V' C IF; a < 7'. Nous devons vérifier C' I+
LV < 7. C’est la une conséquence immédiate de la proposition 1.6. |

Nous avons donc étendu ’axiomatisation de I'implication de contraintes aux contraintes
feuilles. L’extension aux petites contraintes est & présent immédiate. En effet, étant donnée
une petite contrainte, 'application de (L-ELiM), (T-ELIM) ou (—-ELIM) la décomposera
en contraintes feuilles. Enoncons & nouveau le théoréme de correction :

Théoréme 9.1 Soit C' un graphe de contraintes. Soit ¢ une contrainte feuille ou une petite
contrainte telle que

Cke

Alors
Vk € Nt U{co} Clge

Démonstration. Identique & celle du théoréme 8.1, en utilisant la proposition 9.1 au lieu de
la proposition 8.1. a

9.2 Cloéture faible

Définition 9.2 Soit C' un graphe de contraintes de domaine V'. Une extension de C' est
un graphe de contraintes C' de domaine V UV’ tel que <c, C* et CT, une fois restreints
V', coincident avec <cr, C'V, et C'T, respectivement.

Dans cette section, nous désirons donner une condition suffisante sur une telle extension
pour que toute solution de C' s’étende & une solution de C. Cette condition formera ensuite
le fondement théorique de 1’algorithme de comparaison polymorphe entre schémas de types.

La condition que nous énongons ci-dessous est une sorte de condition de cloture, similaire
a celle de la définition 3.10, & deux différences prés.
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Premiérement, nous désirons émettre une condition aussi faible que possible. Par consé-
quent, nous remplacons les notions de transitivité et d’inclusion entre types par des as-
sertions prouvables d’implication de contraintes, c’est-a-dire des jugements dérivables dans
notre axiomatisation de l'implication. Nous remplagons ainsi des critéres simples et pure-
ment syntaxiques par une notion plus fine, qui autorise plus de flexibilité.

Deuxiémement, lorsque nous avons défini la cléture d’un graphe de contraintes, il s’agis-
sait d’exhiber une solution de ce graphe. Ici, nous traitons un probléme plus général, qui est
celui d’étendre une solution donnée & un graphe plus grand. A cause de cela, les variables
de V et de V' jouent des roles différents, et cette distinction est utilisée pour affaiblir encore
la condition.

Définition 9.3 Soit C' un graphe de contraintes de domaine V'. Soit C une extension de
C'"a VUV ouV et V' sont disjoints. Dans ce qui suit, les variables de V seront notées
a, 3, ... tandis que celles de V' seront notées o', ', ...

C' est une extension faiblement close de C' ssi, pour tous o, 3, o', B', v :

—a <¢ B et B<c v impliqguent C +o <+v';

- o <o aeta<gf impliquent o <¢ B;
—a<cpBetp<cpB impliquent o <c B';

- a<c o implique 33 >c a CF C¥HB) < CH');
— o <¢ a impliqgue 33 <ca CFCT(a') <CT(B);
— a <¢ B implique C + C+(a) < CH(B) et C + CT(a) < CT(B);
- CF C¥a) < C(a).

’

On notera que, dans les conditions ci-dessus, certaines assertions d’implication utilisent
I’axiomatisation étendue introduite par la section 9.1. Par exemple, dans l’assertion C' F
C*(a) < C¥(B), les deux membres du but sont des pos-types, donc ’axiomatisation décrite
au chapitre 8 n’est pas suffisante. Grace & I'invariant des petits termes, C*(a) < C*(8) est
une petite contrainte, donc cette assertion entre dans le cadre de notre extension.

Nous pouvons & présent passer a la démonstration de la propriété principale des exten-
sions faiblement closes. Commencons par une variante de la proposition 3.4 :

Proposition 9.2 Soit k € N*. Si un graphe de contraintes C' implique prouvablement une
petite contrainte c (c’est-a-dire si C' + ¢), alors toute k-solution de C' est (k + 1)-solution de
c.

Démonstration. Soit k € Nt . Puisque les membres de ¢ sont des petits termes, ¢ est (par
décomposition structurelle) équivalente & un ensemble S de contraintes feuilles. Considé-
rons ¢’ € S. Puisque I'axiomatisation de I'implication procéde également par décomposition
structurelle, C' + ¢ implique C F ¢’. D’aprés le théoréme 9.1, ceci implique C' Iy, ¢’. Ainsi,
nous avons prouvé que toute k-solution de C' est k-solution de S. Or, toute k-solution de S
est (k + 1)-solution de ¢, par décomposition structurelle. O

Théoréme 9.2 Soit C une extension faiblement close de C'. Alors toute solution de C'
s’étend en une solution de C'.

Démonstration. La preuve est similaire, en principe, a celle du théoréme 3.1, moyennant tou-
tefois quelques différences importantes. D’abord, puisque la définition de la cloture faible
utilise I'implication prouvable au lieu de I'inclusion entre types, nous utiliserons la proposi-
tion 9.2 au lieu de la proposition 3.4. Ensuite et surtout, parce que nous prouvons un résultat
plus général sous des hypotheéses affaiblies, les détails de la preuve sont plus délicats. Néan-
moins, le principe général reste le méme : exhiber une substitution brute, et prouver qu’il
s’agit d’une k-solution de C, pour tout k¥ € Nt par induction sur k.

Soient V' = dom(C") et VUV’ = dom(C), ou V et V' sont disjoints. Dans ce qui suit,
les variables de V' seront notées a, 3, ... tandis que celles de V' seront notées o/, 3, . ..
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Soit p’ une solution de C'. D’aprés la proposition 2.9, il existe un systéme contractif S’,
dont le domaine contient V', et dont I'unique solution coincide avec p’ sur V'. Il est clair
que 'on peut exiger dom(S") NV = 2.

Considérons alors le systéme contractif S, de domaine dom(S") UV, défini comme suit :

o' € dom(S') = S'(a')
a€Vis CHa) U (U{S'(); o € V' Aad' <c a})
S est bien contractif, car son image ne contient que des types construits. Soit p 'unique
solution de S. p est en particulier solution de S’, donc coincide avec p’ sur V'; c’est une
extension de p'.
Remarquons que pour tout a € V', nous avons
p(CHa)) U (U{p(S"(a)); o' € V' Na! < a})
p(CH(@)) U (U{p(a'); o’ € V! A <o a})

pla)

Nous allons & présent vérifier, par induction sur & € NT, que p est k-solution de C. Le
résultat est immédiat pour £ = 0; supposons a présent qu’il a été vérifié pour un certain
ke Nt.

D’abord, considérons deux variables reliées par <. Quatre sous-cas se présentent, selon
que chacune d’elles appartient & V ou V'.

1. eV'et ' € V'. Alors o' <¢ ' (car C est une extension de C'). p est une extension
de p', donc satisfait o' < 3'.

2. o/ € V'et @ € V. Alors, selon la remarque ci-dessus,

p(a) = p(C*(a)) L (U{p(a'); o' € V' Ad <¢ a})
> p(a)

donc p satisfait o' < a.

3. a € Veta €V’ Nous avons

p(a) = p(CHa) U (U{p(y); v € V' Ay <c a})

donc il suffit de prouver que

p(CHa)) <ps1 p(a) (1)
VY eV 4 <ca=p(y) <ptr1 p(a) (2)

C' est une extension faiblement close de C', et a <¢ «'; par conséquent, il existe
B €V tel que a <¢ Bet CF CHB) < CH'). Puisque a <¢ f3, en utilisant une
nouvelle fois le fait que C' est une extension faiblement close de C’, nous obtenons
C + CHa) < C¥(B). p est k-solution de C'; donc, d’aprés la proposition 9.2, p est
(k 4+ 1)-solution de ces deux contraintes. Donc,

p(CH(a)) <1 p(CH(@"))

De plus, sachant que @' € V' et que p est solution de C”,

p(C*(a") < p(a)

Par transitivité, nous obtenons (1). A présent, soit 7' € V' tel que 7' <¢ «. Puisque
a <¢ a' et que C est une extension faiblement close de C’, nous avons C' F +' < «'.
Considérons la dérivation de cette assertion. Nous sommes nécessairement dans 1'un
des cas suivants :
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— 74" <¢ d. Alors, puisque 7' € V' et o’ € V'] et puisque C est une extension de
C', nous avons 7' <cr o/, et p satisfait v < o'.

— CFCTy") < CHa'). Alors, p étant k-solution de C, il est (k + 1)-solution de
cette contrainte entre termes construits. Par ailleurs, puisque p est solution de
C', il satisfait v/ < C'T(y') = CT(v') et C¥(a') = C'*(a') < &'. 1l en découle que
p (k + 1)-satisfait v' < o'.

Dans les deux cas, p (k + 1)-satisfait 7' < o', donc nous avons vérifié (2).
4. € Vet g € V. Nous avons

p(CH(@)) U (Ufp(); o' € V' Aa' <¢ a})
p(CHB) U (U{p(8); B € V! A B' < B})

Nous allons montrer que chaque membre de ’expression LI de la premiére ligne ci-
dessus est inférieur (au rang k 4+ 1) & un membre de 'expression Ll de la seconde
ligne.

Nous avons @ <¢ 3, et C' est une extension faiblement close de C’, donc C' + C*(a) <
C*(B). Comme précédemment, puisque p k-satisfait C, il (k + 1)-satisfait cette con-
trainte.

A présent, soit o’ € V' tel que o’ <¢ a. Puisque a <¢ B et que C est une extension
faiblement close de C', nous avons o' <¢ 3. Donc o' fait partie des 3’ ci-dessus.
Nous avons vérifié que tout membre de la premiére ligne est inférieur, au rang k + 1,
a un élément de la seconde ; par conséquent, p(a) <g+1 p(8).

Nous avons donc démontré que p est (k 4+ 1)-solution de toute contrainte de <.

A présent, soit a € V. Nous allons prouver que p est (k + 1)-solution de C¥(a) < a <
CT(a). (Cette assertion est vraie pour ' € V', parce que p étend p'; c’est pourquoi nous
considérons uniquement le cas @ € V.) La premiére inégalité est conséquence directe de la
définition de p(a). Considérons donc la seconde. Nous avons

p() = p(C*(@)) U (U{p(a); o’ € V' A < a})

Nous allons vérifier que chaque membre de cette expression LI est inférieur, au rang k + 1,
2 p(CT(a)).

C étant une extension faiblement close de C’, nous avons C' + C*(a) < CT(a). Comme
nous 'avons vu précédemment, il en découle que p est (k + 1)-solution de cette contrainte.

Soit & présent o € V' tel que o <¢ a. Puisque C est une extension faiblement close
de C', il existe 3 € V tel que 8 <¢ a et C F CT(a') < CT(B). Puisque B <¢ a, et puisque
C est une extension faiblement close de C', nous avons également C' + CT(3) < CT(a).
Encore une fois, p (k + 1)-satisfait ces contraintes. Par ailleurs, puisque o' € V', p satisfait
o < C'"M(a') = CT(a'). Par conséquent, p (k + 1)-satisfait o' < CT(a).

Nous avons a présent prouvé que p est (k + 1)-solution de C'; 'induction est terminée,
et p est solution de C. a

Il est intéressant de noter que, en corollaire, nous obtenons une condition plus faible
pour qu'un graphe de contraintes admette une solution :

Définition 9.4 Un graphe de contraintes C' de domaine V est dit faiblement clos ssi pour
tous a,B €V :

— a <¢ B implique C + C*(a) < CH(B) et C+ CT(a) < CT(B) ;

- CF C¥a) < C(a).
Un schéma de types A = 7| C est faiblement clos ssi C [’est.

Proposition 9.3 Tout graphe de contraintes faiblement clos admet une solution.
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Démonstration. Soit C' un graphe de contraintes faiblement clos. C' est une extension fai-
blement close du graphe vide, d’ou le résultat. O

Nous n’utiliserons cette notion de cloture faible que dans la preuve de lalgorithme de
comparaison polymorphe entre schémas de types. En effet, dans le reste de notre théorie, la
notion de cloture, plus simple, se révéle parfaitement adaptée. (La preuve de l’algorithme de
canonisation, au chapitre 11, constitue une exception ; elle introduira une troisiéme notion
de cloture, intermédiaire entre cloture et cloture faible.)

Du point de vue de I'implémentation, 1’idée d’utiliser la cloture faible pourrait venir &
Pesprit. En effet, celle-ci pose moins de conditions sur le graphe de contraintes ; on pourrait
donc imaginer qu’un calcul de cléture faible produise un graphe plus petit, participant ainsi
au processus de simplification. En fait, il est beaucoup plus facile, et efficace, de travailler
avec la notion originale de cléture, pour plusieurs raisons.

La premiére raison, qui n’est pas la meilleure, mais la premiére que nous ayons considérée
historiquement, réside dans la difficulté de mettre au point un algorithme incrémental de
calcul de cloture faible. En effet, il est facile de vérifier qu’un graphe de contraintes donné
est faiblement clos, grace a 'algorithme d’implication de contraintes; mais il est difficile,
étant donné un graphe de contraintes, de calculer le plus petit graphe faiblement clos qui lui
soit équivalent (si tant est qu’un tel graphe existe, ce qui est probablement faux en général).
Dans le cas de la cloture, nous disposons d’un algorithme glouton simple (cf. définition 7.1).
Il ajoute les contraintes qui doivent nécessairement 1’étre, jusqu’a atteindre un point fixe.
Dans le cas de la cloture faible, 'utilisation d’assertions d’implication complique la situation.
Il peut apparaitre nécessaire d’ajouter une contrainte, parce qu’elle n’est pas impliquée par
le graphe dans son état actuel ; mais celle-ci peut s’avérer plus tard inutile, parce qu’elle peut
étre déduite d’autres contraintes qui auront été ajoutées aprés elle. En d’autres termes, la
fonction dont nous voulons calculer un point fixe n’est pas monotone. Il est peut-étre possible
de contourner ce probléme, mais le jeu n’en vaut certainement pas la chandelle.

La deuxiéme raison, en effet, est simple et sans appel. Nous verrons au chapitre 12
que lorsque linvariant de mono-polarité est en vigueur, alors tout graphe de contraintes
dépoussiéré (cf. chapitre 10) est automatiquement clos et faiblement clos. Il n’y a donc plus
de différence pratique entre les deux notions, et il n’est pas intéressant de pousser plus loin
notre théorie de la cloture faible.

9.3 Principe

Munis des outils théoriques développés dans la section précédente, nous sommes & pré-
sent en mesure d’énoncer une condition suffisante pour que deux schémas de types soient
comparables au sens de la relation <¥. Cette condition servira ensuite de base & ’algorithme.
Commencons par une explication informelle de I'intuition sous-jacente.

Rappelons que ’assertion

A=7|C<VA =1 |C

est équivalente &
Vp'EC' FpkC p(A=1)<p (A" =1

Ainsi, pour montrer qu’une assertion de comparaison entre schémas est vraie, nous devons
étre capables, étant donnée une instance quelconque du schéma de droite, de produire une
instance plus petite du schéma de gauche.

Considérons le cas ou le schéma de droite ne contient aucune variable. Alors, le probléme
se réduit & un simple probléme de solubilité, puisqu’il s’agit alors de déterminer si C'+ (A =
7 < A" = 7') admet une solution. Ce probléme, nous I’avons vu, est décidable : il suffit
de calculer la cloture de cet ensemble de contraintes. Si le calcul échoue, il n’existe aucune
solution ; §’il réussit, nous obtenons un graphe clos, & partir duquel il est facile d’exhiber
une solution.
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Revenons maintenant au cas o le domaine V' du schéma de droite est non vide. (Nous
supposerons que les deux schémas sont de domaines disjoints, ce qui n’est pas restrictif,
puisque la relation <¥ contient I’a-conversion.) A nouveau, le probléme revient 4 déterminer
si le graphe ci-dessus admet une solution, mais cette fois, nous ne contrélons plus la valeur
des variables de V'. Il semble alors naturel d’effectuer & nouveau un calcul de cloture, mais
en considérant cette fois les variables de V' comme des constantes inconnues. On devra alors
échouer si de nouvelles contraintes apparaissent sur elles, puisque nous n’avons pas le choix
de leur valeur. Si le calcul réussit, alors nous avons résolu le probléme. De facon informelle,
le graphe clos décrit alors les valeurs qu’il faut attribuer aux variables de gauche, en termes
des valeurs des variables de droite. Trifonov et Smith [49] nomment ces derniéres rigides,
tandis que les premiéres sont appelées flexibles, en accord avec I'idée qu’elles sont seules &
pouvoir varier.

Il faut apporter une correction au discours ci-dessus : au lieu d’utiliser la définition
habituelle de la cloture, nous la remplacerons par la notion de cloture faible introduite a
la section 9.2. La premiére, moins précise, demanderait ’addition de plus de contraintes.
En particulier, nous risquerions d’étre amenés & ajouter de nouvelles contraintes sur les
variables rigides, ce qui provoquerait un échec de l'algorithme. La cléture faible est plus
fine et diminue l’acuité du probléme : dans de nombreux cas, ces nouvelles contraintes
seront prouvablement impliquées par des contraintes existantes, et il sera donc inutile de les
ajouter au graphe, évitant ainsi 1’échec. (Néanmoins, le probléme existe toujours, puisque
la notion de cloture faible est basée sur une axiomatisation incompléte de 'implication de
contraintes, et notre nouvel algorithme sera lui aussi incomplet.) Ainsi, les variables rigides
sont considérées comme des constantes inconnues, mais nous savons qu’elles vérifient les
relations exprimées par le graphe C’, et nous faisons usage de cette information & travers la
relation d’implication de contraintes.

Exemple. Considérons ’assertion
a—sa<'f =4 C

ou C' = @+ (B < 7). Essayons de calculer une extension faiblement close de C' qui
implique
a—sa<f =+

Nous ajoutons & C’ les contraintes 3’ < a et a < «'. Par transitivité, cela demande que ' <
~' qui est une contrainte sur les variables «rigides» de V'. Heureusement, cette contrainte
est déja impliquée par C’, donc nous avons construit une extension faiblement close, et nous
avons terminé avec succes.

Supposons donnée une solution p' de C’. Soit p une substitution brute qui & a associe
n’importe quel type brut compris entre p'(3') et p'(y'). Il est facile de vérifier que p est un
témoin de ’assertion de comparaison de schémas. Ainsi, ’extension faiblement close calculée
ci-dessus est bien une forme résolue du probléme; elle indique, étant donnée une instance
quelconque du schéma de droite, comment construire une instance plus petite du schéma de
gauche.

Passons & présent a la formalisation de cette discussion.
Proposition 9.4 Soient A = 7 | C et A" = 7' | C' deuzx schémas de types de domaines
disjoints. On suppose qu’il existe un graphe de contraintes D tel que
— D est une extension faiblement close de C' 4 dom(C) U dom(C") ;
-DFC+(A=>17< A =>1).
Alors
A=sT1|C<V A =1 |C
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Démonstration. Soit p' une solution de C'. D est une extension faiblement close de C';
d’aprés le théoréme 9.2, il existe une solution p de D qui étend p'. Puisque D IF C + (A =
T < A"= 7'), p est solution de C, et satisfait

p(A=1) < p(A" = 1)
que l'on peut également écrire
p(A=71)<p' (A =1
puisque p étend p'. Ceci termine la preuve. a

Comme nous ’avons mentionné plus haut, la réciproque de cette proposition est fausse.
Cela est di au fait que la notion d’extension faiblement close fait appel & notre axioma-
tisation incompléte de I'implication de contraintes. Ainsi, tout exemple démontrant 'in-
complétude de celle-ci peut étre aisément codé pour produire un exemple démontrant 1’in-
complétude de la proposition ci-dessus. En d’autres termes, l'algorithme de comparaison
polymorphe que nous allons développer dans la prochaine section posséde (au moins) les
mémes exemples d’incomplétude que 'algorithme d’implication de contraintes.

Proposition 9.5 La réciprogue de la proposition 9.4 est fausse.

Démonstration. Supposons donnée une assertion d’implication de contraintes, de la forme
C Ik a < 3, qui soit vraie mais non prouvable, c’est-a-dire que C' - o < § est faux. (De
telles assertions existent et ont été exposées dans la preuve de la proposition 8.4.)

Cette assertion d’implication de contraintes peut se coder en termes de comparaisons de
schémas de types, comme ceci :

yovy<"a—=B3|C

ou l'on choisit v ¢ dom(C). Il est clair qu’il n’existe pas d’extension faiblement close de
C a dom(C) U {7} qui entraine v — v < a — 3; en effet, d’aprés la définition 9.3, cela
demanderait précisément C'+ a < . a

9.4 Algorithme

Grace aux idées présentées dans la section précédentes, nous pouvons maintenant donner
une définition formelle de 'algorithme de comparaison polymorphe entre schémas de types.

Définition 9.5 Soient 0 = A = 7 | C et o' = A" = 7' | C' deux schémas de types
de domaines disjoints. On suppose que C' est faiblement clos et que la relation <c est
transitive. (On ne pose aucune condition de cloture sur C' ; cependant, l’algorithme obtiendra
de meilleurs résultats si C' est clos.) De plus, o' est supposé simple.

Par convention, les variables de o seront notées a, 3, ... tandis que celles de o’ seront
notées o', ', ...

Un état de lalgorithme est un couple (D,Q), ow D est un graphe de contraintes de
domaine dom(C) U dom(C") et @ est un ensemble de contraintes de la forme a < o' ou
o < a.

Si dom(A) # dom(A"), lalgorithme échoue immédiatement. Dans le cas contraire, son
état initial est (CUC' A= 17< A = 1).

L’algorithme passe d’un état (D, Q) a un nouvel état comme suit. Si la liste d’attente Q
est vide, on signale le succés et on arréte l’algorithme. Sinon, on choisit une contrainte c
dans @ et on pose Q' = Q \ {c}. Deuz cas se présentent alors, selon la forme de c.

— ¢ est de la forme a < o'. Sia <p ', on passe a l’état (D,Q"). Sinon, on effectue les
étapes suivantes :
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~ Soit E défini par <p = <pU{(B,a'); B <p a}, E" = D' et E* = D*.
— Soit R égal a Q' Usubc(D¥(a) < D¥()).

— On vérifie que V38 <p a D+ ' < a'. En cas de succés, on passe a l’état
(E, R) ; dans le cas contraire, on signale l’échec et on arréte l'algorithme.

— c est de la forme o < a. Si o' <p a, on passe a Uétat (D,Q"). Sinon, on effectue les
étapes suivantes :

— Soit E défini par <p = <pU{(a’,8); a <p B}, E" = D' et E¥ = D*.
— Soit R égal a Q' Usubc(D'(a') < DT (a)).

— On vérifie que V38 >p a D+ o < B'. En cas de succés, on passe o l’état
(E, R) ; dans le cas contraire, on signale l’échec et on arréte l'algorithme.

A partir de état initial, ’algorithme passe d’état en état jusqu’a ce que le succés ou
l’échec soit signalé.

Exemple. Illustrons le fonctionnement de 'algorithme. On considére le schéma de types
o=a— 3 —vyxd|C,ouC estle graphe de contraintes défini par a <¢ v, 8 <¢ 7, a <¢ 0
et B <¢ §. On souhaite vérifier que ce schéma est équivalent au schéma o’ =€ — € — € X €.
(On ignorera le fait que ces schémas ne vérifient pas l'invariant des petits termes; cela
n’affecte pas le principe de ’algorithme.)

L’assertion ¢ <" ¢’ est immédiate, puisque ¢’ s’obtient & partir de ¢ par une simple
substitution. Voyons comment se comporte l'algorithme. Les variables « ...~ sont consi-
dérées ici comme flexibles, tandis qu’e est rigide. L’état initial de I'algorithme est consti-
tué du graphe C' (étendu, pour étre précis, au domaine {«...€}), et de la liste d’attente
subc(a > 8 > yxd<e—e—exe),quiest égaled {y<e¢ 6 <¢ e<a,e< 3} Nousne
détaillerons pas les quatre étapes nécessaires pour retirer ces contraintes de la file d’attente.
En résumé, chacune de ces contraintes vient s’ajouter au graphe de contraintes calculé par
I’algorithme. Par transitivité, il en résulte des contraintes sur les variables rigides. Par exem-
ple, nous avions au départ a <+, donc de 'ajout de € < a et v < ¢, on déduit € < €. Cette
contrainte entre variables rigides doit étre vérifiée a I’aide de ’algorithme d’implication de
contraintes, ce qui est immédiat. Aucune erreur n’est donc détectée, et 'algorithme signale
un succés. De fagon générale, on pourrait prouver que ’algorithme réussit toujours lorsque
le schéma de droite s’obtient par substitution & partir de celui de gauche.

Réciproquement, il n’est pas forcément clair, au premier abord, que o' <" . Voyons ce
que donne ’algorithme. Cette fois, € est la seule variable flexible — les autres sont rigides.
Le graphe de contraintes initial est le méme, mais la liste d’attente est maintenant {e¢ <
v, € <9, a <€, B < e}. Encore une fois, ces quatre contraintes viennent s’ajouter au graphe
de contraintes. Par transitivité sur ¢, il en découle des contraintes sur les variables rigides,
qui doivent étre vérifiées & ’aide de 'algorithme d’implication de contraintes. Par exemple,
de a < e et € <7, on déduit a < . Or, cette contrainte est déja présente dans C, donc
prouvablement impliquée par C. Il en va de méme pour les autres contraintes entre variables
rigides ainsi obtenues, et ’algorithme réussit.

Commentons ce dernier résultat. L’algorithme a démontré ’assertion de comparaison
entre schémas, c’est-a-dire que pour toutes valeurs de «... 4§ vérifiant C, il existe une valeur
de € vérifiant € - € > e x e < a — B — v x J. Le calcul qu’il a effectué consiste, comme
nous l'avons expliqué lorsque nous avons motivé la définition de l'algorithme, & donner une
définition explicite d’e en fonction de «...d. Ici, cette définition est a LI 3 < € < v 4.
Autrement dit, n’importe quelle valeur d’e vérifiant cet encadrement convient. Il en existe
au moins une, d’aprés nos hypothéses sur «. .. ; c’est pour le vérifier que nous avons utilisé
l’algorithme d’implication de contraintes. Si le calcul avait révélé une contrainte sur «...d
non prouvable & partir de nos hypotheéses, alors l’existence d’e n’aurait pas été garantie, et
I’algorithme aurait échoué.

L’équivalence entre o et ¢’ autorise une simplification : si on remplace o par ¢’ dans
une dérivation d’inférence, celle-ci conduira toujours & un schéma de types principal. Reste
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a savoir si nous sommes capables de détecter cette opportunité en pratique. La réponse,
affirmative, sera donnée au chapitre 13 par 'algorithme de minimisation. (Cet exemple y
sera repris sous le nom d’élimination des 2-couronnes.)

L’algorithme est & présent défini. Il reste & démontrer qu’il termine et qu’il est correct.

Proposition 9.6 L’algorithme de comparaison de schémas termine.

Démonstration. Sil’algorithme ne termine pas, alors il existe une suite infinie de transitions.
Notons que lorsqu’une contrainte est choisie dans la liste d’attente, si elle est déja dans la
relation <p, alors la taille de la liste diminue strictement. Si, au contraire, elle n’est pas dans
<p, alors elle lui est immeédiatement ajoutée (d’aprés la définition de <g). Par conséquent,
si (Dp,@Qn)nen+ €st une suite infinie de transitions, alors la suite (<p, )nen+ €st croissante
et croit strictement un nombre infini de fois. Or, (<p, ),en+ est bornée, car tous les D,
ont le méme domaine, & savoir dom(C') U dom(C"). Par conséquent, il n’existe pas de suite
infinie de transitions, et ’algorithme termine. a

Voici maintenant deux lemmes qui constituent le gros de la preuve de correction.

Lemme 9.7 On suppose que lalgorithme atteint l’état (D, Q). Alors D est une extension
de C'" a dom(C) U dom(C"), et une extension de C a dom(C) U dom(C").

Démonstration. Cela est vrai en ce qui concerne 1’état initial : puisque o et o’ sont de
domaines disjoints, C'U C" est une extension de C' (resp. C') & dom(C') U dom(C").
Supposons a présent que l’algorithme passe de I'état (D, Q) a l'état (E, R), et que D soit
une extension de C’ (resp. C) a dom(C) U dom(C"). D’apres la définition de I’algorithme,
la seule différence entre D et E est 'ajout éventuel dans <g de contraintes de la forme
a <g a' ou o' <g a. Dong, la restriction de E & dom(C") (resp. dom(C')) coincide avec la
restriction de D & dom(C") (resp. dom(C)). Il en découle que E est également une extension
de C' (resp. C) a dom(C) U dom(C"). |

Lemme 9.8 Supposons que l’algorithme atteigne un état (D, Q). Alors
1. o/ <p B et B<p~ impliquent D o' <~ ;

o <paeta<p impliquent o' <p 3;

a<p B et <p B impliquent « <p B';

a <p o impligue 33 >p a D,QF D¥(B) < D¥(');

o <p a implique I <p a D,Q+ DT (a') < D(B);

6. D,QFrA=717<A =1

(Notez que dans certaines des assertions d’implication de contraintes ci-dessus, le contenu
de @) est utilisé en tant qu’azxiomes.)

Démonstration. Considérons d’abord ’état initial (D, Q), ou D = C' U C'. Puisque C et C'
sont de domaines disjoints, <p ne contient aucune contrainte de la forme a < a' ou o’ < a,
donc les cinq premiéres conditions sont trivialement vérifiées. Par ailleurs, la liste d’attente
est précisément ) = A = 7 < A’ = 7'; donc ’énoncé est vrai en ce qui concerne ’état
initial.

A présent, supposons que le résultat soit vrai pour un état (D, Q) (c’est 1a ’hypothése
d’induction) et que lalgorithme passe de cet état & un nouvel état (E, R). Supposons que
la contrainte ¢ qui a été choisie dans @ est @ < «a'; lautre cas est symétrique. Posons
Q' =Q\{c}

Sia<pa,alors (E,R) = (D,Q). Il suffit de vérifier que si une contrainte est prouva-
blement impliquée par (D, @), alors elle 'est également par (D, Q'). La seule différence est
que 'axiome a < o a disparu dans le second cas. Mais cet axiome est dérivable puisque
a <p o'. Donc le résultat est vrai.
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Supposons donc a £p «a'. Nous avons

<p=<pU{(B,a);B<pa}
R = Q' Usubc(DY(a) < D¥(a'))

Considérons la premiére condition. Supposons v/ <p 8 et 8 <g §'. Nécessairement,
v <p B.Si B <pd,alors D+ « < ¢ par hypothése d’induction, et £ F 7' < ¢’ car E
contient D. Sinon, nous avons §' = o' et 8 <p «a par définition de <g. Par conséquent,
v <p B <p a. En appliquant ’hypothése d’induction, nous obtenons 7' <p «a. A présent,
d’aprés la définition de ’algorithme, ’assertion

V' <pa DFj <da

a été vérifiée avant de passer a I’état (E, R). Il en découle que D F+' </, et EF ' <o
car E contient D. La premiére condition est vérifiée.

La seconde condition est trivialement satisfaite, car aucune des contraintes nouvellement
ajoutées n’y entre en jeu.

Considérons la troisiéme condition. Supposons v <g 3 et 8 <pg §'. Nécessairement,
v <p B.Si B <p ¥, nous concluons aisément, comme ci-dessus. Sinon, nous avons §' = o'
et B <p «a par définition de <g. Cependant, puisque chaque transition ajoute des contraintes
«hétérogeénesy de la forme § < 6’ ou ¢’ < J, v <p B implique v <¢ . De méme, 8 <p «a
implique 8 <¢ a. La relation <¢ étant transitive, v <¢ «, ce qui implique v <p «a. Par
définition de E, il s’ensuit que v <g «'. Nous avons démontré que <p vérifie la troisiéme
condition.

Considérons la quatriéme condition. Supposons 3 <g §'. Le cas § <p §' est immédiat ;
supposons donc 3 £p §'. Alors, par définition de <p, §' = o' et § <p «. Par ailleurs,
d’aprés la définition de R, il est immédiat que

E,RF E*(a) < E*(d))

Enfin, si I'on note que 8 <g «, on constate que la quatriéme condition est satisfaite.

La cinquiéme condition est trivialement satisfaite, parce qu’aucune des contraintes nou-
vellement ajoutées n’y entre en jeu.

La sixiéme condition est toujours satisfaite, parce que I’« axiome manquanty a < o' est
dérivable dans F. O

Nous pouvons finalement affirmer que

Théoréme 9.3 L’algorithme de comparaison de schémas de types est correct vis-a-vis de
la relation <Y.

Démonstration. Supposons que ’algorithme signale le succes. Alors il a atteint un certain
état (D, @). D’aprés le lemme 9.7, D est une extension de C', et de C, & dom(C) Udom(C").
D’aprés le lemme 9.8, nous avons

1. o <p B et B <p~ impliquent D F o' <~';

o <p aet a<p B impliquent o/ <p 3;

a <p B et <p B impliquent o <p B';

a <p o implique 33 >p a D F DY) < D*(a');
o' <p a implique 33 <p a D F D' (a') < DT(B);
DFA=717<A =7

De plus, C étant un graphe de contraintes faiblement clos, nous avons, pour tous «a, €
dom(C) :

— a <¢ B implique C F C*(a) < CH(B) et C + CT(a) < CT(B);

S ok N
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- CFCHa) < CN(a).
D étant une extension de C', nous pouvons réécrire cela

— a <p B implique D + D¥(a) < D¥(3) et D + D"(a) < DT(B);

— D+ D¥(a) < D' (a).
Les cinq premiéres assertions, en conjonction avec les deux derniéres assertions ci-dessus,
signifient exactement que D est une extension faiblement close de C' & dom(C) U dom(C").

Par ailleurs, nous avons D F A= 7 < A" = 7', et D I C puisque D est une extension de
C. D’aprés la proposition 9.4, nous avons donc o <Y ¢'. O



Chapitre 10

Polarités et dépoussiérage

tive) du flot de données & travers une expression. Le contexte A décrit un ensemble

de données nécessaire au bon fonctionnement de ’expression, donc représente en
quelque sorte un ensemble de points d’entrée. Le corps 7, au contraire, décrit la valeur cal-
culée par 'expression, donc représente un point de sortie. Ils sont reliés entre eux par les
contraintes du graphe C. En effet, chaque application de fonction, c’est-a-dire chaque envoi
de données d’un créateur & un consommateur, engendre une contrainte. Cela correspond a
I'idée que le typage n’est autre qu’une analyse de flot.

Cette vision des choses est intéressante. En particulier, elle suggére de classifier les va-
riables de types d’un schéma selon leur fonctionnalité. Plus précisément, si o est le schéma de
types associé & ’expression e, il serait intéressant de distinguer les variables qui représentent
une entrée (c’est-a-dire une donnée attendue par I’expression e) de celles qui représentent
une sortie (c’est-a-dire un résultat fourni par e). Nous annoterons chaque variable a l’aide
du signe — dans le premier cas, et du signe + dans le second. Bien sfir, il sera possible pour
une variable de jouer les deux roles a la fois, et donc de porter les deux signes. D’autres, au
contraire, se révéleront dénuées de tout signe. Ainsi, nous associerons une paire de booléens,
nommée polarité, & chaque variable.

Quel est le but de ce calcul? C’est sur lui que repose le processus de dépoussiérage,
que nous introduirons également dans ce chapitre. Ce processus consiste & identifier, puis
éliminer, certaines contraintes superflues au sein du graphe de contraintes. Comme nous
allons le voir, le calcul des polarités permet de détecter une large classe de contraintes
superflues. Par ailleurs, les polarités jouent un role important dans la définition de I'invariant
de mono-polarité (cf. chapitre 12) et de l’algorithme de minimisation (cf. chapitre 13). Enfin,
elles sont également utilisées pendant la phase de simplification «externe», qui permet
d’ameéliorer la lisibilité d’un schéma de types avant son affichage (cf. section 15.2).

Plutét que de définir directement la notion de polarité et son application directe, le
dépoussiérage, nous procédons en plusieurs étapes, en commencant par exposer une notion
plus grossiére (section 10.1), que nous raffinerons ensuite & deux reprises (sections 10.2
et 10.3) pour obtenir la version définitive. Enfin, la section 10.4 fournit un point de vue
intéressant sur le processus de dépoussiérage, et en prouve ensuite la correction.

‘[ IN SCHEMA DE TYPES A = 7| C n’est autre qu’'une description (certes approxima-

10.1 Une définition grossiére

Plutot que de donner d’entrée de jeu la définition de la polarité, nous commencons par
introduire une notion d’accessibilité. Celle-ci se calcule en annotant chaque variable par un
unique booléen, qui indique si elle joue un role dans le flot de données, sans distinguer
entrées et sorties. Cette notion, plus grossiére, a été proposée dans [43]. Actuellement, elle
n’est plus nécessaire & notre théorie ; cependant, nous 'utilisons comme point de départ, et
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montrerons ensuite comment elle peut étre améliorée, de deux fagons indépendantes, pour
obtenir la notion de polarité.

Définition 10.1 Soit 0 = A = 7 | C un schéma de types clos. L’ensemble des variables
accessibles de o, noté R(o), est le plus petit sous-ensemble R de dom(o) tel que

-fv(r)C R

-Y(z:7,) €A fv(r,) CR

-VYaeR (¢ <ca)V(a<cd)=a €R
~-VaeR fv(CHa))Ufv(CT(a)) CR

L’intuition qui sous-tend cette définition est fort simple. Notre but est de repérer toutes
les variables susceptibles de jouer un role dans le comportement de o. Par comportement
de o, nous entendons la fagon dont il se combinera, au cours de la dérivation de typage,
avec d’autres schémas, pour finalement mener & un succés ou & un échec de la dérivation.
En observant les régles de typage, on remarque que les contraintes explicitement créées par
celles-ci ne pourront mettre en jeu que «'interface» de o, c’est-a-dire son contexte A et son
corps 7. Donc, pour commencer, nous marquons toutes les variables de A et de 7 comme
étant accessibles.

Cependant, rappelons que les régles de typage demandent que tous les schémas mis en
jeu aient une dénotation non vide, c’est-a-dire que leur graphe de contraintes admette une
solution. Pour vérifier cette condition, on effectuera un calcul de cloture, qui combinera les
nouvelles contraintes avec celles déja présentes dans C, par transitivité et par décomposition
structurelle. Toute variable de ¢ susceptible de jouer un role dans ce calcul doit donc éga-
lement étre considérée comme accessible. Cela se traduit par les deux derniéres conditions
ci-dessus, qui expriment que toute borne d’une variable accessible est elle-méme accessible.

Pour conclure cette explication, on peut dire que le calcul d’accessibilité est essentielle-
ment une simulation d’un futur calcul de cloture, qui marque toutes les variables susceptibles
d’étre mises en jeu.

A partir de cette définition, on peut aisément imaginer une méthode de simplification,
connue sous le nom d’élimination des contraintes inaccessibles dans [43]. Si une variable est
inaccessible, nous avons la certitude qu’elle n’interviendra dans aucun calcul de cloture a
I’avenir. Par conséquent, toute information concernant cette variable est superflue, et peut
étre abandonnée sans modifier le comportement du schéma de types.

Nous ne chercherons pas & prouver ce résultat ici, puisqu’il sera généralisé plus loin.
Donnons plutdt un exemple, que nous retrouverons au cours de ce qui suit.

Exemple. Considérons le schéma de types 0 = a — 7 | C, ou C est le graphe de contraintes
défini par

-~ a<cf<c;

~ O @) =C1(B) =CT(7) =0 = ¢;
S G =a= s

— C¥e)=T.

Pour calculer R(o), nous commencons par marquer « et v comme accessibles. Ensuite, nous
laissons les marques se propager (toute borne d’une variable accessible devenant accessible)
jusqu’a ce que plus aucune variable ne puisse étre marquée. Nous obtenons

R(o) ={e, B,7,0,¢}
Ainsi, A est la seule variable inaccessible. Si nous retirons les contraintes inaccessibles, nous
obtenons un nouveau schéma a — v | D, ou D est défini par
~a<pfB<p7;
- D(a) =D"(B) = DT(7) =6 = ¢;
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— D¥(e) =TT.
La contrainte concernant A a été abandonnée. Il est facile de comprendre pourquoi cela est

correct. Cette contrainte ne restreignait pas les valeurs possibles de a ou 7, donc n’avait
aucun effet sur la dénotation du schéma de types o.

Pour résumer, 'analyse d’accessibilité est une simulation d’une hypothétique phase de
cloture a venir, et I’élimination des contraintes inaccessibles en est 'application naturelle.
Dans [49], Trifonov et Smith raffinent la notion d’accessibilité, pour obtenir la notion de po-
larité. L’application naturelle en est une méthode de simplification plus puissante, nommeée
dépoussiérage (garbage collection en anglais). Nous allons a présent expliquer les améliora-
tions qu’ils ont apportées. Elles sont au nombre de deux, et sont indépendantes l'une de
I’autre. Nous les considérons donc isolément.

10.2 Premiére amélioration

La premiére amélioration consiste & rendre ’analyse «directionnelle». Nous ’avons vu,
I’analyse d’accessibilité simule un calcul de cloture, et marque les variables qui recevront
éventuellement de nouvelles contraintes. Mais la direction de ces contraintes n’est pas prise
en compte, c’est-a-dire que l'analyse ne distingue pas les nouvelles bornes supérieures des
nouvelles bornes inférieures. Cependant, cette distinction est fondamentale.

Nous raffinons donc I’analyse en annotant chaque variable par deux booléens. Le premier
indique si la variable est susceptible de recevoir de nouvelles bornes inférieures & ’avenir,
et le second si elle risque de recevoir de nouvelles bornes supérieures. Par convention, la
variable sera dite négative (resp. positive), et annotée par le signe — (resp. +), si le premier
(resp. second) booléen a la valeur «vrai».

Le calcul de ces marques se fait, comme précédemment, par point fixe. Nous avons
mentionné précédemment que lorsque de nouvelles contraintes viennent se greffer sur un
schéma o, elles concernent nécessairement son contexte A et son corps 7. Effectuons un
examen plus précis des régles de typage. Pour amener de nouvelles contraintes sur le corps
7, il faut passer l’expression e correspondant & o & une fonction. Mais la contrainte ainsi
créée constitue toujours une borne supérieure pour 7. Symétriquement, pour amener de
nouvelles contraintes sur un élément = du contexte A, il faut A-abstraire I’expression e par
rapport & = et appliquer la fonction ainsi obtenue & un argument. Mais la contrainte ainsi
obtenue constitue toujours une borne inférieure pour A(z). Ainsi, au début du calcul de
point fixe, il suffit de marquer 7 positif et A négatif.

Pendant le calcul de point fixe, les marques se propagent, comme précédemment, le long
des contraintes. Cependant, les régles de propagation sont plus fines. Si une variable est
positive, alors elle risque de recevoir une nouvelle borne supérieure ; donc, par transitivité,
toutes ses bornes inférieures sont dans le méme cas, et doivent également étre marquées
positives. Ainsi, les signes + se propagent vers le bas, et, symétriquement, les signes — vers
le haut.

Enfin, notons que si 7 est un terme construit, lui ajouter une borne supérieure revient
en fait & ajouter une borne supérieure aux variables de fv' () et une borne inférieure aux
variables de fv™ (7). (C’est 1 une conséquence des régles de décomposition structurelle.) Par
conséquent, lorsque nous parlons de marquer 7 positif, il faut en fait marquer fv* (7) positif
et fv (7) négatif.

Donnons a présent la définition de cette analyse. (Rappelons qu’il ne s’agit pas 1a de la
définition définitive de la polarité ; il nous reste & exposer une seconde amélioration dans la
section 10.3.)

Définition 10.2 Soit 0 = A = 7 | C un schéma de types clos. L’ensemble des variables
positives de o, et l’ensemble des variables négatives de o, notés respectivement dom™ (o) et
dom™ (o), sont les plus petits sous-ensembles P et N de dom(o) tels que

-ty c PAfv (1) C N
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~Y(z:1,) €A NT(r,) CNAfV (1) CP
-VYaeP o <ca=adeP

-VaeN a<gd =>d €N

~VaeP T (C*Ha)) Cc PANT(CHa)) C N
~VYaeN (CTa)) Cc NAfy (CM(a)) C P

Cette analyse est plus fine que la précédente, puisque les marques d’accessibilité se pro-
pagent dans les deux directions, tandis que les signes + ne se propagent que vers le bas
et les signes — vers le haut. Par ailleurs, conformément & ce que nous avons annoncé, les
marques portées par une variable indiquent son role en tant qu’entrée ou sortie. En effet,
si une variable a représente le type d’un résultat fourni par ’expression e, alors c’est qu’il
est possible de construire un programme P, contenant e, dans lequel ce résultat est utilisé.
Or, dans un systéme basé sur le sous-typage, toute utilisation d’'une donnée engendre une
contrainte 7, < 79, oul 71 est le type de la donnée fournie, et 7 est le type attendu par le
consommateur. Donc, le typage de ’expression P engendre une nouvelle borne supérieure
pour «. La variable « est donc nécessairement positive. Nous avons montré, informellement,
que les polarités fournissent une approximation conservative du role des variables : si une
variable ne porte pas le signe + (resp. —), alors elle ne joue aucun role en sortie (resp. en
entrée).

Nous pouvons a présent appliquer cette nouvelle analyse pour en tirer une méthode de
simplification. Le principe est le méme que précédemment : une contrainte ne doit étre
gardée que si elle a une chance de jouer un role a 'avenir. Considérons par exemple une
variable non négative a. Elle ne recevra aucune nouvelle borne inférieure a l'avenir. Par
conséquent, il n’y aucune raison de conserver la borne supérieure de a. En effet, la seule
facon, pour la contrainte a < C'(«), d’intervenir dans un futur calcul de cloture est d’étre
combinée, par transitivité, avec une nouvelle borne inférieure de «. Symétriquement, nous
pouvons oublier la borne inférieure de toute variable non positive. Enfin, une contrainte
reliant deux variables a < 3 représente une borne supérieure pour « et une borne inférieure
pour 3, donc ne peut étre jetée que si a est non négative et 3 non positive.

Nous obtenons donc une méthode de simplification plus fine que I’élimination des con-
traintes inaccessibles. Reprenons ’exemple introduit dans la section précédente.

Exemple. Pour calculer dom™ (¢) et dom™ (¢), nous commencons par marquer a — 7y
positif, c’est-a-dire a négative et v positive. Ensuite, nous laissons les marques se propager
(les signes + vers le bas, les signes — vers le haut). Nous obtenons

dom+(0) = {a”@,’y,(S}
dom™ (o) ={a, 8,7,€}

Ainsi, A est la seule variable dénuée de toute marque. Une fois encore, nous oublierons donc
toute information & son propos. Mais ’analyse remarque également que € est négative, donc
que sa borne inférieure n’a pas de signification, et peut étre oubliée. Ainsi, la simplification
donne un nouveau schéma de types a — v | E, ou E est défini par

—a<pfB<p7;
- Bl @)= E'(B) =El(y) =6 > e

10.3 Seconde amélioration et version définitive

Nous allons & présent exposer une deuxiéme amélioration de la notion d’accessibilité. Elle
est entiérement indépendante de la précédente, et un peu plus délicate, mais d’importance
capitale. Elle consiste & ignorer totalement les contraintes entre variables durant le calcul
des polarités.
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Rappelons que l'idée fondamentale qui sous-tend la notion d’accessibilité est une simu-
lation d’un futur calcul de cloture; calcul qui aura effectivement lieu lorsque ’expression
actuelle e sera utilisée dans un programme P. Jusqu’ici, nous avons cherché a déterminer
quelles variables seraient mises en jeu dans ce calcul. Cependant, au final, notre unique
intérét est de déterminer si P est typable, c’est-a-dire de savoir si le calcul de cloture peut
échouer. Donc, nous pouvons restreindre notre attention aux seules variables susceptibles
de provoquer un échec. (De fagon informelle, on dira qu’une variable « provoque un échec
quand la contrainte C*(a) < CT(a) ne peut étre décomposée parce qu’elle est insoluble.)

Considérons la variable 8 de ’exemple ci-dessus. Elle est a la fois positive et négative. Si
elle est positive, c’est uniquement parce que 7y est positive, et que le signe + s’est propagé le
long de la contrainte 8 < . Ainsi, 3 peut recevoir de nouvelles bornes supérieures a I’avenir ;
mais a chaque fois que § regoit une nouvelle borne, nous savons que y a également recu cette
méme borne. Supposons que [ cause un échec aprés avoir recu une nouvelle borne 7. Alors
CH(B) < 7 est insoluble. Mais C¥(y) < 7 lest alors également, puisque C*(7) contient
C*(B). 7 cause donc également un échec. Nous pouvons donc ne pas tenir compte des échecs
provoqués par g, puisqu’ils seront également provoqués par 7.

On peut dire que le signe + porté par 3 joue deux roéles. Le premier est de signaler que 3
risque de provoquer un échec. Nous avons vu que ce fait peut étre ignoré. Le second est de
se propager a toutes les bornes inférieures de 8. Or, puisque 8 < 7, celles-ci sont également
bornes inférieures de 7y, qui est positif, et auront donc déja recu le signe + pour cette raison.
Ainsi, cette deuxiéme fonction est également inutile.

Concluons cette discussion informelle. Nous avons vérifié que le signe + porté par 3
n’apporte en fait aucune information. Par conséquent, il est possible de ne pas marquer 3
positif. Nous avons donc découvert qu’il n’est pas nécessaire que les polarités se propagent
d’une variable & ’autre, mais seulement d’une variable vers sa borne construite.

Comme nous allons le voir, cette idée est fondamentale, car la méthode de simplification
qui en découle sera trés puissante. Puisque 8 ne porte plus aucun signe, toutes les références
a cette variable vont étre éliminées. C’est excellent — 3 était en effet superflue, puisqu’elle
n’était qu’une variable intermédiaire entre « et 7y, et ne portait aucune information propre.

Nous pouvons & présent intégrer cette seconde amélioration et donner la définition défi-
nitive de la polarité. Cette définition, ainsi que la méthode de dépoussiérage qui en résultera,
ont été proposées par Trifonov et Smith [49]. Aiken et Fahndrich [4] présentent également
cette notion, avec et sans la seconde amélioration (& propos de laquelle ils parlent de «dé-
tection des variables réellement intermeédiaires ).

Par ailleurs, nous affaiblissons nos hypothéses sur le schéma de types; la cloture au sens
fort n’est pas nécessaire.

Définition 10.3 Soit 0 = A = 7 | C un schéma de types faiblement clos. L’ensemble des
variables positives de o, et l'ensemble des variables négatives de o, notés respectivement
dom™ () et dom™ (o), sont les plus petits sous-ensembles P et N de dom(c) tels que

- fvt(r)c PAfvT (1) C N

~V(z:1) €A T (r,) CNAfV (1) CP

~VaeP 7 (C¥a)) C PAfV (CHa)) C N

~-YaeN 1 (CM(a)) C NAKT(CT(a)) C P
Une variable o est dite positive si o € dom™ (o), et négative si @ € dom™ (o). Elle est dite
bipolaire si elle est positive et négative, et neutre si elle n’est ni positive ni négative.

De plus, on définit la fonction polarité,, qui & toute variable o € dom(o) associe un
sous-ensemble de {+,—}, par

€ € polarité,(a) <= a € dom(o)

Exemple. Continuons & étudier ’exemple introduit dans les sections précédentes. Pour
calculer dom™ (o) et dom™ (), nous marquons d’abord « négative et v positive. Ensuite,
nous effectuons le calcul de point fixe. Cette fois, 8 ne recgoit aucune marque, puisque les
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marques ne suivent plus les liens entre variables. Pour la méme raison, v ne devient pas
négative, et a ne devient pas positive. Nous obtenons

dom™ () = {,0}
dom™ (o) = {a, €}

Ce résultat est nettement plus fin que les précédents. Nous allons a présent expliquer com-
ment effectuer le dépoussiérage & partir de ces données.

Dans la section 10.2, nous avons expliqué que la borne supérieure (resp. inférieure)
construite d’une variable non négative (resp. non positive) peut étre jetée, car sa présence
ne peut pas provoquer d’échec pendant les calculs de cloture & venir. Nous avons également
indiqué dans quelles conditions une contrainte de la forme o < [ pouvait étre éliminée;
cependant, notre deuxiéme amélioration nous permet de raffiner ce critére.

Supposons, par exemple, # non positive. Alors, si 3 recoit une nouvelle borne supérieure
a ’avenir, c’est qu’il existe un certain v tel que 8 < =y et 7y recoit la méme borne supérieure.
Dans ce cas, nous avons, par transitivité, a < «; nous pouvons donc déduire qu’a recoit
cette nouvelle borne, sans utiliser la contrainte o < (3. Ainsi, cette contrainte ne joue aucun
role essentiel dans le calcul de cloture, et elle peut étre éliminée. Dans le cas symétrique
ol « est non négative, nous obtenons la méme conclusion. Par conséquent, une contrainte
a < [ ne doit étre conservée que si « est négative et 3 positive — un résultat assez puissant.

Exemple. Concluons & présent ’analyse de ’exemple utilisé au cours de cette discussion.
Comme expliqué plus haut, # ne porte plus aucun signe, donc les contraintes a~ < ( et
B < v+ peuvent étre éliminées. En fait, toute référence & 3 disparait. Le lien entre « et «y
n’est pas perdu, cependant ; puisque <c est fermé par transitivité, la contrainte o= < yT
était présente et demeure.

Comme précédemment, A disparait entiérement, et la borne inférieure de € est jetée. De
plus, cette fois, v est non négative, donc sa borne supérieure est également éliminée. Reste
un schéma de types @ — v | F, ou F est défini par

- a<F7;
- F'a)=0—e

Ce schéma de types est nettement plus simple que o. Le dépoussiérage a donc permis
d’éliminer une grande quantité d’informations superflues a un faible cott. En particulier,
il détruit les « variables réellement intermédiaires», c’est-a-dire les variables comme 3, qui
ne servent qu’d former un lien entre d’autres variables. Cela est fondamental, car de tels
liens sont engendrés en grande quantité par les régles d’inférence et par l'algorithme de
canonisation (introduit au chapitre 11).

Passons & présent a la définition formelle du dépoussiérage. Pour plus de clarté, nous
commencons par définir les conditions que doit vérifier un schéma de types pour que ce
procédé lui soit applicable.

Définition 10.4 Un schéma de types 0 = A = 7| C est dépoussiérable ssi
— C est faiblement clos, et <c est transitive;

— o est simple.

En fait, la seconde condition ci-dessus apparait pour une raison purement technique : la
preuve de ’algorithme de dépoussiérage repose sur l’algorithme de comparaison polymorphe
entre schémas, lequel n’a été mis au point que dans le cas des schémas simples. Il serait
possible de retirer cette condition, mais cela demanderait des preuves plus lourdes. En
pratique, cette restriction impose d’effectuer la canonisation avant le dépoussiérage.

Ceci posé, passons & la définition méme :
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Définition 10.5 Soit o un schéma de types dépoussiérable. L’image de o par le dépoussié-
rage, notée GC(0), est le schéma de types A = 7| D, de domaine dom™ (¢) Udom™ (), ou
le graphe de contraintes D est défini comme suit :

~a<ppfssia<cf,acdom (o) et f€dom™(0);
— D¥(a) est égal a CH(a) si o € dom™ (o), et 4 L sinon;
— D%(a) est égal a CT(a) si a € dom™ (o), et a T sinon.

10.4 Correction

Il reste & prouver la correction de cette transformation. Notre but est de montrer que les
schémas o et GC(o) ont la méme dénotation, c’est-a-dire que o =Y GC(c). Pour cela, nous
allons utiliser ’algorithme développé au chapitre 9.

On peut formuler une remarque trés intéressante a propos de cette preuve, qui permet
a la fois de mieux comprendre la preuve et de donner une définition alternative, courte et
élégante, du dépoussiérage. Imaginons que nous utilisions l’algorithme de comparaison de
schémas pour déterminer si o <¥ 0. (A priori, il n’est pas certain que I’algorithme réponde
positivement, puisqu’il est incomplet.) Si on examine le comportement de ’algorithme dans
une telle situation, on s’apercoit que la réponse est toujours positive; mais la remarque
la plus intéressante, et la plus inattendue, est qu’il est capable de répondre positivement
sans utiliser toutes les contraintes présentes dans le membre droit. On en déduit immédiate-
ment un procédé de simplification : soit ¢’ un schéma identique & o, excepté que toutes les
contraintes inutilisées par I’algorithme dans 'expérience précédente ont été retirées. Alors,
nous avons toujours o <" ¢’. Par ailleurs, o/ <" ¢ est immeédiat, puisque ¢’ contient moins
de contraintes. Les deux schémas sont donc équivalents, et nous avons 14 un procédé de
simplification correct, qui n’est autre que le dépoussiérage.

Cette remarque est intéressante, car elle fournit une définition fort succincte du dé-
poussiérage, tout en le reliant & l'algorithme de comparaison de schémas. Elle justifie le
dépoussiérage de maniére «sémantique», en prouvant qu’il ne modifie pas la dénotation du
schéma de types concerné. Les commentaires que nous avons fait dans les sections précé-
dentes, au contraire, le justifient de facon plus «opérationnelle», en prouvant que le fait de
jeter ces contraintes ne modifiera pas le comportement observable du schéma.

Théoréme 10.1 Soit 0 un schéma de types dépoussiérable. Alors
o =" GC(o)

Démonstration. Posons ¢’ = GC(o) = A = 7 | D comme dans la définition 10.5. Alors,
puisque D contient moins de contraintes que C, il est clair que C IF D. Il en découle que
o' <Yo.

Réciproquement, nous souhaitons prouver ¢ <¥ ¢’. Pour cela, nous allons simuler une
exécution de l'algorithme défini au chapitre 9 et vérifier qu’elle se termine par un succes.

Puisque 'algorithme travaille avec deux schémas de types de domaines disjoints, effec-
tuons d’abord une étape d’a-conversion sur o’. Pour chaque a € dom(o), on choisit une
variable fraiche ¢(a).

Nous devons vérifier que o et ¢(¢') sont des arguments acceptables pour 1’algorithme
de comparaison. Ils sont de domaines disjoints; C est faiblement clos, et < est transitive;
¢(o') est simple.

Nous allons & présent montrer que si l’algorithme atteint un état (D,,, @), alors

<p, C<cU<emU{B < dla); a € dom™(0) A <¢ a}
U{¢(a) < B; a €dom™ (o) Aa <¢ B}
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et

Qn C{a < (a); a € dom™ ()}
U{g(a) < a; a € dom ™ ()}

Cela est vrai de I'état initial (Do, Qo), parce que <p, = <c U <yp) et Qo = (4 =
7) < (¢(A) = ¢(7)). Supposons que cela soit vrai pour un état (D,,Q,). Supposons que
Palgorithme atteigne ’état suivant (D41, @Qrn+1) en sélectionnant une contrainte ¢. D’aprés
I’hypothése d’induction sur @, ¢ est de la forme o < ¢(a), ot a € dom™ (). (L’autre
cas est symétrique; nous ne le traitons donc pas explicitement.) Si cette contrainte est
déja dans <p_, alors (Dypt1,@Qny1) = (Dn, Qn \ {c}) et le résultat est vérifié. Sinon, nous
avons <p,,, = <p, U{(3,¢(a)); B <p, a}. B <p, a implique 3 <¢ «; puisque a €
dom™ (o), <p,,, est de la forme attendue. De plus, nous avons Q,+1 C @, Usubc(C¥(a) <
(#(D))*(4())). Parce que o € dom™ (¢), a a la méme borne inférieure dans D et dans C,
donc (¢(D))*(p(a)) = ¢(C+(a)). Ainsi, les contraintes ajoutées a la queue sont les sous-
contraintes de C*(a) < ¢(C*¥(a)). D’aprés la définition de dom™ et dom™, elles sont de la
forme 8 < ¢(B) (resp. ¢(8) < B) ot B € dom™ (5) (resp. B € dom™(0)). Ainsi, le résultat
annoncé au début de ce paragraphe est vérifié.

Nous pouvons & présent vérifier que ’algorithme n’échoue pas. Il ne peut échouer que si
I'une des assertions d’implication de contraintes qui doivent étre vérifiées lors des change-
ments d’états n’est pas dérivable. Considérons une tentative de passer de ’état (D, @) &
un nouvel état. Supposons que la contrainte ¢ choisie dans @),, est de la forme a < ¢(a), ou
a € dom™ (). (L’autre cas est symétrique, donc nous ne le traiterons pas explicitement.)
Les assertions & vérifier sont de la forme D, F ¢(8) < ¢(a), ot ¢(8) <p, «. D’aprés le
résultat prouvé au paragraphe précédent, ¢(8) <p, « implique 8 € dom™ (¢) et 8 <¢ a.
Par définition du dépoussiérage, 3 € dom™(6) A @ € dom™ () A # <¢ « implique 8 <p a.
Il en découle que ¢(B) <4py ¢(). Finalement, puisque <p, contient <4 p), I'assertion
D, F ¢(B) < ¢(«a) est prouvable par simple utilisation de (TAuUTO).

Nous avons vérifié que ’algorithme ne peut échouer. Donc, il signale un succés, et ’as-
sertion de comparaison entre schémas est vérifiée. O

Puisque le dépoussiérage ne fait rien d’autre que jeter des contraintes, le schéma de
types qu’il produit est simple, et vérifie toujours 'invariant des petits termes. De plus, le
dépoussiérage conserve les polarités, comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 10.1 Soit o un schéma de types dépoussiérable. Alors

dom™ (GC(¢)) = dom™ (o)
dom™ (GC(¢)) = dom™ (o)

Démonstration. Rappelons que la définition 10.3 définit les ensembles des variables positives
et négatives d’un schéma de types comme les plus petits ensembles vérifiant une certain
conjonction de conditions. Si nous comparons la définition de dom™ (o) et dom™ (), d’un
coté, avec celle de dom™ (GC(a)) et dom™ (GC(0)), de l'autre, nous constatons qu’elles sont
identiques. Le résultat en découle. O

Enfin, il serait intéressant de savoir si le schéma GC(o) vérifie une propriété de cloture.
Ce probléme sera abordé au chapitre 12.



Chapitre 11

Canonisation

paraitre les constructeurs Ll et M. Comme 'explique la section 2.1, ceux-ci constituent

une facon de coder des conjonctions de contraintes. Or, plusieurs algorithmes avancés,
en particulier lalgorithme de minimisation (cf. chapitre 13), s’accommodent mal de leur
présence. Il est donc souhaitable de les éliminer. Par ailleurs, cette élimination offre de nou-
velles opportunités au processus de dépoussiérage, et constitue donc une simplification en
SOi.

Le but de ce chapitre est donc de montrer que cette élimination est possible sans perte
d’expressivité, et de définir I’algorithme qui effectue. Ce procédé est nommé canonisation,
d’aprés Trifonov et Smith [49]. Leur description de l’algorithme n’est pas entiérement satis-
faisante, parce qu’elle ne préserve pas la propriété de cloture. D’un point de vue pratique, il
est alors nécessaire de faire suivre la canonisation d’une nouvelle phase de cloture. Pour évi-
ter cette perte d’efficacité, nous donnons ici une description plus précise de ’algorithme, et
montrons qu’il préserve la propriété de cloture simple. Ensuite, nous montrons que la plupart
des contraintes produites pour obtenir la cloture seront en fait éliminées par le dépoussié-
rage. Nous pouvons alors définir un algorithme combinant canonisation et dépoussiérage,
qui évite d’engendrer ces contraintes superflues.

Par ailleurs, nous verrons que l’algorithme de canonisation peut également étre utilisé
pour éliminer les variables bipolaires d’un schéma de types, de fagcon a ce qu’il respecte [’in-
variant de mono-polarité décrit au chapitre 12. Les deux taches peuvent ainsi étre effectuées
en une seule passe par l’algorithme.

Ce chapitre commence par un court exposé du principe de la canonisation (section 11.1).
Vient ensuite une section de préliminaires techniques (section 11.2), au cours de laquelle nous
exposons une nouvelle notion de cloture, adaptée a la preuve du processus de canonisation.
Cela nous permet de donner la définition d’une premiére notion, appelée canonisation brute
(section 11.3). Nous simulons ensuite une exécution de ’algorithme de dépoussiérage sur le
schéma de types produit par la canonisation brute, et définissons la canonisation comme la
combinaison de ces deux phases (section 11.4). Enfin, la section 11.5 évoque un hypothétique
algorithme de canonisation incrémental.

] USQU’ICI, nous avons travaillé avec des schémas de types dans lesquels pouvaient ap-

11.1 Principe

Le principe de la canonisation est trés simple ; aussi ne le décrirons-nous que briévement.
L’idée est de remplacer ’expression « M 3 par une variable fraiche 7, accompagnée des
contraintes v < a et v < . Ainsi, toutes les bornes supérieures de « et de 8 deviendront,
par transitivité, bornes supérieures de . v aura donc le méme comportement que a3, au
sens ol les contraintes 7 < v et 7 < a M B auront les mémes conséquences vis-a-vis de la
cloture. (Les contraintes de la forme oM 3 < 7 ne nous préoccupent pas, puisque M ne peut
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pas apparaitre dans cette position.) Symétriquement, a LI 3 sera remplacée par une variable
fraiche v accompagnée des contraintes a < v et a < 3.

L’algorithme de canonisation doit préserver une propriété de cloture, de fagon a pouvoir
étre composé avec la phase de simplification suivante, le dépoussiérage. Il faut donc ajouter
non seulement les contraintes mentionnées ci-dessus, mais leurs conséquences par transitivité
et par décomposition structurelle.

Si on se contentait d’introduire les contraintes ci-dessus, puis de calculer leurs consé-
quences a l'aide des régles de cloture habituelles, celles-ci risqueraient de réintroduire des
constructions LI ou M. Par exemple, supposons que F' soit un constructeur de types unaire
covariant. Supposons que la borne supérieure de a (resp. ) soit F'a (resp. F'3). Alors,
lorsqu’on élimine « M G, on introduit les contraintes v < a et v < 3. Par transitivité, la
borne supérieure construite de 7y est F' (a M ). L’élimination du constructeur M n’est pas
compléte. On ne peut donc pas confier ce calcul de cloture & 'algorithme habituel ; il faut
spécifier, dans la définition de la canonisation, que la borne supérieure construite de - sera
Fr.

Parce qu’elle contient ce calcul de cloture, la spécification initiale de ’algorithme, donnée
par la définition 11.4, semble complexe. Cependant, nous verrons ensuite qu’une partie des
contraintes qu’elle introduit peut étre immédiatement éliminée par le dépoussiérage, ce qui
nous conduit & une spécification plus simple (définition 11.5).

11.2 Cloéture simple

D’un point de vue pratique, la phase de canonisation viendra s’insérer entre les phases de
cloture et de dépoussiérage. L’algorithme de canonisation peut donc supposer que le schéma
de types sur lequel il travaille est clos, tandis que celui qu’il construit doit étre faiblement
clos.

Comme il est plus agréable de travailler en termes d’invariant, nous choisissons de dé-
montrer que ’algorithme préserve la cloture simple, une notion intermédiaire entre cloture
et cloture faible. (Ni la cloture, ni la cloture faible ne sont préservées, la premiére étant un
but trop fort et la seconde une hypothése trop faible.) L’objet de cette section préliminaire
est de définir cette notion et d’établir quelques-unes de ses propriétés.

Expliquons, en deux mots, de quoi il s’agit. Toutes les notions de cléture sont basées
sur la méme idée : elles exigent que les conséquences (par transitivité et par décomposition
structurelle) des contraintes présentes dans le graphe soient elles-mémes impliquées, d’une
certaine fagon, par le graphe. Cependant, on peut choisir une notion d’implication plus ou
moins puissante. La cloture forte est basée sur l'inclusion entre types (cf. définition 2.11),
tandis que la cloture faible utilise notre axiomatisation de 'implication de contraintes, ce
qui autorise beaucoup plus de souplesse. Nous adoptons ici une position intermédiaire, en
utilisant une notion d’implication assez naive, basée sur une simple extension de la rela-
tion <¢ aux petits termes. La notion de cloture obtenue reste trés simple, tout en étant
suffisamment flexible pour convenir & nos intentions.

Définition 11.1 Soit C' un graphe de contraintes. La relation <¢ est étendue auz termes
feuilles en posant

a<clUV <<= eV a<gpf
MV <ca <= eV pB<ca
W <gr <= VeV pB<¢r
T<cV <= VeV 17<cp

Ensuite, <¢ est étendue aux petits termes, par simple décomposition structurelle.

On notera qu’ainsi, I’assertion 7 <¢ 7’ est définie quand les deux conditions suivantes
sont remplies :
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— 7 et 7' sont soit deux termes feuilles, soit deux petits termes;
() e (T xTH)U(TT xTHU(T™ xT7).
En particulier, elle reste indéfinie quand (7,7') € T— x T T.

Proposition 11.1 Si <¢ est transitive sur les variables, alors son extension aux termes
feuilles et aux petits termes est transitive.

Démonstration. Dans le cas des termes feuilles, quatre cas se présentent, selon la forme des
trois types mis en jeu; tous sont immédiats. La propriété se transmet ensuite aux petits
termes par décomposition structurelle. O

Proposition 11.2 Les propriétés suivantes, qui, d’aprés la définition 11.1, sont vérifiées
lorsque S et T sont des ensembles de variables de types, s’étendent auz termes feuilles et
auz petits termes.

US<cNT <= VreS Vr'eT rt<c7
US<cUWT < VresS el 7<c71
NS<cMl <= V7'eT JreS 7<c71

Démonstration. On notera que pour que ces assertions aient un sens, S et T doivent étre
des ensembles de pos-types (resp. neg-types) quand ils sont arguments de Ll (resp. I1). La
vérification est laissée au lecteur. O

Définition 11.2 Un graphe de contraintes C, de domaine V, est simplement clos ssi
- <c est transitive ;
— pour tous o, B €V tels que a <¢ 3, C*(a) <c CH(B) et CT(a) <c CT(B);
~ pour tout « € V, C¥(a) <¢ C'(a).

Un schéma de types 0 = A = 7| C est simplement clos ssi C est.

On notera que les deuxiéme et troisiéme conditions ci-dessus peuvent étre vérifiées avant
de clore < par transitivité. C’est-a-dire, en termes formels :

Proposition 11.3 Soit C un graphe de contraintes, de domaine V , tel que
— pour tous o, B € V tels que a <¢ 3, C*(a) <c CH(B) et CT(a) <c CT(B);
- pour tout a € V, C*H(a) <¢ CM(a).

Alors, le graphe de contraintes D défini par <p = <%, DT = C" et D* = C* est simplement
clos.

Démonstration. <p est transitive par construction, et la troisiéme condition est vérifiée par
hypothése, donc il suffit de vérifier la deuxiéme condition. Supposons donc « <p 3. Puisque
<p est la cloture transitive de <¢, il existe une chaine a =y <¢ ... <¢ v, = (. D’aprés
notre hypothése, ceci implique C¥(vy;) <¢ ... <¢ C*(7,). Puisque <p contient <¢, on
a donc C*(y1) <p ... <p C*(v,). Enfin, puisque <p est transitive, la proposition 11.1
implique C*(y1) <p C*¥(vx), que 'on peut également écrire D¥(a)) <p D*(3). De méme,
D' (a) <p DI(8). 0

La proposition suivante formalise le fait que la cloture simple est intermédiaire entre
cloture et cloture faible. Elle indique également que l'algorithme de dépoussiérage peut étre
appliqué au schéma de types produit par la phase de canonisation brute.

Proposition 11.4 Tout graphe de contraintes clos est simplement clos. Tout graphe de
contraintes simplement clos est faiblement clos. Tout schéma de types simple et simplement
clos est dépoussiérable.
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Démonstration. Soit C un graphe clos. Alors <¢ est transitive. De plus, on vérifie aisément
que si un pos-terme feuille 7/ contient un pos-terme feuille 7, alors 7 <o 7’. Un résultat
symétrique s’applique aux neg-termes ; ces résultats s’étendent ensuite aux petits termes. La
deuxiéme condition requise pour la cloture simple en découle. En ce qui concerne la troisiéme,
elle découle d’une propriété similaire, reliant cette fois un pos-terme & un neg-terme.

Soit C' un graphe simplement clos. On vérifie aisément que 7 <¢ 7’ implique C' F 7 < 7'.
(Encore une fois, on le vérifie d’abord dans le cas des termes feuilles, puis on passe aux
petits termes.) Par conséquent, C' est également faiblement clos.

Enfin, soit ¢ = A = 7 | C un schéma de types simple et simplement clos. Alors C' est
faiblement clos, et <¢ est transitive ; donc, d’aprés la définition 10.4, o est dépoussiérable.

O

11.3 Canonisation brute

Nous allons maintenant décrire une premiére version de l’algorithme de canonisation.
Celui-ci pourra étre utilisé pour éliminer les constructeurs U et M, mais aussi, optionnel-
lement, pour éliminer les variables bipolaires. De facon & obtenir une présentation unifiée,
nous le paramétrons par un filtre.

Définition 11.3 Soit V un ensemble de variables de types. Un filtre de domaine V est un
sous-ensemble de 2V (c’est-a-dire un ensemble de parties de V) contenant toutes les parties
de cardinal strictement supérieur a 1, et ne contenant pas l’ensemble vide.

Un filtre F indique a D'algorithme quelles transformations il doit effectuer. Tout terme
feuille peut s’écrire sous la forme LIS ou NS, ot S est un ensemble (éventuellement réduit a
un élément) de variables. Si S € F, un tel terme sera éliminé, et remplacé par une variable
fraiche; il restera inchangé dans le cas contraire.

Tout ensemble S de cardinal strictement supérieur & 1 est obligatoirement compris dans
F, ce qui signifie que toutes les occurrences de Ll et M seront éliminées. Une variable a peut
s’écrire, selon sa position dans le terme, U{a} ou M{a}; si {a} € F, chacun de ces deux
termes sera remplacé par une variable fraiche différente. Nous montrerons que la transforma-
tion n’introduit aucune variable bipolaire ; ainsi, pour éliminer toutes les variables bipolaires,
il suffira d’inclure tous les singletons correspondants & des variables bipolaires dans le filtre.
Si, au contraire, on désire simplement effectuer une canonisation, il ne sera pas nécessaire
que le filtre contienne les singletons.

Définissons a présent le processus de canonisation brute. Rappelons que celui-ci sera
ensuite combiné avec une phase de dépoussiérage partiel (section 11.4), ce qui conduira &
une définition nettement plus simple.

r(a) =a quand {a} ¢ F r (o) =a quand {a} ¢ F
rT(US) = As quand S € F r~(MNS) =75 quand S € F
rt(L) =1 ro(L) =1
rH(T) =T r(T)=T
T'+(T0—>T1):T' (Tg) —>’I“+(T1) r (7'0—>T1) :T+(Tg) - (Tl)

F1G. 11.1: Définition des fonctions de réécriture

Définition 11.4 Soit 0 = A = 7 | C un schéma de types simplement clos, de domaine V.
Soit F un filtre de domaine V.

Pour chaque S € F, on choisit deux variables fraiches \s et vs. (Par variables fraiches,
on entend que ces variables sont distinctes deux & deux et distinctes de celles de o.) On
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D*(a) = r*(C*(a)) D'(a) =r~(C(a))
D'(ys)=r*( || C*w) D'(ys) =r ([ ] C"(a))
aLlcns a€S
D*(xs) =r* (|| C*(a)) D'(s)=r"( [] CMa))
a€S US<ca

F1G. 11.2: Définition de DV et DT

a <p B quand a <¢ 3
vs <p « quand o € S
a <p As quand a € S
r~(NS) <p r quand | S| > 1et NS < NT

As <p rt(UT) quand |T|>1etUS <cUT
rt(uS) <p r (NT) quand |S|>1,|T|>1et US <cNT

FiG. 11.3: Définition de <p, modulo cloéture transitive

définit les fonctions de réécriture r™ et r— selon la figure 11.1 page précédente. La premiére
(resp. seconde) est définie sur les pos-termes (resp. neg-termes) feuilles et les petits pos-
termes (resp. neg-termes).
On définit le graphe résultat D par ses composants DV et DT, donnés par la figure 11.2,
et par la relation <p, qui est la cloture transitive de la relation donnée par la figure 11.3.
Le schéma de types produit par le processus de canonisation brute, noté Canof(a), est
r=(A) = rT(r) | D.

Le reste de cette section est consacré & la preuve de deux résultats. Premiérement, cette
transformation est bien une canonisation, c’est-a-dire qu’elle fournit un schéma de types
équivalent au schéma original, mais dénué de toute occurrence de U ou M. Deuxiémement,
elle préserve la cloture simple, comme nous ’avons annoncé.

Lemme 11.5 Si 7 est un pos-terme feuille ou un petit pos-terme, alors 7 <p r™(r). Si T
est un neg-terme feuille ou un petit neg-terme, alors r— (1) <p 7.

Démonstration. Considérons un pos-terme feuille LIS. Si S ¢ F, alors S = {a}, donc 7 =
a = r* (7). Sinon, r*(7) = As. Nous devons alors vérifier LS <p Ag. Soit a € S. Alors,
par définition de <p, a <p Ag. Le résultat est donc vérifié pour les pos-termes feuilles. Le
cas des neg-termes feuilles est symétrique, et ’extension aux petits termes ne pose pas de
difficulté. m|

Voici maintenant le premier des résultats attendus.

Théoréme 11.1 Soit 0 un schéma de types simplement clos. Soit F un filtre de domaine
v ot

dom(c). On pose o' = Canl-(c). Alors o' est simple, et 0 =" o',
Démonstration. Les fonctions de réécriture ™ et r— ne produisent aucune construction LI
ou M. Aussi, il est clair que ¢’ est simple.
Etant donné que <p contient <¢, et étant donné le lemme 11.5, on constate aisément
que D IFC, et que DIF (A= 7)< (r~(4) = r*(7)). Il en découle que o <" o’.
Réciproquement, soit p une solution de C. Définissons p' par

Pla)=pl@) phs)=[]r@ PAs)=]]r(

a€eS aES
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Alors, on vérifie aisément que pour tout pos-terme feuille 7, p'(r* (7)) = p(7). De méme,
pour tout neg-terme feuille 7, p'(r~ (7)) = p(7). Ce résultat s’étend aisément aux petits
termes. Grace & lui, il est facile de vérifier que p’ est solution de D, et que

plr=(4) = rT(r) <p(A = 7)
Donc, o' <" ¢. a

Lemme 11.6 Si 7 et 7' sont deuz pos-termes feuilles, ou deux petits pos-termes, tels que
T <c¢ 7, alors v (1) <p r* (7). Si T et 7' sont deuzr neg-termes feuilles, ou deuz petits
neg-termes, tels que T <c 7', alors r— (1) <p r~(7').

Démonstration. Soient US et LT deux pos-termes feuilles tels que US < UT'. Distinguons
deux cas, selon que S € F ou non.

Si S ¢ F, alors S est nécessairement de la forme {a}, et r*(US) = a. L’hypothése
US <¢ UT se traduit en o <¢ UT. Par ailleurs, d’aprés le lemme 11.5, UT <p r+(UT).
Puisque <p contient <¢, et puisque <p est transitive, il en découle que a <p rT (LT, ce
qui était notre but.

Si S € F, alors r*(US) = \g, donc le but devient A\s <p r*(UT). Rappelons que
US <¢ UT'; le résultat en découle par définition de <p.

Nous avons traité le cas des pos-termes feuilles; le cas des neg-termes feuilles est symé-
trique, et 'extension aux petits termes suit. a

Lemme 11.7 Soient 7 un pos-terme feuille et 7' un neg-terme feuille tels que 7 <¢ 7'.
Alors rt(r) <p r~(7'). Ce résultat s’étend auz petits termes.

Démonstration. Posons 7 = US et 7/ = NT. L’assertion r* (US) <p r~ (NT) en découle par
définition de <p. L’extension aux petits termes est aisée. O

Voici & présent le second résultat promis.

Théoréme 11.2 Soit 0 un schéma de types simplement clos. Soit F un filtre de domaine
dom(c). On pose o' = Canl-(c). Alors ' est simplement clos.

Démonstration. <p est clos par construction, donc il reste & vérifier les deux autres condi-
tions. Commencons par la derniére, qui exige que borne inférieure et borne supérieure de
toute variable soient dans la relation <p.

— Soit a € V. Puisque C est simplement clos, nous avons C*¥(a) <c CT(a). D’aprés le
lemme 11.7, nous avons alors 7 (C*(a)) <p r~(C'(a)).

— Soit S € F. Nous désirons montrer

L G <o ([] CH@)

a<ens a€S
Grace au lemme 11.7, il suffit de montrer
L] @) <c [] M)
a<ens a€S
qui, d’aprés la proposition 11.2, est équivalent &

Va<cnS VBeS CHa)<e CT(B)

Choisissons a < NS et 8 € S. Cela implique a <¢ (. C étant simplement clos, cela
implique C*¥(a) <¢ C¥(B). Par ailleurs, nous avons C*+(3) <c CT(). Par transitivité
de <¢, il en découle que C*¥(a) <¢ CT(3).

— Le cas de Ag est symétrique.
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Traitons maintenant la deuxiéme condition, qui demande que lorsque deux variables sont
dans la relation <p, leurs bornes inférieures (resp. supérieures) le soient également. Grace
a la proposition 11.3, il suffit de vérifier que cette condition est vérifiée pour les contraintes
explicitement données par la figure 11.3.

Considérons a <p f quand a <¢ (. Puisque C est simplement clos, nous avons
CHa) <o CH(B) et CT(a) <c CT(B). Le résultat découle alors du lemme 11.6.

Considérons vs <p a quand a € S. Nous devons montrer

PO CcH®) <prt(CHa) et (][] CT(B) <p r(CT(w)

B<cns Bes

D’aprés le lemme 11.6, il suffit de vérifier

L] ') <c CHa) et []CT(B) <c CM(w)

B<cnS BesS

La seconde de ces assertions est conséquence directe de la proposition 11.2. Toujours
d’aprés la proposition 11.2, la premiére est équivalente &

VB <enS CHB) <o CHa)

Soit B <c MS. Alors 8 <¢ «, puisque a € S. Il s’ensuit que C*(3) <¢ C¥(a).
Considérons a <p Ag quand a € S. Ce cas est symétrique au précédent.

Considérons r~(MS) <p vr quand | S| > 1 et NS <¢ MT. Supposons d’abord S € F.
Alors, nous devons démontrer (modulo application du lemme 11.6, comme toujours)

|| ¢ta)<e || ¢HB) et []CN@ <c []CT0B)

a<lcns B<cnT a€S BET

Considérons la premiére de ces assertions. Par transitivité de <¢, a <¢ MS implique
a <¢ N7, donc l'expression L de gauche a moins d’opérandes que celle de droite.
L’assertion se déduit alors de la proposition 11.2. Considérons la seconde assertion.
Nous avons MS <¢ MT, c’est-a-dire

VBeT JaeS a<c¢p
C étant simplement clos, ceci implique
VBeT 3JacS CHa)<c CHA)

qui & son tour, d’aprés la proposition 11.2, fournit exactement la seconde assertion.
Il reste & traiter le cas ou S ¢ F. Alors, S est de la forme {a} et nous devons montrer

CHa)<e || CB) et OMa) <c []CT(B)

B<cnT BeT

On remarque que la seconde de ces assertions est identique a la seconde rencontrée plus
haut. Quant & la premiére, c’est une conséquence de la premiére assertion rencontrée
plus haut, car

CHa) <o || CHaw)

a<lcnsS

Considérons A\g <p r*(UT) quand |T| > 1 et US <c UT. Ce cas est symétrique au
précédent.
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— Considérons r™(US) <p r (NT) quand |[S| > 1, |T| > 1 et US <¢ NT. Suppo-
sons d’abord S € F et T € F. Nous devons montrer (modulo une application du
lemme 11.6)

| cHa) <e || c*B)

aEeS B<cnT

(Nous omettons I’autre but, qui est symétrique.) Ceci est équivalent &

VaeS CHa)<e || CHB)

B<enT

Soit a € S. Puisque LS <¢ MNT', nous avons a < MT. Il en découle que a est I’'un des
[ ci-dessus, et 'inégalité est vérifiée.

Quand S ¢ F, S est de la forme {a} et le terme de gauche est C*(a) ; I'assertion est
donc inchanggée.

Quand T ¢ F, T est de la forme {a} et le terme de droite est C*+(a). I suffit de vérifier

L] ) <o CHa)

B<enT

Soit 3 <¢ MT. Alors 8 <¢ a, donc C¥(3) <¢ C*¥(a). Tous les opérandes de I’expres-
sion de gauche sont alors inférieurs a l’expression de droite, d’ou le résultat. O

11.4 Canonisation

A partir d’'un schéma de types o simplement clos, le processus de canonisation brute
exposé dans la section précédente produit un schéma de types o' dépoussiérable. Par consé-
quent, on peut effectuer sur o' le calcul des polarités puis le dépoussiérage, c’est-a-dire
I’élimination des contraintes superflues. Nous allons & présent simuler ce calcul.

De fagon générale, nous ne pouvons pas prédire exactement la polarité de chaque variable
dans o', parce qu’elle dépend en partie de o, qui n’est pas connu. Cependant, nous pouvons
en calculer une approximation. Celle-ci se révélera suffisamment précise pour permettre
d’éliminer avec certitude une large classe de contraintes. Nous pourrons alors combiner le
processus de canonisation brute exposé plus haut avec ce dépoussiérage approché, ce qui
revient, en pratique, & éviter de créer ces contraintes superflues, plutot que de les construire
pour les jeter aussitot aprés. Nous obtiendrons ainsi une spécification de la canonisation
nettement moins lourde que la précédente.

Ce calcul approché des polarités dans o' révéle que les variables \g fraichement intro-
duites sont au plus positives, tandis que les s sont au plus négatives. Les variables exis-
tantes a voient leur polarité décroitre. En particulier, si {a} € F, alors a devient neutre.
Ces résultats sont formalisés ci-dessous.

Lemme 11.8 Soient o un schéma de types simplement clos, F un filtre de domaine dom(o)
et o' = Canl(c). Alors

dom™(0') C {As; S € FAS Cdom™ (o)} U{a; {a} € FAa € dom™ (o)}
dom™(0') C{ys; Se FAS Cdom™ (o)} U{a; {a} ¢ FAa € dom™ (o)}

Démonstration. Soit Py (resp. Np) le membre droit de la premiére (resp. seconde) assertion
ci-dessus.

Commencons par formuler une remarque a propos des fonctions de réécriture. Si S C
dom™ (o), alors 7+ (US) € Py. En d’autres termes, & tout terme feuille positif, r* associe un
élément de Fy. La fonction 7~ jouit d’une propriété symétrique.

D’aprés la définition 10.3, dom™ (¢') et dom™ (') sont les plus petits ensembles P et N
tels que
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-rt(r)eP

-Y(z:1) €A 7 (1) EN

- Vse P (fvH(D*(9)) C P)A(fv~(D*(d)) C N)

- V6e N (fvT(DT(8) c N)A (fv (DT(8) C P)
Nous prétendons que Py et Np vérifient également ces quatre conditions. Le résultat en
découlera alors immeédiatement.

7 est un terme feuille, donc s’écrit US, ott S C dom™ (¢) par définition des polarités dans
0. D’aprés la remarque ci-dessus, cela implique 7 (1) € Py. De méme, pour tout (z : 7,) € A,
nous avons 1~ (7;) € Np.

Considérons a présent la troisiéme condition. Soit § € Py. Que § soit de la forme «, vg
ou Ag, on a

Do) =r*(| ] CH@)

agV
pour un certain V' C dom(o) (cf. figure 11.2). La valeur de V' dépend de la forme de ¢ :
~ Si § est de la forme a € dom(o), alors V = {a}. Puisque § € Py, on a a € dom™ (o).
— 0 ne peut pas étre de la forme g, puisque § € F.
— Si § est de la forme Ag, alors V = S. Puisque § € Py, on a S C dom™ (o).

Ainsi, quel que soit 6, on a V' C dom™ (0). En d’autres termes, tout o € V' est positif dans o.
Par définition des polarités dans o, cela implique que chaque C* () est également un terme
positif. Il en va donc de méme de I'union de tous ces termes, | |y C*(a), que nous noterons
75. Plus précisément, fv' (75) C dom™ (o) et fv~(r5) C dom™ (o). D’aprés notre remarque
initiale, cela implique fv* (r*(r5)) C Py et fv (r*(r5)) C Ny. La troisiéme condition est
donc satisfaite.

La quatriéme condition est symétrique a la précédente. a

De ce lemme découlent plusieurs propriétés intéressantes. La premiére indique que les
polarités décroissent pendant la canonisation.

Proposition 11.9 Soient o un schéma de types simplement clos, F un filtre de domaine
dom(o) et o' = Cank (o). Alors

dom™(¢') Ndom(o) C dom™ (o)

dom™(¢') Ndom(o) C dom™ (o)
Démonstration. Soit a € dom™ (¢')Ndom (). D’apreés le lemme 11.8, a € dom™ (¢”) implique
a€{ls; Se€FASCdomt(0)}U{a;{a} & FAa € dom™(o)}. Sion prend en compte

le fait que a € dom(c), cette assertion devient a € {a; {a} € FAa € dom™ (o)}, ce qui
implique o € dom™ (), d’ol le premier résultat attendu. Le second est symétrique. O

La propriété suivante montre que l'algorithme peut étre utilisé pour éliminer les variables
bipolaires, donc pour faire respecter [’invariant de mono-polarité introduit au chapitre 12.
En méme temps, elle indique que cet invariant est conservé par la transformation.

Proposition 11.10 Soient o un schéma de types simplement clos et F un filtre de domaine
dom(a). On suppose que toutes les variables bipolaires de o sont « filtrées », ¢’est-a-dire que

Ya € dom™ (o) Ndom ™ (o) {a} € F
Alors, o' = Can'%(0) n’a aucune variable bipolaire, c’est-a-dire

dom™(¢') Ndom™(¢") = @
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Démonstration. D’apres le lemme 11.8,
dom™ (¢') Ndom™(¢") C {a; {a} ¢ FAa € dom™ (o) Ndom™ (o)}

Or, le membre droit de cette assertion est précisément l’ensemble vide, grace a notre hypo-
these. m|

Enfin, notre calcul approché des polarités nous permet de simuler une étape de dépous-
siérage. On notera qu’il ne s’agit que d’un dépoussiérage partiel, puisque les polarités ne
sont pas connues avec précision. En d’autres termes, le schéma de types o que nous allons
calculer n’est pas GC(¢") ; il contient plus de contraintes que GC(c¢'), mais moins que ¢’. En
pratique, cela ne pose pas de problémes, puisque la phase de canonisation est suivie d’une
véritable phase de dépoussiérage. La machine calculera donc GC(c¢"), qui n’est autre que
GC(o'), comme si nous avions directement fourni ¢’ & l’algorithme de dépoussiérage. Nous
avons donc, du point de vue théorique, ajouté une étape, mais nous obtenons, en pratique,
un gain de performance. En effet, la machine ne calculera pas o' ; elle produira directement
o', évitant ainsi d’engendrer des contraintes inutiles.

Nous définissons & présent la canonisation comme la combinaison de la canonisation
brute et de ce dépoussiérage partiel.

E*(a) =r*(CH(a)) E'(a) =7 (C'(a))
Et(ys) =1 E'(vs)=r ([ ] CM(w)
aeS
EY(\s) =T (| | CH(a) ET(As) =T
aEeS

F1G. 11.4: Définition de E'Y et ET

a <g B quanda<cp
vs <g a quand NS <¢ «
a <g As quand a <¢ US
vs <g Ar quand dae S AeT a<cf

FiG. 11.5: Définition de <pg

Définition 11.5 Soient 0 = A = 7 | C un schéma de types simplement clos et F un
filtre de domaine dom(o). Soit E le graphe de contraintes défini par les figures 11.4 et 11.5.
Le schéma de types produit par le processus de canonisation, noté Cang(o), est 1~ (A) =
(1) | E.

Il reste & prouver que cette définition est correcte :

Proposition 11.11 Soient o un schéma de types simplement clos et F un filtre de domaine
dom(c). On pose o' = Can%-(0) et o' = Cang(o). Alors

GC(0") = GC(o")

Démonstration. Avoir de pouvoir calculer les effets du dépoussiérage sur o', nous devons
calculer <p explicitement. Rappelons que <p a jusqu'’ici été défini modulo cloture transi-
tive ; mais nous avons maintenant besoin de connaitre exactement toutes les contraintes de
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<p. Nous prétendons qu’elles sont de I'une des formes suivantes :

1. a<p oua <o B

2. vs<a ouNS<¢ca

3. a<Adsg ouna<gUS

4. a<ys ouna<cnS

5. s <~vyr ouNlS<cnT

6. d¢<a oulS<¢ca

7. As < Ar oulS < UT

8. Asg<~vyr ouausS<nr

9. v <Ay oudaelS FBeT a<cp

La preuve de cette assertion est simple. D’abord, on vérifie aisément que toutes les contrain-
tes données par la figure 11.3 sont de 'une de ces formes. Ensuite, on vérifie que si deux
contraintes quelconques, dans la liste ci-dessus, sont combinées par transitivité, alors la con-
trainte résultante est également de 'une de ces formes. Il y a donc 81 cas, tous triviaux, et
laissés au lecteur.

Nous pouvons a présent utiliser le lemme 11.8, qui fournit une approximation des pola-
rités dans o’. Le dépoussiérage ne conserve que les contraintes reliant une variable négative
& une variable positive. Il en découle que les contraintes des formes 4-8 disparaissent néces-
sairement. Les autres sont précisément celles données par la figure 11.5.

Enfin, le lemme 11.8 permet de jeter la borne inférieure de s et la borne supérieure de
Ag, d’ou la définition de la figure 11.4. |

Enfin, reste une optimisation simple dont notre exposé théorique ne rend pas compte.
Notre définition de la canonisation crée des variables fraiches vs et Ag pour tout S € F, ce
qui représente un nombre exponentiel de variables fraiches. En pratique, on vérifie aisément
que si o ne contient aucune occurrence de LS (resp. MS), alors Ag (resp. vs) est neutre dans
o'. En pratique, on ne crée donc la variable Ag (resp. 7s) que lorsque ’on rencontre une
occurrence de LIS (resp. MS) dans o.

Pour conclure cette section, voici quelques exemples simples. (Pour plus de concision, les
graphes de contraintes sont parfois représentés par des ensembles de contraintes.)

Exemple. Voici d’abord un court exemple destiné & illustrer ’élimination des variables
bipolaires. On peut attribuer a la fonction identité Az.x le schéma de types
6T [ {ef = e <67}

(Le schéma e* — €T est également correct, mais ne vérifie pas 'invariant des petits termes.)
Ce schéma ne vérifie pas l'invariant de mono-polarité, que nous introduirons au chapitre 12,
parce qu’il contient une variable bipolaire €. Pour éliminer toute variable bipolaire, on ap-
plique ’algorithme de canonisation, avec un filtre F contenant le singleton {e}. L’algorithme
introduit deux variables fraiches v et A, reliées par la contrainte v < A. Il remplace toutes
les occurrences négatives (resp. positives) d’e par la premiére (resp. seconde). On obtient
ainsi

5T {y” = AT <6F 97 <AT)
Exemple. Comme exposé ci-dessus, en présence de 'invariant de mono-polarité, le schéma
de types inféré pour la fonction identité Ax.x sera le suivant :

5| {a— B <6 a<p)
Intéressons-nous alors au schéma inféré pour ’expression

if true then A\z.r else Ar.x
Nous obtenons deux exemplaires du schéma ci-dessus, reliés par un constructeur Ll :

S Ub | {on = 61 <01, a2 = B2 <02, a1 < B, az < Ba}
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Appliquons l’algorithme de canonisation a ce schéma. Une variable fraiche § apparait pour
remplacer §; LIds. De plus, en calculant la borne inférieure construite de §, on voit apparaitre
les expressions a; Mas et B1LGs ; deux variables fraiches « et 3 sont créées pour les remplacer.
On obtient ¢ | C, ou C est le graphe de contraintes défini par

— 01 <¢ 6,0 <cd;

~a<ca <¢ b <¢pB,ascar<c P <cBetalc B

- Ci(él) =] — ,31, Ci(éz) = Qg — ﬁz et C‘L((S) = — ﬁ
Nous avons donc bien réalisé 1’élimination des constructeurs LI et M. Le point le plus in-
téressant est que, ce faisant, nous avons ouvert de nouvelles possibilités a I’algorithme de
dépoussiérage. En effet, avant la canonisation, aucune variable n’était neutre, et le dépous-
siérage n’aurait eu aucun effet. A présent, au contraire, le calcul des polarités révéle que &

et 0 sont positives, a est négative, et toutes les autres variables sont devenues neutres. Le
dépoussiérage produit donc le schéma de types

6|{a—pB<0,a<p}

qui est identique au schéma de types de I'identité. La canonisation, avec ’aide du dépoussié-
rage, a donc réussi, d’une certaine facon, a identifier les deux jeux de contraintes identiques
produits par les deux branches de la conditionnelle. De facon générale, la canonisation est
donc une simplification, non seulement parce qu’elle élimine les constructeurs U et MM, qui
sont indésirables dans certaines phases ultérieures, mais aussi parce que ce faisant, elle ouvre
des opportunités pour le processus de dépoussiérage.

11.5 Canonisation incrémentale

Nous avons présenté la canonisation comme un algorithme & part, ce qui demande de
lui consacrer une phase spécifique au cours du processus de simplification des schémas de
types. Ce choix peut étre controversé. Plutot que d’autoriser la phase de cloture & introduire
des constructions U et M (ou des bornes multiples, ce qui revient au méme ; cf. section 2.1),
et de devoir ensuite effectuer une passe de canonisation pour les éliminer, ne pourrions-
nous pas effectuer la canonisation de facon incrémentale ? C’est-a-dire, modifier I’algorithme
de cloture pour que ces constructions soient immédiatement remplacées par des variables
fraiches munies des contraintes appropriées 7

Cette idée semble, & premiére vue, intéressante, parce que si elle est correctement mise en
ceuvre, elle devrait permettre d’économiser une partie du cotiit de la canonisation. En effet,
I’algorithme de canonisation doit parcourir tout le graphe de contraintes pour trouver les
occurrences de Ll et M, tandis qu’un algorithme incrémental n’effectuerait de calculs qu’en
cas de besoin.

Récapitulons d’abord le principe de la canonisation. Il s’agit, grosso modo, de remplacer
Iexpression a M 3 par une variable fraiche v, en ajoutant les contraintes v < a et v < .
L’idée serait donc d’effectuer ce remplacement pendant le calcul de cloture, & chaque fois
que la combinaison de deux bornes provoque ’apparition d’une telle expression. Certains
points méritent cependant d’étre mentionnés.

Le premier point est le risque de non-terminaison. Par exemple, supposons que notre
graphe contienne les contraintes a < Fa et § < F 3, ou F est un constructeur de types
covariant. Supposons que ’expression « M 3 apparaisse pendant la cléture du graphe. Nous
introduisons donc une variable vy, comme indiqué plus haut. Le calcul de cléture continue;
en particulier, il doit calculer la borne supérieure construite de . Puisque v < a et v < g3,
cette borne est F'(a M 3). Ainsi, en ajoutant ces nouvelles contraintes, nous avons provoqué
I’apparition d’une nouvelle construction M. Si nous lui associons une nouvelle variable, le
méme probléme se présentera & nouveau et le processus ne terminera pas. Nous devons donc
étre capables de mémoriser ’association entre a3 et «. Cela demande de garder trace des
variables qui ont été créées et des expressions auxquelles elles sont associées — c’est en fait
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exactement ce que doit faire 'algorithme non incrémental, puisque qu’il maintient 1’associa-
tion S — (vs,As). Le passage & une version incrémentale permettrait donc d’économiser le
cotit (linéaire) du parcours du graphe, mais les calculs & effectuer resteraient les mémes.

Le second point est le fait que ’algorithme de cloture doit étre reformulé. L’algorithme
actuel est basé sur la notion de cloture forte. Or, en ’absence de toute construction U ou
M, celle-ci devient trop restrictive; il faut adopter une notion plus souple, comme la cléture
simple. En soi, cela ne devrait pas poser de probléme ; ’algorithme reste fondamentalement
identique, avec un critére de terminaison légérement différent, basé sur la comparaison <¢
plutot que sur ’inclusion entre types.

Un tel algorithme de cloture, contenant un mécanisme de canonisation incrémental, pa-
rait concevable. Cependant, les détails de sa mise au point et de sa preuve, en particulier
en ce qui concerne sa terminaison, nous ont paru relativement délicats. C’est pourquoi nous
avons conserveé ’algorithme non incrémental, lequel est clairement compris. La perte de per-
formance devrait étre minime, puisque la phase de canonisation n’a besoin d’étre effectuée
que rarement (c’est-a-dire aux nceuds let), et le temps perdu durant chaque phase corres-
pond grosso modo & un parcours du graphe de contraintes. Ce probléme reste cependant
une piste de recherche, avec une éventuelle amélioration d’efficacité a la clef.
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Chapitre 12

L’invariant de mono-polarité

en suspens : le schéma de types produit par le dépoussiérage est-il clos, selon 'une au

moins des notions de cloture développées jusqu’ici ? Cette propriété est souhaitable,
puisque tous les algorithmes développés demandent des schémas de types (faiblement, sim-
plement ou fortement) clos. Les différentes phases de simplification se combineront donc
plus aisément, et plus efficacement, si elle est satisfaite. Cependant, dans le cas général, la
réponse est négative.

L’objet de ce chapitre est de montrer que, & condition d’adopter un invariant — non
restrictif — sur la forme des schémas de types, on peut apporter une réponse positive & cette
question. Cet invariant sera nommé invariant de mono-polarité.

Nous étudions d’abord la forme des schémas de types produits par le dépoussiérage, de
fagon a comprendre la cause du probléme (section 12.1); cela nous améne naturellement
a la définition de l'invariant et & son effet sur le dépoussiérage (section 12.2). Nous nous
intéressons ensuite aux moyens de faire respecter cet invariant (section 12.3), et concluons
par diverses remarques sur ses avantages secondaires (section 12.4).

I ORS DE LA DEFINITION DU DEPOUSSIERAGE (cf. chapitre 10), une question a été laissée

12.1 Motivation

Pour analyser le probléme, intéressons-nous au résultat produit par le dépoussiérage dans
un cas particulier. Soit o le schéma de types

a—=al{Ff<a<Fvy B<q}

ol F' est un constructeur de types covariant. (Afin de simplifier la notation, nous utilisons
ici un ensemble de contraintes, plutdt qu’un graphe; de plus, U'invariant des petits termes
n’est pas respecté. Cela n’a pas d’influence sur le probléme qui nous intéresse.)

o est clos, puisqu’en reliant, par transitivité sur «, la borne inférieure d’a a sa borne
supérieure, on obtient la contrainte F'3 < F'~, dont la conséquence par décomposition
structurelle, & savoir 3 < =, figure bien dans le graphe de contraintes. Il est donc correct de
lui appliquer l'algorithme de dépoussiérage. Commencons par le calcul des polarités :

af 5o [{FpT <o <Fy ,p" <97}
Nous pouvons ensuite calculer GC(o). Celui-ci est identique & o, mis & part le fait que la

contrainte 8T < vy~ est éliminée. En effet, le dépoussiérage ne conserve une contrainte entre
deux variables que si la premiére est négative et la seconde positive. Donc, GC(o) s’écrit

of ot |{F B <a* <Fry}

Or, ce schéma n’est pas clos, quelle que soit la notion de cloture utilisée. En effet, pour qu’il
soit faiblement clos, il faudrait qu'on ait {F 3T < a®* < Fy~}F 3 < v, ce qui n’est pas le
cas.

125
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Cette situation est embarrassante. D’un point de vue pratique, elle signifie que la phase de
dépoussiérage ne s’intégre pas naturellement au processus d’inférence et de simplification de
types. Une propriété de cloture est en effet nécessaire, d’abord pour vérifier que le programme
étudié est bien typé, ensuite comme prérequis pour les algorithmes de simplification, y
compris le dépoussiérage lui-méme.

En Pabsence de cette propriété, il faudrait explicitement recalculer la cloture du graphe
produit par le dépoussiérage. On perdrait donc la propriété d’incrémentalité du calcul de
cloture. De plus, cela semble particuliérement peu naturel, puisque ce calcul ajouterait alors a
nouveau au graphe des contraintes explicitement éliminées auparavant par le dépoussiérage !

Heureusement, il existe une solution simple & ce probléme. Dans ’exemple ci-dessus, la
propriété de cloture est violée parce que la variable a conserve une borne inférieure et une
borne supérieure non triviales aprés le dépoussiérage. Or, cela n’est possible que parce que
« est bipolaire. Si elle était uniquement positive (resp. négative), sa borne supérieure (resp.
inférieure) aprés le dépoussiérage serait T (resp. L) et le probléme ne se poserait pas. D’ou
I'idée d’interdire, purement et simplement, toute variable bipolaire.

12.2 Définition

Définition 12.1 Soit o un schéma de types faiblement clos. o vérifie I'invariant de mono-
polarité ssi
dom™(¢) Ndom™(0) = @

c’est-a-dire ssi 0 n’a aucune variable bipolaire.

(Dans la définition ci-dessus, la propriété de cloture faible est requise uniquement pour
que le calcul des polarités ait un sens.) Il est facile de vérifier que GC(o) est (fortement)
clos lorsque o vérifie I'invariant de mono-polarité; en fait, les conditions de cloture sont
trivialement remplies, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 12.1 Soit 0 un schéma de types dépoussiérable et vérifiant linvariant de
mono-polarité. Alors GC(o) est clos.

Démonstration. Posons 0 = A = 7 | C et GC(o) = A = 7 | D, comme dans la dé-
finition 10.5. Nous devons d’abord vérifier que <p est transitive. Supposons a <p [ et
B <p 7. Alors, par définition de <p, 8 € dom™(0) et 8 € dom™ (o). Cela est impossible,
puisque o vérifie 'invariant de mono-polarité. Par conséquent, la transitivité de <p est
trivialement vérifiée.

Ensuite, supposons a <p 3. Nous désirons prouver que D'(a) contient D'(3). Par
définition de <p, o <p B implique 3 € dom™ (¢). Puisque o vérifie 'invariant de mono-
polarité, il en découle que 3 € dom™ (o). D’aprés la définition 10.5, ceci implique DT(3) = T.
Par conséquent, ’assertion d’inclusion entre types est trivialement vérifiée. Symétriquement,
on vérifie que D¥(3) contient D¥(a).

Enfin, soit & € dom(GC(c)). Nous souhaitons prouver que D contient la contrainte
D¥(a) < D'(a). Puisque a ne peut étre en méme temps positive et négative dans o, soit
D¥(a) est égal & L, soit DT () est égal & T. Dans les deux cas, la contrainte est trivialement
contenue dans D.

Nous avons vérifié que les trois conditions de la définition 3.10 sont trivialement satis-
faites. D est donc clos, et GC(0) également. i

Gréace a I'invariant de mono-polarité, le dépoussiérage produit des schémas de types sous
une forme particuliérement simple, que nous qualifierons de parfaite. Nous allons la décrire
briévement. Commencons par la définir :

Définition 12.2 Un schéma de types o est parfait ssi il est égal a GC(0y), pour un certain
oo dépoussiérable et vérifiant l'invariant de mono-polarité.
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Il est clair que tout schéma de types est équivalent & un schéma parfait. Il suffit, pour
exhiber celui-ci, d’appliquer successivement les algorithmes de cloture, de canonisation et
de dépoussiérage. Les schémas parfaits sont extrémement simples, comme le montre la pro-
position suivante :

Proposition 12.2 Soit 0 = A = 7| C un schéma de types parfait. Alors
— toute variable de o est soit négative, soit positive, mais ni neutre ni bipolaire ;
~ pour tout a € dom™ (o), C¥(a) est simple et CT(a) est égal 6 T ;
— pour tout a € dom™ (o), C¥(a) est égal a L et CT(a) est simple;
— sia <¢ 3, alors a € dom™ (o) et 3 € dom™ (o).

Démonstration. Immédiat, en tenant compte de 'invariant de mono-polarité. O

L’algorithme de minimisation, que nous décrirons au chapitre 13, demande un schéma
de types parfait et préserve cette propriété. Les schémas de types entiérement simplifiés
produit par notre systéme seront donc sous cette forme.

Cette représentation est particuliérement simple. On peut d’ailleurs formuler une re-
marque assez intéressante concernant la forme des schémas de types : le « polymorphisme »
d’un schéma provient uniquement des contraintes entre variables. Cette affirmation est for-
malisée et expliquée ci-dessous.

Définition 12.3 Soit 0 = A = 7 | C un schéma de types parfait. o est trivial ssi il ne
contient aucune contrainte entre variables, c’est-a-dire ssi la relation <c est réduite a la
diagonale.

Proposition 12.3 Soit o un schéma de types trivial. Alors sa dénotation est un cone.

Démonstration. Soit ¢’ le schéma obtenu & partir de o en ajoutant une contrainte d’éga-
lité entre chaque variable positive (resp. négative) et sa borne inférieure (resp. supérieure)
construite. Du fait que ¢’ ne contient aucune contrainte entre variables, il est trivialement
clos. Par conséquent, on peut lui appliquer 'algorithme de dépoussiérage. On constate im-
médiatement que GC(¢') = ¢. Il en découle que o et ¢’ ont la méme dénotation.

Or, le graphe de contraintes de o’ ne contient que des équations reliant chaque variable a
sa borne construite. En d’autres termes, il s’agit d’un systéme d’équations contractives. Par
conséquent, il admet une unique solution. Le schéma ¢’ admet donc une unique instance
brute ; sa dénotation est le cone engendré par cette instance, c’est-a-dire ’ensemble des types
bruts qui sont au-dessus de cette instance pour la relation de sous-typage brut. O

En termes moins techniques, la proposition ci-dessus indique que si o est un schéma tri-
vial, alors il admet une plus petite instance brute, qui le caractérise entiérement. Le schéma
o n’offre donc essentiellement aucun polymorphisme, méme s’il contient des variables univer-
sellement quantifiées, puisqu’il admet une instance plus précise que toutes les autres. Cette
propriété sera utilisée dans la section 16.1 lors du typage des constructions let expansives
a toplevel.

L’analogue en ML de la notion de schéma de types trivial est la notion de schéma de
types sans variables. Celle-ci ne serait pas satisfaisante ici; dans notre systéme, certains
schémas ne peuvent s’exprimer sans variables, d’'une part parce que notre modéle contient
des types bruts récursifs, d’autre part parce que nous avons choisi d’utiliser 'invariant des
petits termes. La proposition ci-dessus exprime donc le fait que, dans un schéma de types
trivial, les variables ne servent pas & offrir du polymorphisme, mais seulement & étiqueter
les noeuds de la structure.

En ’absence de contraintes entre variables, un schéma de types se résume donc & un
simple point dans I’espace des typages bruts. (Si cet énoncé surprend, rappelons qu’il suppose
I’invariant de mono-polarité en vigueur. Par exemple, le schéma a — a ne contient aucune
contrainte entre variables, mais «a y est bipolaire. Si on élimine cette variable bipolaire,
on obtient @« — B | {a < B}, lequel n’est pas trivial.) Toute la complexité de la relation
de comparaison de schémas (dont la décidabilité, rappelons-le, est un probléme ouvert),
provient donc de la présence de contraintes entre variables.
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F1G. 12.1: Reégles d’inférence, respectant I'invariant de mono-polarité

12.3 Mise en ceuvre

Est-il possible de faire respecter 'invariant de mono-polarité a chaque étape du processus
d’inférence de types? Oui, et de fagon extrémement simple. Quelques légéres modifications
des régles d’inférence de types suffisent & garantir que tout schéma apparaissant dans un
jugement d’inférence de types est conforme & 'invariant. Par ailleurs, chacune des phases de
simplification (canonisation, dépoussiérage, minimisation) préserve l'invariant. Enfin, nous
avons indiqué au chapitre 11 que ’algorithme de canonisation est capable d’éliminer les
variables bipolaires d’un schéma donné ; cela permettra de rendre conformes & 'invariant les
schémas de types fournis par l'utilisateur, comme ceux que l’on trouve dans les signatures
de modules.

Les régles d’inférence modifiées sont données par la figure 12.1. Les seules régles effective-
ment modifiées ici sont (VAR;) et (APp). Les autres sont inchangées, mais nous les rappelons
néanmoins, car il s’agit 13 de la formulation définitive de notre systéme d’inférence.

Les deux changements effectués ici ont la méme explication. Dans les versions précédentes
de (VAR;) et de (APPy), une variable a était créée et utilisée d’une fagon qui pouvait éven-
tuellement la rendre bipolaire. En effet, dans le schéma de types single, o 5)(I') = a | &,
créé par Pancienne régle (VARp), « est bipolaire, puisqu’elle apparait en position néga-
tive (dans le contexte) et en position positive (dans le corps du schéma). Dans le schéma
(A1NA) = a|C,oulC =(CLUC,) + (nn <79 — ), créé par ancienne régle (Appy), a
est positive (puisqu’elle apparait dans le corps), et elle risque d’étre négative, parce qu’elle
apparait en position positive dans la borne supérieure de 7.

Les nouvelles régles évitent ce probléme en créant deux variables fraiches, a et ~, au
lieu d’une seule, et en les reliant par une contrainte supplémentaire o < . Elles seront
utilisées de fagon a ce que « soit (au plus) négative et v positive. Aucune ne sera bipolaire.
(Rappelons que les signes ne se propagent pas d’une variable a 'autre, donc la contrainte
a < 7 ne rend pas nos variables bipolaires.) Il est facile de vérifier que chacune des nouvelles
régles produit un schéma de types équivalent & celui produit par sa version précédente. Le
nouveau systéme d’inférence de types est donc équivalent au précédent.

Nous avons donc éliminé les deux points ou de nouvelles variables bipolaires pouvaient
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apparaitre. Il reste a vérifier que cela suffit & garantir 'absence de toute variable bipolaire.
L’explication essentielle de cette propriété est le fait que la polarité d’une variable décroit
au cours de sa vie. En d’autres termes, si une variable n’est pas positive (resp. négative)
lors de sa création, alors elle ne le deviendra jamais au cours de la dérivation d’inférence.
Ce fait est formalisé par le lemme ci-dessous.

Lemme 12.4 Soit [F|T Fre: [F'] o un jugement d’inférence (dérivé a l'aide des régles de
la figure 12.1). Ses prémisses contiennent zéro, un ou plusieurs jugements d’inférence; on
note (0;)icr les schémas de types qui y apparaissent. Soit a € dom(o). Si a € dom(o;) pour
un certain i € I, alors o € dom™ () implique o € dom™ (0;), et a € dom™ (o) implique
a € dom™ (o).

Démonstration. 1l serait élégant de formuler une preuve basée sur l'intuition énoncée plus
haut. Voici, de fagon fort grossiére, quelles seraient ses grandes lignes. On commence par
démontrer qu’une variable est positive si et seulement si elle est susceptible de recevoir une
nouvelle borne supérieure a l'avenir, ce qui correspond & l'intuition donnée au chapitre 10.
On considére ensuite une variable positive a. Il est donc possible d’exhiber un contexte dans
lequel « recoit une nouvelle borne. Mais alors, la composition de deux contextes étant un
contexte, on pouvait en dire autant d’a au moment au de sa création. a était donc positive
dés sa création.

Malheureusement, bien que trés intuitif, le discours ci-dessus contient des inexactitudes,
et nous ne sommes pas certains qu’il soit possible d’en donner une version rigoureuse. Nous
préférons donc nous contenter de démontrer 1’énoncé ci-dessus, en raisonnant par cas sur la
forme de la derniére régle utilisée dans la dérivation de [F] ' Fre: [F'] 0. Il y a donc un cas
par régle d’inférence. Tous sont aisés, a ’exception de (Appy) et (LET]). De plus, comme
on l'a expliqué dans les sections 5.3 et 5.5, la régle (LET) peut étre considérée comme la
composition d’une régle simplifiée et d’une régle d’application. Nous ne détaillerons donc
que le cas de la régle (Appr). Nous reprenons exactement les notations de la figure 12.1, ce
qui nous permet de ne pas écrire explicitement nos hypothéses.

Le schéma de types produit par la régle est 0 = (4; M Ay) = B | C, ou C est égal &
(CLUC2) + (a <7v)+(rn <1 — a). Nous désirons & présent effectuer un calcul (approché)
des polarités dans o, de facon a pouvoir les relier aux polarités de o et os.

Cependant, rappelons que les polarités d’'un schéma ne sont définies que si celui-ci est
faiblement clos (cf. définition 10.3). Or, tel qu’il est défini ci-dessus, C' n’est pas clos. Pour
pouvoir parler des polarités de o, il faut donc d’abord effectuer un calcul de cloture. Le gros
de la preuve consiste & simuler ce calcul.

Or, cette simulation est rendue sensiblement plus complexe par l'utilisation des graphes
de contraintes, ot les bornes multiples sont obligatoirement combinées & 1’aide de LI ou .
Cela complique le raisonnement et géne I’intuition. Aussi, exceptionnellement, nous exprime-
rons la preuve en termes d’ensembles de contraintes, plutot que de graphes. Il s’agit 1a d’un
manque de rigueur, mais qui, nous l’espérons, facilite la compréhension de la preuve. Nous
supposons donc, dans ce qui suit, que C' est un ensemble de contraintes, et nous désirons
calculer sa cloture C*, par transitivité sur les variables et par décomposition structurelle.

Posons B = C1UC, et B' = BU{a < v}. On suppose que C et Cy sont des ensembles de
contraintes clos, puisqu’ils sont produits par des jugements d’inférence. De plus, dom(C1),
dom(Cs) et {a,~} sont disjoints deux & deux, donc B’ est clos. Reste & ajouter la contrainte
71 < T = « et & effectuer le calcul de cloture.

Par convention, si 3 est une variable appartenant & dom(o;) pour un certain ¢ € {1,2},
nous écrirons simplement 31 (resp. 37) pour indiquer que 8 € dom™ (;) (resp. dom™ (o).
Une notation similaire est adoptée en ce qui concerne les petits termes.

Essayons de donner l'intuition de la preuve. Une application de fonction engendre une
contrainte qui relie un producteur & un consommateur, donc un terme positif & un terme
négatif. Le phénomeéne de cloture provoque 'apparition de contraintes additionnelles, qui
sont de la méme forme. Il en découle que les nouvelles contraintes ne font pas croitre les
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polarités. En effet, une contrainte peut éventuellement rendre son membre gauche positif,
et son membre droit négatif; or, ici, ils le sont déja.

Pour calculer C*, nous considérons toutes les contraintes de C', et nous les combinons par
transitivité sur les variables et par décomposition structurelle. Nous prétendons que toutes
les contraintes obtenues sont de I'une des formes ci-dessous :

1. ce B';

BTy = a onf<pdt;

7T < ¢, ou T est un petit terme, ou S < ¢, ou B <p d*, et ¢ € {a,7};
B<AoufB<pdtete <pA;

7t < X, ol T est un petit terme, et e~ <p A;

oUW

6. B3 <77, ol T est un petit terme, et 3 <p JT.

Pour prouver cette assertion, on vérifie d’abord que toutes les contraintes présentes au début
du calcul sont de 'une de ces formes. C’est le cas de toutes les contraintes de B’, qui sont
de la forme 1; quant & la contrainte ;7 < 757 — @, elle est de la forme 2.

Ensuite, il reste & vérifier que ’ensemble décrit ci-dessus est stable par transitivité et par
décomposition structurelle. Par exemple, considérons la combinaison par transitivité d’une
contrainte de la forme 1 avec une contrainte de la forme 2. La seconde s’écrit 5 < T2+ - a,
o 3 < 6T. Quant & la premiére, elle peut étre de la forme € < 3, ot € <p 3, ou bien de
la forme 7 < 3, ou 7 est un petit terme. Dans le premier cas, la contrainte résultante est
€ < 7'2+ — a, qui est de la forme 2, parce que € <g dt. (Cette derniére assertion s’obtient
par transitivité de <p.) Dans le second cas, les contraintes résultantes sont obtenues par
décomposition structurelle de la contrainte 7 < T;_ — a. Or, toujours par transitivité, B
contient la contrainte 7 < §T, donc 7 est positif. Par conséquent, les contraintes obtenues
sont de la forme 3, pour le codomaine, et 4, pour le domaine. Les 35 autres cas se traitent
de fagon similaire, et sont laissés au lecteur.

Ce résultat établi, nous pouvons maintenant vérifier que les polarités ont bien diminué,
c’est-a-dire que

dom™ (o) C dom™ (0}) Udom™ (o2) U {7}
dom™ (¢) C dom™ (01) Udom™ (02) U {a}

Pour cela, il suffit de vérifier que les ensembles P = dom™(o1) U dom™(02) U {7} et
N =dom™ (o1) Udom™ (o2) U {a} vérifient les conditions de la définition 10.3. La premiére
demande que vy € P, et la seconde que fv(A4; M Ay) C N; elles sont vérifiées. La troisiéme
demande que pour toute contrainte de la forme 7 < 3, ol T est un petit terme et 8 € P, on
ait fvt(r) € P et fv_(7) € N. Considérons donc une telle contrainte, et raisonnons par cas
sur sa forme, selon la classification donnée plus haut :

1. ¢ € B'. Alors c est présente dans C;, pour un certain i € {1,2}, donc la condition est
vérifite par définition de dom™ (o;) et dom™ (o).
2. Ce cas ne peut pas se présenter, les deux formes considérées étant incompatibles.

3. 77 < ¢, oul T est un petit terme et ¢ € {a,v}; alors la condition est vérifiee du fait
que T est positif.

4. Ce cas ne peut pas se présenter.

5. 7T < ), oll T est un petit terme et e~ <p \; alors la condition est vérifiée du fait que
T est positif.

6. Ce cas ne peut pas se présenter.

La quatrieme condition se traite de fagon similaire. O

En corollaire, nous obtenons le résultat attendu :

Proposition 12.5 Si [F]| T 1 e : [F'] o est dérivable dans le systéme d’inférence exposé
par la figure 12.1, alors o vérifie l'invariant de mono-polarité.
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Démonstration. Il est facile de vérifier qu’aucune variable n’est bipolaire au moment de son
introduction. De plus, d’aprés le lemme 12.4, la polarité d’une variable décroit au cours de
la dérivation. Le résultat en découle immédiatement. |

Par ailleurs, on vérifie aisément que les méthodes de simplification introduites jusqu’ici
(canonisation, dépoussiérage) respectent l'invariant de mono-polarité. Il en ira de méme de
I’algorithme de minimisation. Nous supposerons donc, dorénavant, que tous les schémas de
types manipulés vérifient cet invariant.

12.4 Remarques

La justification principale de l'invariant de mono-polarité réside dans la garantie de
voir le dépoussiérage produire des schémas de types clos. Cette propriété est trés agréable,
et simplifie sensiblement la théorie. En effet, comme mentionné plus haut, en ’absence
de cette propriété, nous serions forcés soit de recalculer la cloture aprés le dépoussiérage,
soit de développer une théorie plus complexe, permettant de travailler avec des graphes
de contraintes non clos. Nous avons étudié les deux possibilités, avant de découvrir 'effet
de linvariant de mono-polarité. La premiére est simple, mais inélégante et inefficace. La
seconde semble réalisable et n’entraine pas d’inefficacité & ’exécution, mais elle demande
des preuves assez délicates. En conclusion, 'invariant de mono-polarité semble étre de loin
la solution la plus simple et la plus élégante & ce probléme.

Par ailleurs, cet invariant a d’autres effets intéressants. Par exemple, il contribue & sim-
plifier la définition de ’algorithme de minimisation (cf. chapitre 13). Celui-ci pourrait étre
formulé en ’absence de I'invariant de mono-polarité ; il suffirait de spécifier qu'une variable
bipolaire ne peut étre identifiée avec aucune autre variable, c’est-a-dire que sa classe est
réduite & un point. En présence de 'invariant, I’algorithme est 1égérement plus simple, donc
plus efficace, puisque le cas particulier des variables bipolaires ne se présente plus. De plus, il
devient légérement plus puissant. En effet, une variable bipolaire ne peut étre identifiée avec
aucune autre variable ; tandis que, si nous la transformons en un couple formé d’une variable
négative et d’une variable positive, chacune de ces variables peut éventuellement étre iden-
tifiée avec d’autres. L’invariant de mono-polarité devrait donc offrir quelques opportunités
nouvelles & 'algorithme de minimisation. En pratique, I’expérience montre qu’elles sont peu
nombreuses ; néanmoins, c¢’est historiquement pour cette raison que nous avons imaginé cet
invariant.

D’anciennes implémentations de notre systéme contenaient une passe spécifiquement
chargée de I’élimination des cycles de variables. Lorsqu’un tel cycle, de la forme a; < ... <
an < ai, était détecté, tous les «; étaient identifiés. On retrouve également cette méthode de
simplification dans d’autres travaux [15, 4]. Aujourd’hui, la combinaison du dépoussiérage et
de l'invariant de mono-polarité rend cette passe superflue. Supposons en effet qu’un graphe
contienne une chaine de deux contraintes a < # < 7. Si celle-ci survit au dépoussiérage, alors
nous avons o~ < BT et 8~ < a™, donc 8 est bipolaire. Cela est impossible ; par conséquent,
il n’existe aucune chaine apreés le dépoussiérage, et a fortiori, aucun cycle. En fait, quand
un cycle apparait, il est d’abord complété par la cloture; puis, le dépoussiérage le détruit
en ne conservant que les contraintes reliant une variable négative & une variable positive;
enfin, la minimisation identifie tous les variables positives (resp. négatives) du cycle. Le
résultat obtenu est donc satisfaisant. Cependant, il serait peut-étre souhaitable de détecter
et d’éliminer le cycle dés son apparition, de fagon & éviter des calculs de cloture superflus.
C’est ce que suggérent Fahndrich et al. [17]; nous avons l'intention d’étudier cette idée.

Une autre conséquence de l'invariant de mono-polarité est le fait qu’il est maintenant
illegal de remplacer une variable de types positive (resp. négative) par son unique borne
inférieure (resp. supérieure). Le remplacement d’une variable par sa borne a été proposé en
tant que méthode de simplification dans de nombreux articles [15, 4, 8, 43]. Pourquoi donc
est-ce illégal ici 7 Nous avons mentionné au chapitre 6 que le fait de remplacer une variable
par un terme construit viole 'invariant des petits termes. Restait, jusqu'’ici, le cas ou la
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borne en question était également une variable. Supposons, par exemple, que « soit une
variable positive, dont I’'unique borne inférieure est une variable 3. Du fait que la contrainte
8 < « a survécu au dépoussiérage, nous déduisons que 3 est négative. Par conséquent, si
nous identifions les variables a et 8, nous créons une variable bipolaire, et violons ainsi
I'invariant de mono-polarité.

Ainsi, il est & présent entiérement interdit de remplacer une variable par son unique borne
au cours du processus d’inférence et de simplification. Soulignons, cependant, que cela n’est
pas un désavantage de notre systéme. D’abord, la perte en espace n’est que d’un facteur
deux au pire, et il n’y a pas de perte d’efficacité, puisqu’au contraire, nous prétendons que
I’invariant a plusieurs effets bénéfiques. Ensuite, bien que cette stratégie de substitution soit
interdite au sein du moteur d’inférence, elle reste correcte d’un point de vue théorique, et
pourra donc étre utilisée, une fois le processus d’inférence terminé, pour améliorer la lisibilité
du résultat. Pour conclure, nous avons montré que les deux objectifs de la simplification de
types, & savoir lisibilité et efficacité, sont contradictoires, puisque efficacité demande de
faire respecter certains invariants (petits termes et mono-polarité) qui vont a 'encontre de
la lisibilité. Il convient donc de favoriser Defficacité tout au long du processus d’inférence, et
de n’améliorer la lisibilité que lors d’une passe finale, avant affichage.



Chapitre 13

Minimisation

sation, qui est une simplification, au sens ou elle permet ensuite d’appliquer certains

algorithmes incapables de fonctionner en présence des constructeurs L! et M. Ensuite, le
dépoussiérage, qui se contente de détecter des contraintes superflues et de les éliminer. Or,
si on parcourt la littérature concernant la simplification de contraintes, on trouve de nom-
breuses méthodes fondées sur 'idée de substitution, qui consiste & remplacer une variable
par un terme sans modifier la dénotation du schéma du types considéré.

Ce chapitre est consacré a I’exposé d’une méthode de simplification, appelée minimisa-
tion, qui généralise toutes les méthodes de substitution connues, tout en étant remarqua-
blement efficace. Le principe nous en a été inspiré par la méthode dite « de Hopcroft » chez
Felleisen et Flanagan [19, 20].

La section 13.1 pose le probléme et décrit les grandes lignes de ’algorithme de minimi-
sation. Nous donnons ensuite une spécification formelle de la minimisation (section 13.2),
puis passons A sa mise en ceuvre (section 13.3). Viennent ensuite quelques exemples d’ap-
plications (section 13.4). Enfin, la section 13.5 évoque le probléme de complétude de cette
méthode.

l USQU’ICI, nous avons présenté peu de méthodes de simplification. D’abord, la canoni-

13.1 Introduction

Parmi les méthodes de substitution connues, on trouve des algorithmes spécialisés, effi-
caces mais ne traitant qu’un cas particulier bien précis ; et des heuristiques, a priori relati-
vement puissantes, mais souvent trés inefficaces.

Parmi les algorithmes non heuristiques, on peut citer I’élimination des cycles de variables,
ou encore le remplacement d’une variable positive (resp. négative) par son unique borne
inférieure (resp. supérieure). Or, nous avons remarqué que, si 'invariant de mono-polarité
est respecté, la premiére est automatiquement effectuée par ’algorithme de dépoussiérage
(cf. section 12.4). Quant au second, nous avons constaté qu’il viole 'invariant des petits
termes ou 'invariant de mono-polarité (cf. sections 6.4 et 12.4), et est donc illégal, du moins
tant que le processus d’inférence est en cours — il reste valide si on le destine a 'affichage
uniquement.

Toutes les heuristiques fonctionnent sur un schéma commun, en deux étapes. D’abord,
on invente, d’une facon ou d’une autre, une substitution p. Ensuite, on détermine s’il est
légal de I'appliquer au schéma de types considéré o, c’est-a-dire si p(o) =" 0. Ce test peut
étre réalisé a ’aide de ’algorithme développé au chapitre 9, ou éventuellement & 1’aide d’al-
gorithmes moins puissants, comme ’axiomatisation de 'implication de contraintes donnée
au chapitre 8. Nous avons proposé quelques heuristiques fondées sur ce dernier dans [43].
Cependant, le nombre de substitutions possibles est énorme. (On peut bien sir se restreindre
a des cas particuliers, mais ils sont alors souvent assez ad hoc.) De plus, I’algorithme d’im-
plication utilisé lors de la seconde étape est relativement cotteux. La combinaison de ces

133



134 CHAPITRE 13. MINIMISATION

deux facteurs donne donc des méthodes de simplification trés inefficaces.

Ainsi, il semble souhaitable de mettre au point un algorithme systématique, capable de
construire directement une substitution aussi puissante que possible. Précisons d’abord cette
notion de puissance. On constate que, pour respecter l'invariant des petits termes, nous ne
pouvons remplacer une variable que par une autre variable. Ainsi, une substitution peut étre
vue comme une partition de I’ensemble des variables, deux variables devant étre identifiées
ssi elles appartiennent & la méme classe. On peut alors dire qu’une substitution est moins
puissante qu’une autre ssi la partition qui lui est associée est plus fine. En tenant compte
du fait que ’on doit respecter I'invariant de mono-polarité, la substitution la plus puissante
est alors celle qui ne contient que deux classes, dom™ () et dom™ (0) ; en d’autres termes,
celle qui identifie toutes les variables positives (resp. négatives) entre elles.

Nous sommes donc & la recherche d’une substitution p plus fine que celle décrite ci-
dessus (de facon & respecter I'invariant de mono-polarité), correcte (c’est-a-dire telle que
p(c) =Y o), et de puissance maximale pour ces critéres. Cependant, la relation =" étant
complexe, il n’est pas certain qu’une telle substitution existe dans le cas général. Nous allons
donc remplacer le critére de correction par un critére légérement plus restrictif, mais plus
simple, car directement lié & la forme des contraintes.

Pour imaginer ce critére, on peut esquisser, de facon trés informelle, un algorithme
capable d’effectuer la construction. On part de la substitution la plus puissante. On peut
exécuter l'algorithme de comparaison de schémas pour déterminer si cette substitution est
correcte. S’il signale un échec, on en détermine la cause, et on affaiblit la substitution en
coupant en deux une classe appropriée, de fagon a éliminer le probléme. On répéte ensuite
ce processus jusqu’a ce qu’aucune erreur ne soit plus signalée.

Toujours de facon informelle, on peut dire qu’un tel échec se produit lorsqu’on tente
d’identifier deux variables jouant des roles différents dans le schéma de types. Or, le «role»
d’une variable est déterminé par la fagon dont elle est reliée, & travers des contraintes, aux
autres variables. On pourrait donc dire que deux variables peuvent étre identifiées si chacune
d’entre elles porte le méme type de liens que son homologue, et si ces liens ménent a des
variables qui peuvent & leur tour étre identifiées.

On retrouve 14 des notions familiéres. Le raffinement d’une partition décrit plus haut rap-
pelle le procédé utilisé lors de la minimisation des automates finis. Le critére informel donné
par le paragraphe précédent est une forme de bisimulation, un concept que l'on retrouve
également en théorie des automates. D’ou I'idée de minimiser un graphe de contraintes, un
peu comme ’on minimise un automate. Comme nous allons le voir & présent, cette idée a
un sens, et permet méme de réutiliser les algorithmes efficaces mis au point dans le cadre
de la minimisation des automates finis.

L’application de techniques de minimisation aux systémes de contraintes est due & Fellei-
sen et Flanagan [19, 20]. Leur définition de la compatibilité (cf. définition 13.3) est quelque
peu différente, et en particulier moins symétrique, parce leur langage de contraintes est assez
éloigné du noétre, de par sa syntaxe comme par sa sémantique. Néanmoins, le principe est
identique. Il est indépendant de l'utilisation du sous-typage, et devrait pouvoir s’appliquer
a de nombreux systémes a base de contraintes récursives, quelle que soit leur sémantique.

13.2 Formalisation

Nous allons & présent donner une spécification formelle de ’algorithme, et en prouver la
correction. Voici d’abord quelques définitions préliminaires.

Définition 13.1 Etant donné un ensemble de variables V', relations d’équivalence sur V.
et partitions de V' sont isomorphes. Toute relation = s’étend aux petits termes & variables
dans V' en posant
1l=1
T=T
Qg — 01 Eﬂg—)ﬂl e (agEﬂo)/\(alEﬂl)
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Définition 13.2 Soit C un graphe de contraintes. Pour a € dom(C), on pose

predc(a) = {8; 8 <c a}
succo(a) = {8; a <¢ F}

Nous avons mentionné, dans la section 13.1, que la correction d’une substitution est
un critére trop complexe — peut-étre méme indécidable — puisqu’elle met en jeu la relation
=Y. Nous introduisons donc une notion de compatibilité, plus faible, mais dont la définition,
purement syntaxique, méne directement & un algorithme. Tout notre développement sera
ensuite basé sur cette notion.

Définition 13.3 Soito = A = 7 | C un schéma de types parfait. Une relation d’équivalence
=, de domaine dom(o), est compatible avec o ssi

- a = 8 implique predo () = prede(8) et succe(a) = succa(8) 5
— a = 8 implique C¥(a) = CH(B) et CT(a) = CT(B) ;
- a = implique polarité, (a) = polarité, (3).

Lemme 13.1 La premiére condition ci-dessus peut également étre formulée de la fagon
suivante :

- a<c B impligueVo' =a VB =8 o <cf.

Démonstration. Supposons que la premiére condition soit vérifiée. Supposons a <¢ 8, o' =
a et 3 = (. Nous avons 8 € succo(a); d’aprés notre hypothése, nous obtenons § €
succe ('), cest-a-dire &' <¢ (. En appliquant encore une fois 'hypothése a ce résultat,
nous obtenons o' <¢ 3, comme attendu.

Réciproquement, supposons que la variante de la premiére condition soit vérifiée. Sup-
posons a = f3, et o’ € predc(a). Alors o/ <¢ a. En appliquant ’hypothése, nous obtenons
o' <¢ . Nous avons démontré que predo(a) C prede (). Par symétrie, ces ensembles sont

égaux. De méme, on montre que succo(a) = succe(f). a

Il est facile de vérifier qu’il existe une unique partition compatible avec un schéma donné,
et de puissance maximale pour ce critére. C’est celle-ci qui sera calculée par I’algorithme de
minimisation.

Proposition 13.2 Soit o un schéma de types parfait. L’ensemble des partitions compatibles
avec o admet un plus grand élément, noté =,.

Démonstration. D’abord, il est clair que la partition triviale, ou tous les points sont isolés,
est compatible. Vérifions ensuite que la fusion = de deux partitions compatibles =; et =,
est elle-méme compatible. Rappelons que = est définie comme la cloture transitive de la
relation =15 = =1 U =».

Considérons la premiére condition de la définition 13.3. Elle est vérifiée par =; et =s
(puisque celles-ci sont compatibles), donc également par leur union =;,. La relation =;»
est donc incluse dans la relation «avoir mémes successeurs et prédécesseursy. Or, cette
derniére est transitive ; elle contient donc également la cloture transitive de =12, & savoir =.
La premiére condition est donc vérifiée. Les deuxiéme et troisiéme conditions se traitent de
facon similaire.

L’ensemble des partitions compatibles étant non vide et clos par fusion, il admet un plus
grand élément. a

Pour faire le lien entre partition et substitution, définissons le quotient d’un schéma de
types par une partition, c’est-a-dire I'opération qui identifie toutes les variables d’une méme
classe.

Définition 13.4 Soient 0 = A = 7 | C un schéma de types parfait, et = une partition
compatible avec 0. Dans chaque classe, on choisit un représentant ; en d’autres termes, soit
7w une fonction de dom(o) dans lui-méme telle que
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- VYa € dom(o) 7(a)=a;
- Va,B8 €dom(o) a=p <= n(a)=nr(0).

Soit /= le schéma de types 7(o). Plus précisément, /= = w(A) = 7(7) | 7(C) o 7(C) est
le graphe de contraintes de domaine w(dom(c)) défini par

- W(a) STI’(C) ”T(ﬁ) ssi o <¢ /6;
- (m(C)H(w(a) = 7(CHa)) et (7(C)T(n(a)) = 7(CT(a)).

Le graphe 7(C') est défini ici par la donnée de deux propriétés caractéristiques. Nous devons
donc vérifier qu’il existe un unique objet les satisfaisant.

Démonstration. Lorsque a et [ parcourent tout dom(o), m(a) et w(3) parcourent tout
m(dom(o)). Ces deux propriétés spécifient donc un objet unique. Cependant, chaque point
de 7(dom(o)) peut étre parcouru plusieurs fois ; pour prouver ’existence de ’objet, il faut
vérifier ’absence de contradiction entre ces diverses visites.

Considérons la premiére propriété. Supposons w(a) = w(a’) et w(8) = w(8’). Alors,
par définition de m, @ = o' et 8 = B'. Puisque = est compatible avec o, cela implique
(a<cf) <= (o <c B).

Passons a la seconde. Supposons 7(a) = w(a'). Alors a = «'. Puisque = est compatible,
cela implique C*(a) = C¥(a'), qui & son tour implique 7(C*+(a)) = 7(C*(a')). i

On notera que la définition de /= dépend du choix de 7. (Rappelons que 7 est défini en
choisissant un représentant non spécifi¢ dans chaque classe.) Cependant, les différents choix
de m ménent & des schémas de types a-équivalents. 7/= est donc défini & a-conversion prés.
Cela ne posera pas de probléme, car les propriétés qui nous intéressent sont indépendantes
du choix de 7.

Nous pouvons maintenant passer & la preuve de correction, qui indique que toute parti-
tion compatible conduit & un schéma quotient équivalent au schéma, initial.

Théoréme 13.1 Soient o un schéma de types parfait et = une partition compatible avec
o. Alors

oy =V

Démonstration. L’assertion o <V 0/= est triviale, puisque le second est I'image du premier &
travers la substitution 7. Plus précisément, si p est solution de 7(C'), alors po 7 est solution
de C' et constitue un témoin de cette assertion.

Réciproquement, nous souhaitons montrer que /= <Y . Soit p une solution de C.
Définissons p' par

p(m(@)) = [ o) sin(a) € dom™(0);

p'(r(a)) = |_| p(a’) si (@) € dom™ ().

a'=a

Nous devons vérifier que cette définition a un sens. D’abord, notons que chaque cas est traité
une fois et une seule, puisque o n’a ni variables neutres ni variables bipolaires. Ensuite, si
() = 7(B), alors @ = 3, donc {o’; &/ = a} = {B'; B’ = B}. Par conséquent, p’ est bien
défini.

Vérifions & présent que p' est solution de 7w(C'). D’abord, choisissons une contrainte de
<x(c), que nous pouvons noter 7(a) <) 7(3). D’aprés la définition 13.4, nous avons

Vo' =a V8 =8 o <cf
Puisque p est solution de C, ceci implique

Va'=a VB =8 pld) < p(8)
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que 'on peut réécrire

|| pla) < ] p(8)

a'=a B'=p

Or, o <¢ B implique o € dom™ (¢) et ' € dom™ (), parce que o est parfait et ne contient
donc que des contraintes entre une variable négative et une variable positive. Puisque = est
compatible avec o, et puisque o/ = w(a), o' a la méme polarité que 7(a). Cela implique
7(a) € dom™ (0). De méme, 7(3) € dom™ (o). Dans ces conditions, I’assertion ci-dessus peut
étre lue

p'(m(@) < p'((B))
ce qui indique que p’ satisfait la contrainte choisie.
Ensuite, nous devons vérifier que p'((7(C))¥(7(a))) < p'(7(a)) pour tout a. Par défini-
tion de m(C'), cela est équivalent & p'(m(C*(a))) < p'(7(a)). Si @ € dom™ (o), alors C¥(a) =
L (parce que o est parfait) et le résultat est immédiat. Supposons donc a € dom™ (o). Le

but devient alors
P CH@) < [] pla)

o' =a
que 'on peut réécrire
Vo' =a  p'(r(CH(a))) < pla)
[ R—

Notons que o' = a implique C¥(a') = C*(a), puisque = est compatible avec o. Grace a
cette remarque, il suffit de montrer que pour tout o' = a,

P (m(CH(a)) < pla)

Puisque p est solution de C, nous avons p(C*(a')) < p(a'). Donc, il suffit de montrer que

P (m(CH(a'))) < p(CHa))

Raisonnons & présent par cas sur C¥(a'). S’il vaut L ou T, le résultat est immédiat. Sup-
posons donc CH(a') = afy — a}. Le but se décompose en deux sous-buts, dont le premier
est

p'(m(@1)) < play)
(Le second étant symétrique, nous ne le traiterons pas explicitement.) Or, puisque a €
dom™ (o) et o' = a, nous avons o' € dom™ (o). D’aprés la définition 10.3, ceci implique
oy € dom™(0). Donc, (a}) € dom™ (s). Le but peut s’écrire

[ p(B) < plat)

—
B=a)

qui est immeédiat, puisque le membre droit apparait comme 'un des opérandes du membre
gauche.

Symétriquement, on vérifie que p'(m(a)) < p'((m(C))T(w())) est vrai pour tout a.. Ainsi,
p' est solution de 7(C). Il reste a vérifier que p'(7(A = 7)) < p(4 = 7), ce qui est aisé, &
I’aide des mémes techniques que dans les paragraphes précédents. Pour conclure, p' est un
témoin de l’assertion 7/= §v o. Le théoréme en découle. O

13.3 Algorithme

Nous avons spécifié une méthode de simplification, qui consiste & quotienter un schéma
parfait o par la plus puissante partition compatible, remplacant ainsi o par /=, . Reste a
savoir si ce calcul peut étre effectué de facon efficace. La réponse est positive — nous pouvons
calculer =, en temps O(dnlogn), ou n est le nombre de variables dans o, et d est le degré
du graphe <¢ (c’est-a-dire le nombre maximum de branches sortant ou entrant dans un
nceud donné).
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Pour définir ’algorithme, nous allons reformuler légérement la définition de la compati-
bilité, de facon & rendre plus apparentes les différentes étapes nécessaires au calcul de =,,.
Cette définition indique que si = est compatible, alors deux variables équivalentes ont les
mémes ensembles de prédécesseurs et de successeurs, des bornes construites équivalentes,
et la méme polarité. La seconde condition est la plus délicate, puisqu’elle est «récursive »,
c’est-a-dire que la relation = apparait des deux cotés de 'implication. De plus, la relation
= y est utilisée pour comparer deux petits termes; pour simplifier les choses, nous nous
ramenons d’abord & des comparaisons entre variables.

Lemme 13.3 Soit 0 = A = 7| C un schéma de types parfait. Une partition = est compa-
tible avec o ssi

- a = implique predc(a) = prede(B) et succe(a) = succa(f) ;

- a = implique polarité, (a) = polarité, (5) ;

— a = 8 implique téte(C*(a)) = téte(CH(B)) et tete(CT(a)) = tete(CT(B)) ;
—sia=B,CHa)=ay = a; et CH(B) = Bo — B, alors ag = By et a1 = By ;
—sia=8,CMNa)=ay— a; et CT(B) = Bo — B, alors ap = By et a; = fy.

Les trois premiéres conditions ci-dessus ne posent aucun probléme, puisqu’elles défi-
nissent en fait une partition initiale, qu’il faudra ensuite raffiner. Les deux derniéres condi-
tions rappellent la définition d’une bisimulation, comme mentionné dans la section 13.1.
Nous sommes donc préts a définir I’algorithme.

Théoréme 13.2 Soit 0 = A = 7 | C' un schéma de types parfait. Alors =, se calcule en
temps O(dnlogn), ot n = |dom(o)|, et d est le degré du graphe <c.

Démonstration. Le calcul se fait en deux étapes : calcul d’une partition initiale, puis raffi-
nement de celle-ci jusqu’a atteindre un point fixe.

Soit =g la plus grossiére partition vérifiant les trois premiéres conditions du lemme 13.3.
Elle se calcule comme suit. D’abord, on construit une liste des variables de o, triée selon les
clefs

o~ (prede(a),succe (a), polarité, (@), téte(C* (a)), tete(CT(a)))

(N’importe quel ordre sur ces quintuplets convient ; 'ordre lexicographique est le plus na-
turel.) La construction de la liste demande un temps O(n). Le tri demande O(nlogn)
comparaisons. On suppose les données ci-dessus disponibles dans le graphe de contraintes,
donc la fonction de comparaison peut y accéder en temps constant. Les ensembles predc(«)
et succe(a) ont un cardinal inférieur ou égal a d, par définition de d. Donc, la comparaison
de deux clefs demande un temps O(d), et le tri un temps O(dnlogn). Une fois la liste triée
disponible, une simple passe suffit & créer =¢, puisque les éléments d’une méme classe sont
nécessairement adjacents dans la liste. Cette passe demande O(n) comparaisons, donc prend
un temps O(dn).

Notons que =, est la plus grossiére partition plus fine que =y et vérifiant les deux
derniéres conditions du lemme 13.3. Pour i € {0,1}, soient Low; et Upp; les fonctions
partielles sur dom(o) définies par

Low;(a) = a si C’J’(a) =qp = o1

Uppi(a) = a; si CT(a) =g =

Nous pouvons maintenant reformuler le probléme : =, est la plus grossiére partition plus
fine que = et stable vis-a-vis de ces quatre fonctions. (Une partition = est stable vis-a-vis
d’une fonction f ssi pour tout bloc (i.e. classe) B de =, soit f est non définie sur tout B,
soit f est définie sur tout B et f(B) est entiérement inclus dans un certain bloc B'.)

Il s’agit donc de trouver le raffinement le plus grossier d’une partition donnée qui soit
stable vis-a-vis d’un nombre fini de fonctions données. Il s’agit 14 d’un probléme bien connu.
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Il apparait, en particulier, lors de la minimisation des automates finis; Hopcroft [30] donne
un algorithme pour le résoudre en temps O(nlogn). Un autre article intéressant, sur ce
méme sujet, est [38], bien qu'il traite d’un probléme plus général.

Pour conclure, I’étape de tri initiale prend un temps O(dnlogn), tandis que I’étape de
raffinement s’effectue en temps O(nlogn). Le résultat en découle. o

1l serait agréable de disposer d’une borne de complexité exprimée en fonction de N, la
taille du schéma de types o, plutdot que de d et n. Mais, dans le cas le pire, d et n peuvent
étre en méme temps de l'ordre de N ; ce qui nous donne une borne de O(N?log N).

Cependant, cette borne est grossiére, car si d et n sont de 'ordre de N, alors peu de
neeuds dans le graphe peuvent avoir le degré d. Dans ce cas, le degré moyen § est nettement
inférieur au degré maximum. Cela semble indiquer que nous devrions baser notre analyse
sur 0, et non sur d. En effet, informellement parlant, si le degré moyen est §, alors une
comparaison entre deux ensembles de successeurs ou de prédécesseurs prend un temps O(d)
en moyenne. Donc, la premiére étape de l'algorithme demande un temps O(dnlogn). Or,
par définition du degré moyen, dn est le nombre d’arcs du graphe <¢, donc cette borne est
inférieure & O(N log N). Par ailleurs, la seconde étape de 'algorithme fonctionne en temps
O(nlogn), qui est également inférieur & O(N log N). Nous concluons donc, informellement,
que le calcul prend un temps O(N log N) en moyenne. Ce résultat est corroboré par quelques
tests pratiques, sur des exemples de taille arbitraire, qui suggérent que le comportement de
I’algorithme est linéaire par rapport a la taille du schéma de types.

D’un point de vue pratique, notons que la complexité de ’algorithme de Hopcroft, si on
effectue un raffinement vis-a-vis de k fonctions, est O(k?>nlogn). Il est donc important de
réduire k autant que possible. La preuve du théoréme 13.2 utilise k¥ = 4 fonctions; en fait,
il est possible de se restreindre & deux fonctions. En effet, la fonction Low; (pour i € {0,1})
n’est définie que sur les variables positives, tandis que Upp; n’est définie que sur les variables
négatives. Leur réunion Low; U Upp; est donc une fonction. De plus, la partition initiale =g
sépare les variables positives des variables négatives. Par conséquent, le raffinement de =g
par les deux fonctions Low; et Upp; est identique au raffinement de =g par leur réunion. La
méme idée s’applique lorsque 'on étend le systéme de types. Par exemple, si ’on introduit
des types produits, on peut conserver k = 2 fonctions. En effet, la partition initiale sépare
les variables d’apreés le constructeur de téte de leur borne. Par conséquent, pendant 1’étape
de raffinement, on peut utiliser l'indice 0 (resp. 1) pour représenter a la fois le domaine
(resp. codomaine) des types fonctions et la premiére (resp. seconde) composante des types
produits. De facon générale, si les constructeurs de types présents dans le graphe sont d’arité
k au plus, alors k fonctions suffisent.

Cette remarque est particuliérement importante lors de I'introduction de types enregis-
trements (ou variantes). En effet, ’arité maximale k n’est alors plus bornée, ce qui augmente,
en théorie, la complexité de ’algorithme. Cependant, grace & notre remarque, k sera égal
au nombre maximum d’étiquettes apparaissant au sein d’'un méme terme dans le schéma
de types considéré, et non au nombre total d’étiquettes apparaissant dans le schéma. En
pratique, k peut donc étre considéré comme borné, car si un programme utilise souvent un
trés grand nombre d’étiquettes, il utilise rarement des enregistrements de trés grande taille.

13.4 Exemples

L’algorithme de réduction est trés versatile, et simplifie avec succés de nombreux pro-
blémes. En voici quelques exemples typiques. (Pour améliorer la lisibilité, 'invariant des
petits termes n’est pas entiérement respecté, et on utilisera des ensembles de contraintes,
au lieu de graphes.)

Exemple (Repliage d’un point fixe). Nous supposons ici que F' est un opérateur de
types covariant, distinct de I’identité. (Par exemple, on peut prendre F : o — T — «.) Soit
o le schéma

a = Ll|fa <FB 5 <Fp}
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Alors, il est facile de vérifier que a =, [, puisque ces deux variables sont négatives, et
qu’elles ont des bornes équivalentes. Donc, o peut étre remplacé par sa version simplifiée
O/=,, qui est
a - L|{a <Fa}
Essentiellement, I’algorithme vient de simplifier un type récursif partiellement déplié. En
effet, rappelons que le dépoussiérage élimine la borne inférieure d’une variable négative ; par
conséquent, o est équivalent &

a— L|{a=Fp, 6=Fp}

Ici, B représente en fait le point fixe de F, et a est égal & F 3, donc nous pouvons —
informellement — réécrire o en

a— L |{a=F(ut.Ft)}

Ici, il est clair qu’une simplification peut étre effectuée. Le type F'(ut.F't) est égal & ut.F't,
par repliage du lieur p. Si nous effectuons la simplification, nous obtenons

a— L |{a=pt.Ft}
et en revenant en arriére, nous constatons que ce schéma de types est équivalent a
a— 1l |{a<Fa}

qui n’est autre que le schéma produit par ’algorithme de minimisation.

Nous avons donc montré que l'effet de la minimisation peut étre vu comme une étape
de repliage d’un point fixe, c’est-a-dire un remplacement de F'(ut.F't) par ut.F't. Bien sir,
Ialgorithme est capable d’effectuer plusieurs étapes de repliage d’un seul coup. Cela est
trés utile en pratique. Imaginons, par exemple, une fonction qui prend un arbre binaire
en argument, examine ses deux premiers niveaux (par exemple, dans le but d’effectuer un
rééquilibrage), puis utilise des appels récursifs pour traiter les sous-arbres a la profondeur
2. Le domaine du type inféré pour cette fonction sera un type récursif (le type des arbres
binaires), mais déplié deux fois, parce que l'utilisation explicite des nceuds des deux premiers
niveaux provoque la création d’une variable fraiche pour décrire chacun d’eux. De telles
situations sont donc assez fréquentes en pratique, et ’algorithme de minimisation les traite
de fagon satisfaisante.

Exemple. Cet exemple est similaire, en principe, au précédent, mais est digne d’étre men-
tionné parce qu’il correspond également & une situation assez typique en pratique. Nous
supposons ici que F' est un opérateur binaire covariant. (Par exemple, si nous disposons de
types produits et variantes, nous pouvons choisir F': (o, 8) — [ Nil | Cons of ax 3 1.)
Soit o le schéma

Y =Y = AT [ {y <SF(@ ), % <Flam,v), F(B7,A7) <AT, o™ <37}

Alors, la plus grande partition compatible avec o est

Ha} A8} {721 (A}

donc le schéma de types simplifié 7/=_ est
Yoy 2 A [y SF(am,y), F(BT,AT) AT e <57}

L’algorithme de minimisation a réussi & identifier v; et 7. A I'aide d’un argument similaire
a celui exposé dans I’exemple précédent, on peut dire que ces deux variables représentent le
point fixe pt.F(a,t), et c’est pourquoi elles peuvent étre identifiées.

Une telle situation peut se produire fréquemment en pratique. Par exemple, considérons
une fonction qui effectue la fusion de deux listes triées. Son type inféré pourrait étre o.
L’algorithme de minimisation constate que les deux arguments de la fonction sont utilisés
de la méme maniére, puisqu’ils portent des contraintes similaires, et en déduit qu’on peut
leur donner le méme type.
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Exemple (Elimination des 2-couronnes). Soit ¢ le schéma
o =B =y X[ {am <yT e <07, B <yT, B <07}

Cette situation est parfois appelée 2-couronne dans la littérature, parce que le graphe de
contraintes a ’aspect suivant :

I

De semblables situations sont trés courantes en pratique. Le schéma o est engendré par le
code
fun x y -> if true then (x, y) else (y, x)

Le calcul de =, donne

He, 8}, {v, 0}
Donc, 9/=, est
a” = a” =yt xyt [ {a” <vF)
Si, de plus, on remplace chaque variable par son unique borne, on obtient méme

ot = ot = aF xat
Mais cela viole 'invariant de mono-polarité, et ne sera donc fait que lors de affichage, et
non de facon interne (cf. section 15.2).

Cet exemple est intéressant a plusieurs titres. D’abord, on remarque que la méthode bien
connue qui consiste & remplacer chaque variable par son unique borne échoue ici, puisque
chaque variable a deux bornes. (Bien sir, il serait possible de prétendre, par exemple, que
I'unique borne supérieure de « est v 14, et d’effectuer la substitution ; et de méme pour 3.
Cependant, cela n’est pas une simplification ; le résultat est en fait plus complexe que o.)

Ensuite, le fait que les 2-couronnes (ou méme, en fait, les n-couronnes) soient efficace-
ment éliminées est une bonne nouvelle pour l'algorithme de canonisation. Rappelons que
la canonisation consiste & éliminer les occurrences de M et LI introduites par le calcul de
cloture. Une phase lui est dédiée, aprés la phase de cloture. Si I’algorithme découvre 1'ex-
pression 7y M4, il la remplace par une variable fraiche «a, et crée les contraintes a < v et
a < 4. Si, au cours d’une passe de canonisation ultérieure, il découvre la méme expression,
il créera une nouvelle variable 8 et ajoutera les contraintes 5 < v et 8 < §. Une 2-couronne
a donc été créée. Grace a l'algorithme de minimisation, cela ne pose pas de probléme : elle
sera efficacement éliminée. Sans cela, des usages répétés de ’algorithme de canonisation
pourraient mener & une accumulation de «couronnes ».

Exemple. Notre dernier exemple éclaircit un point de détail de la définition 13.3. La pre-
miére condition pour qu’une partition soit compatible avec o est

- a<¢ Bimplique Vo' =a V8 =8 o <¢ f'.

Or, nous avons parlé, pendant notre introduction informelle, de bisimulation, et la définition
d’une bisimulation devrait plutdt avoir ’aspect suivant :

- a<g B implique Vo' =a I8 =4 o <¢ f.

Voici un exemple montrant que cette derniére condition n’est pas correcte. Soit o le
schéma
a—=f—=yxd|{a<y B0}

Si on adopte cette définition modifiée de la compatibilité, alors la plus grande partition

compatible est
{{a, 8}, {7, 0}}
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et le schéma quotient est
a—a—yxy|[{a<y}

Or, ce schéma n’est clairement pas équivalent & 0. Le schéma o décrit en fait deux flots de
données entiérement distincts, et bien qu’ils aient la méme forme, il n’est pas correct de les
identifier.

La condition en forme de «Vd» n’est donc pas correcte; c’est bien la condition en
forme de «VV» qui convient. Notons que chez Felleisen et Flanagan [19, 20|, c’est une
condition «V3» qui apparait dans le cas des contraintes entre variables ; mais au contraire,
une condition «VV» est utilisée dans le cas des contraintes mettant en jeu le destructeur
dom. Le principe reste donc le méme, mais des différences techniques apparaissent, du fait
de la différence des formalismes adoptés.

13.5 Complétude

Les exemples ci-dessus montrent que l’algorithme de minimisation est trés puissant.
Aussi, une question se pose : est-il complet, c’est-a-dire, est-il capable d’effectuer toutes les
substitutions correctes ? (Rappelons ce qui a été dit dans la section 13.1, & savoir qu’une
substitution correcte est une partition des variables qui respecte les polarités et qui conduit
a un schéma quotient équivalent au schéma initial.)

La réponse est négative. Il fallait s’y attendre, puisque nous avons volontairement rem-
placé le critére de correction par le critére de compatibilité, qui est plus simple et autorise
un calcul efficace, mais est aussi plus faible. L’algorithme est donc complet par rapport &
sa spécification, mais celle-ci n’autorise pas toutes les substitutions correctes. En voici un
exemple.

Exemple. Soit F' un opérateur de types covariant, distinct de I'identité. (Par exemple, on
prendra F': o — T — «.) Soit o le schéma

a” 5B ot [{am <Fa™, B  <FB,Fy" <yT, a” <47}

Ici, a et 8 ne peuvent pas étre dans la méme classe. S’ils I’étaient, alors la présence de la
contrainte a < v demanderait que § < 7y soit également présente, ce qui n’est pas le cas.

Cependant, la contrainte a < 7 est superflue; c’est-a-dire qu’elle est impliquée par
les autres contraintes. (On pourra utiliser I’axiomatisation de l'implication de contraintes,
donnée par la figure 8.2 page 83, pour vérifier que a < F a et F'«y < «y impliquent a < 7.)
En conséquence, o est équivalent a

a” 5B T |[{a <Fa B <FB,Fyt <4t}

Dans ce nouveau schéma de types, a et 3 peuvent étre mis dans la méme classe; il est donc
équivalent a

a” = a” =97 [{am <Fa, Fyt <v'}
Nous pouvons maintenant rajouter la contrainte o < = si nous le souhaitons; ainsi, nous
avons vérifié que o est équivalent & [3 < a] 0.

Ainsi, toutes les substitutions correctes ne sont pas compatibles. Le probléme, dans
I’exemple ci-dessus, est que la contrainte 8 < = n’est pas explicitement présente dans le
graphe, bien qu’elle soit dérivable a I’aide des autres contraintes.

Nous pourrions donner une définition plus puissante de la compatibilité en modifiant
la premiére condition de la définition 13.3. Il suffirait en fait de redéfinir les ensembles de
prédécesseurs et de successeurs & ’aide de I'implication de contraintes :

predc(a) = {8; C IF g < a}
succo(a) = {8; C'IF a < B}
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Il est possible qu’avec cette modification, la notion de compatibilité coincide avec celle de
correction. Cependant, cela ne présenterait que peu d’intérét pratique, pour deux raisons.
D’abord, nous ne pourrions calculer qu'une approximation des ensembles de prédécesseurs
et de successeurs, puisque nous ne disposons d’aucun algorithme complet de décision de
I'implication de contraintes. L’algorithme de minimisation deviendrait donc incomplet par
rapport & sa spécification. Ensuite, le cotut de l'algorithme d’implication incomplet étant
relativement élevé, on subirait probablement une perte de performance importante, pour un
gain de puissance marginal.

En pratique, on peut imaginer d’effectuer, & intervalles espacés (par exemple aprés chaque
phrase toplevel), une phase d’élimination des contraintes superflues, comme la contrainte
a < 7 dans 'exemple précédent. Leur détection se fait & ’aide de l’algorithme d’implication
de contraintes. Nous avons implémenté cette phase; il en ressort un gain de l'ordre de
quelques pourcents, en termes de performance comme de résultats.
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Chapitre 14

Extensions

N pourrait formuler 'opinion, tout & fait justifiée, que I’ensemble de types bruts

proposé, formé uniquement & partir de L, T et —, est d’une remarquable pau-

vreté. On remarquera méme que, dans un modéle aussi restreint, tout graphe de
contraintes admet une solution : la substitution qui a toute variable associe ’arbre régulier
ut.t — t. (Cette propriété va de pair avec le fait, mentionné dans la démonstration de la
proposition 5.10, qu’aucune erreur d’exécution ne peut se produire en A-calcul pur.)

Plusieurs de nos énoncés admettent donc des démonstrations triviales, si ’on tire parti
du fait que — est le seul constructeur de type en dehors de L et T. Cependant, nos preuves
n’utilisent pas cette propriété, et sont donc aisément extensibles & des systémes de types
beaucoup plus riches. Nous aurions pu choisir un tel systéme et le traiter de fagon expli-
cite, ou encore tenter de paramétrer ’ensemble de notre théorie par un treillis de types
quelconque, vérifiant quelques propriétés adéquates. Cependant, il nous semble que cela au-
rait augmenté significativement, sinon la complexité intrinséque des preuves, du moins leur
complexité apparente. Nous avons donc préféré exposer notre théorie dans le cadre le plus
simple possible.

Par ailleurs, d’autres extensions sont aisément concevables, que nous qualifions d’ortho-
gonales, parce leur interaction avec le sous-typage est faible ou nulle. Ces extensions sont
largement indépendantes de notre théorie, et c’est pourquoi nous ne les avons pas mention-
nées jusqu'’ici. Elles augmentent cependant considérablement la puissance de notre systéme,
et méritent donc d’étre étudiées ici.

Au cours de ce chapitre, nous esquissons d’abord, de fagon assez formelle, ce qu’aurait
pu étre la paramétrisation de notre théorie (section 14.1). Dans les sections suivantes, nous
détaillons quelques cas particuliers de celle-ci, qui correspondent & des notions classiques :
types de base (section 14.2), constructeurs de types n-aires isolés (section 14.3), puis types
enregistrements et variantes polymorphes (section 14.4). Ensuite, nous présentons deux ex-
tensions orthogonales : l'ajout de variables de rangée (section 14.5) et d’une analyse des
exceptions (section 14.6). L’expressivité des variables de rangée peut sembler, & premiére
vue, rendre superflu l'utilisation méme du sous-typage; nous approfondissons ce point au
cours de la section 14.7.

14.1 Paramétrisation de la théorie

Comme nous ’avons mentionné ci-dessus, nous aurions pu paramétrer notre théorie par
le choix du langage de types bruts. Pour ce faire, nous aurions défini le treillis des types bruts
de fagon plus abstraite ; au lieu de le spécifier entiérement, nous aurions seulement requis une
série de conditions suffisantes pour échafauder notre théorie. Nous avons préféré éviter cette
approche afin de ne pas masquer les idées fondamentales de ce travail derriére une couche
d’abstraction supplémentaire. Cependant, il est intéressant de savoir quelles seraient ces
conditions suffisantes, afin d’évaluer la généralité de notre approche. Cette section définit
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donc une notion de signature brute, qui spécifie partiellement le treillis des types bruts.
Elle reprend ensuite les résultats du chapitre 1 en les paramétrant par une signature brute
quelconque.

Définition 14.1 Soit £ un ensemble dénombrable d’étiquettes. On appelle arité un en-
semble fini d’étiquettes. Une signature brute X, consiste en :

— un ensemble de constructeurs ¢, chacun étant muni d’une arité a(c) ;
— une fonction de variance v, qui @ toute étiquette associe un élément de {—,+};
— une relation d’ordre <y sur les constructeurs, telle que

— Uensemble des constructeurs, muni de cet ordre, forme un treillis ;

—sicr <pea <pes, etsil €aler)Nales), alors € a(e) (on pourrait appeler cette
condition «convexité de arité ) ;

— les constructeurs L et T sont constants, c¢’est-a-dire d’arité &.

On définit alors I’ensemble des arbres bruts, en fonction d’une signature 3;, comme suit.

Définition 14.2 Un chemin est un élément de L*. La parité d’un chemin est le nombre
d’éléments de variance négative qu’il contient, modulo 2. Un arbre brut 7 est une fonction
partielle des chemins vers Xy, de domaine non vide et clos par préfize, telle que pour tout
l €L, 7(pl) est défini ssil € a(T(p)).

La définition du sous-typage est inchangée (cf. définition 1.4). Il est facile de vérifier qu’il
s’agit d’un ordre; la réflexivité est immédiate, I’antisymétrie est démontrée comme dans la
proposition 1.4, et la transitivité s’obtient aisément, en utilisant la propriété de convexité
de l'arité définie plus haut.

Notons que cette propriété de convexité est nécessaire. Supposons, en effet, qu’elle soit
contredite pour ¢, ca, c3 et [ donnés. Alors nous avons ¢;(T) < ¢z et ¢a < ¢3(L), mais pas
c1(T) < cz(L), car cela entrainerait T < L. (Cette assertion pourrait étre vraie, mais alors
le treillis serait réduit & un point; donc ¢, co et c3 seraient identiques, et la propriété ne
pourrait pas étre contredite.) La relation < n’est donc pas transitive. (Nous avons commis
ici un léger abus de langage, puisque nous avons utilisé les constructeurs c;, ¢ et c3 sans
spécifier quelle valeur nous associions aux étiquettes autres que [; n’importe quelle valeur
fixée convient.)

On vérifie ensuite que la relation de sous-typage définit un treillis. La définition des
opérations LI et MM est similaire & celle donnée dans la démonstration de la proposition 1.4,
et la démonstration elle-méme est inchangée. LI et M sont caractérisés par les équations
suivantes :

(11 Um2)(e) = 11(€) Up T2(€)
Vi€ a((m Um)(e) (rUm)() =r(l)u’® n(l)

(Ces deux équations concernent LI; il faut les compléter par deux équations symétriques
concernant M.) Dans la seconde équation ci-dessus, LIT signifie Ll et LI~ signifie M. Par
ailleurs, 71(l) et 72(l) peuvent ne pas étre définis; il faut alors les lire comme 1’élément
neutre de 'opération LIV(1,

Ces équations expriment que les opérations L et M sont distributives. Elles se calculent
en effectuant d’abord une opération élémentaire (définie par la signature brute) sur les
constructeurs de téte, puis en distribuant les opérations (modulo la variance) sur les sous-
termes.

L’ensemble de la théorie peut étre reconstitué sur ces nouvelles bases. (Nous n’avons
pas indiqué comment étendre les régles de typage, donc le chapitre 5 n’est pas concerné;
mais la majeure partie de la théorie est purement située dans l'univers des types et des
schémas de types, donc peut étre étendue.) Si nous ne démontrons pas cette affirmation,
c’est uniquement parce que nous avons pris le parti de la simplicité tout au long de notre
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exposé théorique. Elle est de toute facon soutenue par I’expérience pratique, puisque notre
prototype implémente un langage de types trés riche, qui utilise largement les possibilités
offertes par la définition 14.1.

A ce propos, on remarquera que, si I’ensemble de la théorie peut étre paramétrée par
une signature brute, il en va de méme de I'implémentation. (A I'exception toutefois du gé-
nérateur de contraintes, puisque celui-ci implémente les régles d’inférence de types, qui font
explicitement référence & une signature connue.) Les algorithmes de manipulation et de sim-
plification de contraintes peuvent aisément étre écrits sous forme de foncteurs paramétrés
par cette signature. Il en résulte une simplification appréciable du code, puisque les diffé-
rentes variétés de types (types fonctions, types produits, types enregistrements, etc.) sont
alors traitées de fagon uniforme. Cependant, cela se fait au prix d’une perte de performance,
puisqu’on ne peut plus optimiser les divers cas particuliers. En pratique, nous avons effectué
cette uniformisation ; nous avons mesuré une pénalité d’environ 10% en temps d’exécution.
(Les types enregistrements et variantes restent toutefois traités séparément, & cause de la
présence des variables de rangée — cf. section 14.5.) Cette pénalité est acceptable, étant
donné le gain de lisibilité et de généralité du code qui en résulte.

Enfin, nous n’avons pas encore expliqué pourquoi nous avons exigé que les constructeurs
1 et T soient constants. Si ce n’était pas le cas, alors le plus petit, ou le plus grand, élément
du treillis des types serait un terme infini. (Par exemple, si T est unaire, le plus grand type
brut sera ut.T(t).) Cela poserait des problémes relativement inextricables, du point de vue
théorique comme du point de vue pratique, parce que les types bruts infinis ne sont pas
exprimables dans notre langage des types. Cette condition ne semblant pas fort restrictive,
nous ’adoptons donc.

14.2 Types de base

La plupart des langages de programmation fournissent des types de données élémentaires
comme les entiers, les réels, les booléens, etc. L’ajout de ces types de base est une application
élémentaire du mécanisme d’extension décrit précédemment. Dans le cas le plus simple, nous
pouvons définir des types de base comme des constructeurs constants isolés :

bool unit

Cependant, nous pouvons également définir des liens de sous-typage entre types de base,
comme le montrent ces exemples classiques :

float string

int char

De facon générale, il est possible de définir un ordre partiel arbitrairement complexe sur les
types de base, pourvu que la signature brute ¥, reste un treillis. Par exemple, on pourrait
imaginer la situation suivante :

N

posrat

e

posint

Dans cet exemple un peu inhabituel, posint représente les entiers positifs, int les entiers,
posrat les rationnels positifs et rat les rationnels.
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14.3 Constructeurs n-aires isolés

Une deuxiéme possibilité d’extension, toujours dans le cadre donné par la section 14.1,
consiste & ajouter au langage un constructeur n-aire isolé. Un tel constructeur est dit isolé car
incompatible, du point de vue du sous-typage, avec tout autre constructeur (& 1’exception,
bien str, de L et T). Le constructeur des paires *, et le constructeur — lui-méme, sont des
exemples de constructeurs binaires isolés.

Nous sommes limités, dans la définition d’un tel constructeur ¢, par une condition pro-
venant de la définition 14.1 : chacun de ses n arguments doit étre soit covariant, soit contra-
variant ; il ne doit pas étre invariant. Rappelons rapidement le sens de ces termes.

Formellement parlant, une étiquette [ € £ est covariante si la fonction d’arité a(c) lui
associe le signe +, et contravariante si elle lui associe le signe —. De facon plus imagée,
un argument est contravariant s’il inverse la relation de sous-typage lors de la décomposi-
tion structurelle, et covariant dans le cas contraire. Par exemple, le premier argument du
constructeur — est contravariant, parce que 71 — T2 < 7, — T4 implique 7{ < 7, et non
71 < 71 ; le second est covariant.

Un argument est dit invariant s’il est & la fois covariant et contravariant, c’est-a-dire si
une inéquation entre types construits implique 1’égalité entre fils. Remarquons que la défini-
tion 14.1 n’autorise pas les arguments invariants. En effet, le phénomeéne d’invariance pose
probléme, pour plusieurs raisons. D’abord, les opérations du treillis ne sont pas distribu-
tives sur un argument invariant. Cela nous empéche de repousser les constructeurs LI et I
jusqu’aux variables, et donc d’effectuer la canonisation. Par ailleurs, il devient impossible
de faire respecter 'invariant de mono-polarité, puisque si une variable apparait en position
d’argument invariant, alors elle sera soit neutre, soit bipolaire.

A titre d’exemple, considérons le cas du type référence. Plusieurs langages fonctionnels
proposent un constructeur de type unaire appelé ref : 7 ref est le type des cellules dont
le contenu est de type 7. Puisque la lecture et I’écriture sont autorisées, 7 ref < 7' ref
implique nécessairement 7 = 7', de fagon & respecter la sireté du langage vis-a-vis de la
sémantique. Par conséquent, (7 ref) L (7' ref) est égal & (7 ref)siT =7, et & T dansle
cas contraire. Ainsi, LI n’est pas distributive vis-a-vis de ref.

Pour éviter ce probléme, nous sommes amenés & faire de ref un constructeur binaire :
(10,71) ref sera le type des cellules dans lesquelles on peut écrire des données de type 7o
et en provenance desquelles on peut lire des données de type 71. (Cette idée nous a été
suggérée par Luca Cardelli; elle a été découverte indépendamment par Smith et Trifonov.)
Avec cette convention, il est correct de poser que (19, 71) ref < (7),7]) ref est équivalent a
7y < 19 AT < 71. Le constructeur ref est donc contravariant en ce qui concerne son premier
argument, et covariant en ce qui concerne le second. Ainsi, il se comporte exactement comme
le constructeur —. Les trois primitives utilisées pour créer une cellule, en lire le contenu et
le modifier admettent les schémas de types suivants :

ref :a — (a,a) ref

! (a,B) ref =
:= : (o, ) ref - a — unit

Historiquement, 1’idée de rendre binaire le constructeur ref est donc apparue d’abord
pour éviter un probléme technique. Cependant, on peut remarquer qu’elle est en accord
avec la philosophie du sous-typage. En effet, celui-ci permet essentiellement de garder trace
de la direction du flot de données, tandis se baser sur ’égalité méne & un graphe de flot
non orienté, et donc plus grossier. Utiliser un constructeur ref a un seul argument revient &
confondre lecture et écriture, donc implique nécessairement une perte de finesse. Considérons
par exemple le programme

(fun x -> x := Non; !x) (ref Oui)

(Oui et Non sont des constructeurs de données; ils seront introduits, avec les types va-
riantes polymorphes, dans la section 14.4.) Si on choisit un constructeur ref unaire, alors
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ce programme est mal typé, méme en présence de sous-typage. En effet, ref Oui regoit le
type [ Oui ] ref, et linstruction x := Non engendre la contrainte insoluble [ Non ] <
[ Oui ]. Au contraire, si on utilise un constructeur ref binaire, alors lecture et écriture
sont correctement différenciées, et le type de ’expression est [ Oui ] LI [ Non ], c’est-a-
dire [ Oui | Non ]. En conclusion, on peut arguer que l’utilisation d’un constructeur ref
binaire offre plus de finesse, et se justifie de fagon naturelle dans le cadre du sous-typage.

14.4 Enregistrements et variantes polymorphes

Les extensions mentionnées jusqu’ici ne permettent pas un usage trés poussé du sous-
typage. La présence du type L permet de prouver, grace au typage, que certaines expressions
ne terminent pas, et de les utiliser alors dans n’importe quel contexte. La présence du
type T permet de manipuler des objets de type inconnu. D’un point de vue pratique, cela
reste anecdotique. Quant au sous-typage entre types de base, il peut étre utile, mais ne
justifie pas en soi le développement d’une théorie aussi puissante. Les choses deviennent
plus intéressantes lorsque l'on ajoute des enregistrements (records) ou variantes (également
appelées sommes) polymorphes. Cette extension est, elle aussi, un cas particulier de la
théorie esquissée par la section 14.1.

On suppose donnée une famille dénombrable d’étiquettes [ € £. Un type enregistrement
est de la forme

{1l: 7 her

ou L est un sous-ensemble fini de £. La relation de sous-typage entre types enregistrements
est définie par

{l:m her {1t 7 hep <= Viel! (leLAnrn<1)

Ainsi, si nous masquons certains des champs d’un type enregistrement donné, nous en ob-
tenons un supertype. En d’autres termes, le sous-typage permet d’oublier la présence de
certains champs; dans un contexte ou un certain type enregistrement est attendu, on peut
fournir un enregistrement contenant plus d’information que nécessaire. C’est la raison pour
laquelle ces types sont dits polymorphes : une valeur enregistrement donnée admet de nom-
breux types différents, selon que chaque champ est exposé ou caché.
Par exemple, on a
{a: a; b: g¥<{a: at}l

Grace a cela, I’expression suivante est valide, bien que ’argument fourni ait plus de champs
que la fonction n’en exige :

(fun x -> x.a) { a =0; b = true }

Les enregistrements polymorphes peuvent servir de base & divers codages de la program-
mation avec objets dans un langage fonctionnel. L’envoi d’un message donné & un objet
nécessitera typiquement ’accés & un champ donné dans un enregistrement. Cette derniére
opération pouvant s’appliquer & des enregistrements contenant un nombre arbitraire d’autres
champs, un message défini par une certaine classe pourra étre envoyé aux objets appartenant
a ses sous-classes.

Cette extension est une application de la paramétrisation exposée au début de ce chapitre.
Les constructeurs introduits sont les {}1,, ot I’ensemble L varie parmi les parties finies de £.
Le constructeur {}; a pour arité L, et toutes les étiquettes [ € L sont covariantes. L’ordre
sur les constructeurs est l'inverse de l’inclusion entre arités : {}; <, {}m est vrai si et
seulement si L D M. Il s’agit donc bien d’un treillis. Enfin, la condition de convexité de
I’arité est satisfaite ; en fait, ’arité est ici une fonction décroissante.

Les types variantes polymorphes sont entiérement symétriques des types enregistrements.
Ils sont de la forme

[l: 7 Jier
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La relation de sous-typage entre types variantes est donnée par
Cl:m Jier <01 Tl’ lier <= VleL (le L'Ann < Tl’)

Ceci exprime que, par ajout de nouveaux cas un type variante donné, nous en obtenons un
supertype. Ainsi, une valeur construite pourra étre passée a une fonction traitant plusieurs
cas. Par exemple,

[ None: unit ] < [ None: unit | Some: « ]

Cela rend valide I’expression suivante, bien que le domaine de la fonction mentionne plusieurs
cas et que le type de son argument effectif n’en spécifie qu'un seul :

(fun f None -> 0
| £ (Some x) -> f x) print_int (Some 3)

On notera que tout ceci se fait sans aucune déclaration de type de la part de utilisateur.
Une méme étiquette peut ainsi apparaitre dans plusieurs types enregistrements différents,
ou un méme constructeur de données dans plusieurs types variantes différents. Cela offre
une grande flexibilité au langage.

14.5 Enregistrements et variantes extensibles

Les types enregistrements polymorphes, tels que nous les avons présentés dans la sec-
tion 14.4, sont d’une puissance relativement limitée. Ils permettent d’ignorer la présence de
certains champs dans un enregistrement, mais pas de faire référence a ces champs inconnus,
ne serait-ce que pour les recopier en bloc.

De ce fait, il est impossible d’attribuer un type satisfaisant aux fonctions d’extension.
(La fonction d’extension sur le champ [ accepte un enregistrement r et une valeur v, et
renvoie un enregistrement identique a r, sauf que le champ [ a été créé si nécessaire, et a
pris la valeur v.) Il est impossible d’exprimer le fait que les types des champs autres que [
sont inchangés. Si on se restreint au cas particulier ol on suppose que le champ [ existe déja
et avec le méme type, on pourrait naivement attribuer a la fonction d’extension le schéma
de types

a—=pf-oal{a<{l: 5 }}

Cependant, celui-ci est incorrect! En effet, 8 étant négatif, il peut étre remplacé par sa
borne supérieure sans modifier la dénotation du schéma :

a—>Toal|l{a<{l:T1}}

Ici, le deuxiéme argument de la fonction peut prendre n’importe quel type, et il n’est donc
pas correct de renvoyer « en résultat. Le probléme vient du fait que deux valeurs quelconques
ont toujours un type commun, & savoir T. Par conséquent, exiger que deux quantités soient
«du méme type» n’a aucun effet.

14.5.1 Description

Pour résoudre ce probléme, Rémy [45] propose l'introduction de variables de rangée.
Nous ne les décrirons ici que de fagon informelle, puisque c’est 14 une théorie entiérement
indépendante, qui n’interagit que trés simplement avec le sous-typage. Elle est exposée
de fagon précise dans [45]. Ce n’est donc pas 14 une nouveauté, et la notion de variable de
rangée ne dépend en rien du sous-typage ; mais il est intéressant de constater que ces notions
s’intégrent sans difficulté.
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On donne d’abord une définition plus élaborée des types enregistrements, laquelle fait
intervenir des termes de rangée 0 :

Tou=. Ll Oy oo Dt Oy 60}
6 ::=p|Abs|Pre 7

Un terme de rangée fournit une information sur un champ. Il peut valoir Abs, pour indiquer
I’absence de ce champ, ou Pre 7 pour indiquer que le champ est présent et contient une
valeur de type 7. Il peut également s’agir d’une variable de rangée p, dans le cas ou cette
information est inconnue. Dans un type enregistrement, on fait correspondre & chaque champ
un terme de rangée. De plus, en derniére position, on trouve un terme de rangée sans
étiquette, qui représente ’ensemble (infini) de tous les champs non mentionnés explicitement.

Tout type enregistrement a donc, en quelque sorte, une infinité de champs, dont seuls
un nombre fini sont explicitement nommés. La relation de sous-typage sur les types enre-
gistrements se définit alors champ par champ. Pour permettre d’ignorer certains champs,
on pose Pre 7 < Abs pour tout 7. Par ailleurs, le constructeur Pre est bien str covariant.
L’assertion

{ a: Pre a; b: Pre B; p1 }<{ a: Abs; b: Pre v; ps }

est donc équivalente & 8 < v A p1 < p2. On notera que les variables de rangée peuvent,
comme les variables de types habituelles, recevoir des contraintes.

Il est alors possible d’attribuer & la fonction d’extension sur le champ ! un schéma de
types satisfaisant, & savoir

{1: Abs; p}t—>a—{1l: Pre a; p }

Ce type indique que le champ [ peut étre absent de l'enregistrement initial r. Grace au
mécanisme de sous-typage, le champ [ peut a fortiori étre présent, avec n’importe quel
type. Dans l'enregistrement renvoyé par la fonction, le champ [ apparait avec le type «,
qui est le type de la nouvelle valeur fournie, et tous les autres champs, représentés par la
variable de rangée p, sont inchangés.

Le trait le plus délicat des variables de rangée est l’expansion a la demande. Imaginons,
par exemple, qu’au cours du processus d’inférence, apparaisse une contrainte de la forme

{ a: Pre a; b: Pre 3; p}Y<{a: Pred; p' }

L’algorithme de cloture doit décomposer cette contrainte. En ce qui concerne le champ a,
on obtient Pre a < Pre o/, puis a < /. Mais que se passe-t-il pour le champ b? Dans
le type enregistrement de droite, I'information concernant ce champ est comprise dans la
variable p', qui décrit tous les champs non nommeés explicitement. Pour «extraire» cette
information, on expanse la variable p', c’est-a-dire qu’on remplace toutes les occurrences de
P par (b: pi; ph), ou p} et p) sont des variables fraiches. La contrainte ci-dessus devient
donc
{ a: Pre a; b: Pre 3; p }<{ a: Pre o; b: pj; ph }

qui peut étre décomposée en a < o' APre < pi A p < ph. On notera que la variable p'
pouvait apparaitre non seulement dans des types enregistrements, comme ci-dessus, mais
aussi dans des contraintes, par exemple p' < p’'. L’expansion de p' provoque alors celle de
p", dont toutes les occurrences seront remplacées par (b: pY'; ph). La contrainte p’ < p”
peut alors étre décomposée, et remplacée par p| < p A ph < pb. Le mécanisme d’expansion
des variables de rangée doit donc étre intégré a ’algorithme de cloture, ce qui ne pose pas
de probléme pratique.

Il est possible de construire des termes mal formés, comme { a: Pre a; p } =>{ p },
ol le type enregistrement de droite ne contient aucune information sur le champ a. Pour les
interdire, on met en place un systéme de sortes trés simple. Les types fournis par 'utilisateur
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sont rejetés s’ils sont mal sortés. Quant & ceux construits par les régles de typage, ils sont
nécessairement bien sortés. Notons que les simplifications que nous avons décrites préservent
naturellement cette propriété, sauf 'opération de minimisation ; il faut donc explicitement
exiger que deux variables soient de la méme sorte pour pouvoir étre identifiées.

14.5.2 Variables de rangée et types variantes

Nous avons décrit ’utilisation des variables de rangée dans les types enregistrements. On
les introduit également, de facon symétrique, dans les types variantes. Les termes de rangée
sont formés des variables de rangée et de deux constructeurs que nous noterons également
Pre et Abs, par abus de langage. IlIs se comportent de facon similaire & leurs homologues
des types enregistrements, mais la relation de sous-typage est Abs < Pre 7. Cela autorise
I’ajout de nouveaux cas dans un type variante :

[ Nil: Pre unit; Abs 1 < [ Nil: Pre unit; Cons: Pre a x ; Abs ]

Le dual, dans les variantes, de la fonction d’extension des enregistrements est la fonction de
filtrage élémentaire sur un constructeur A, nommée m,, dont la sémantique est donnée, de
facon informelle, par le code suivant :

fun oui non v -> match v with
A x -> oui x
| autre -> non autre

On peut lui attribuer le type
(a—=p)—> (L A: Abs; pl—=p3)—> [ A: Prea; pl—p

qui n’est pas sans rappeler le type de la fonction d’extension dans les enregistrements. La
fonction non est appelée si la valeur v n’est pas construite a ’aide du constructeur A. Il n’est
donc pas nécessaire qu’elle soit capable de traiter ce cas, et on lui demande seulement d’avoir
le type [ A: Abs; p 1 — (. Les cas qu’elle est capable de traiter sont représentés par la
variable de rangée p, variable que ’on retrouve ensuite dans le type autorisé pour v. Ainsi,
de méme que les variables de rangée permettent de typer ’extension des enregistrements,
elles permettent de typer I’extension des filtrages.

Donnons quelques indications sur la fagon dont les filtrages sont typés. Les fonctions de
filtrage élémentaires sont primitives, c’est-a-dire qu’elles sont ajoutées au langage en tant
que constantes. Le type de chacune de ces constantes est fourni par une J-régle, c’est-a-dire
que la constante mp, qui représente la fonction de filtrage élémentaire sur le constructeur
K, admettra par définition le schéma de types

(a—=B)—= ([ K: abs; p1—=>08)—=[ K: Prea; pl—p
On se donne également une primitive reject, de type
[ Abs ] — L

Ensuite, tout filtrage simple, c’est-a-dire correspondant & un unique branchement n-aire, se
compile aisément & l’aide de ces primitives. Par exemple, I’expression

fun (A x) -> x

peut étre codée par
my (Az.z) reject

qui a bien le type attendu, & savoir

[ A: Pre a; Abs ] —» «
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La primitive reject est une fonction qui n’accepte aucun argument ; elle sert a «fermer »
le filtrage, et c’est de son type que provient le terme de rangée Abs dans le type ci-dessus.
Il n’est pas nécessaire de l'utiliser lorsque le filtrage se termine par une clause irréfutable,

comine ceci :
fun (A x) -> x

| By) >y
| z ->0

Ce filtrage se code en effet par
my (Az.z) (ms (Ay.y) (Az.2))

qui a le type
[ A: Pre a; B: Pre a; Pre T ] —» «| {int < a}

Les filtrages complexes, c¢’est-a-dire ceux ot des constructeurs peuvent apparaitre & une pro-
fondeur arbitraire, peuvent également étre compilés a l'aide de ces constantes élémentaires.
Pour typer de tels filtrages, on commence donc par les compiler, puis on type ’expression
obtenue. L’avantage de cette méthode est évidemment sa simplicité : la théorie est inchan-
gée, et il est clair que le type obtenu est correct. En particulier, la notion de filtrage non
exhaustif disparait; on a la garantie que toute fonction est réellement capable de traiter
tous les arguments spécifiés par son type. (On comparera cela au cas de ML, ol une ana-
lyse séparée est nécessaire.) L’inconvénient de cette méthode est le fait que le type obtenu
dépend de la fagon dont les filtrages sont compilés, ce qui le rend a priori imprévisible. Par
exemple, dans notre implémentation, la fonction

fun (A, _) -> 0
| (_’ B) -> 0

regoit le type
[ A: Pre unit; Pre T 1 x [ B: Pre unit; Abs ] — int

On constate que ce type exige que la deuxiéme composante de 'argument soit B, diminuant
ainsi la puissance de la fonction et brisant la symétrie. On peut cependant arguer que ce
probléme est inévitable, puisqu’une description précise de cette fonction demanderait de
conserver la corrélation entre les deux composantes, c’est-a-dire d’exprimer le fait que soit
la premiére vaut A, soit la seconde vaut B, ce qui dépasse les possibilités de notre systéme de
types. Si on écrit cette méme fonction de fagon plus explicite et plus restrictive, par exemple

fun (A, (AIB)) -> 0
| ((AIB), B) -> 0

alors on obtient bien le type attendu 7 X 7 — int, ol 7 est égal &
[ A: Pre unit; B: Pre unit; Abs ]

Cette facon de typer les filtrages complexes fonctionne, en pratique, dans de nombreux
cas. Cependant, elle n’est pas totalement satisfaisante, puisqu’elle refléte la facon dont les
filtrages sont compilés, ce qui la rend dissymétrique et imprévisible. Il serait intéressant de
donner des régles de typage explicites pour ces filtrages, plutot que de passer par une phase
de compilation implicite, mais cela semble trés délicat.

14.6 Analyse des exceptions

En ML, I’évaluation d’une expression peut prendre fin de deux facons : soit celle-ci renvoie
un résultat, soit elle 1éve une exception. D’un point de vue logique, résultats et exceptions
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peuvent étre présentés sur un pied d’égalité : il s’agit simplement de deux fagons distinctes
pour une fonction de transmettre une valeur & son appeleur. Cependant, dans le systéme
de typage de ML, ils sont traités de fagon bien différente : toute la puissance du systéme
est mise au service de ’analyse des types des résultats, tandis que les exceptions regoivent
toutes le type exc et sont traitées de fagon purement monomorphe. Or, pour peu que l'on
dispose d’un systéme de types suffisamment expressif, il est possible de rétablir la symétrie,
et d’analyser résultats et exceptions avec la méme précision.

14.6.1 Description

Rappelons d’abord le fonctionnement des exceptions. Le langage des expressions est
étendu par deux nouvelles constructions :

e:x=...|raise|try e with e

La constante raise permet de lancer une exception; on l'utilise comme une fonction a
un argument, qui est la valeur de ’exception & lancer. La construction try e; with e,
évalue l’expression e; ; si une exception en résulte, alors celle-ci est passée en argument au
gestionnaire es. Cette construction est plus concise, et plus puissante, que la notation ML.
L’expression ML
try e; with A =z -> e»
s’écrirait ici
try e; with my (Az.e2) (Ae.raise e)
La sémantique opérationnelle s’étend également de fagon simple pour rendre compte du

fonctionnement des exceptions. Plutot que de détailler les modifications & apporter & la
sémantique, nous préférons considérer le codage suivant :

[x] =Val z
[Az.a] = Val (Az.[a])
[a1 az]] = mya1 (Av1.mya1 (Ava.v1 v2) (Ae.€) [az]) (Me.e) [a1]
[X]=Val X
[let X =ay in az] = mya1 (Av1.let X = vy in [az]) (Ae.e) [a1]
[raise] = Val (Az.Exc x)
[try a1 with as] = mgxe (Aer.mya1 (Ava.vg €1) (Ae.e) [az]) (Av.v) [aq]

Ce codage, défini par induction sur la structure des expressions, élimine les constructions
nouvellement introduites raise et try e; with es. L’expression [a] peut donc étre évaluée
a laide de la sémantique initiale. On vérifie que son résultat est Val v ssi I’expression a
renvoie le résultat v, et Exc e ssi I’expression a léve I’exception e. Ce codage est donc une
facon de définir la sémantique des exceptions.

L’intérét de ce codage est de rétablir la symétrie entre résultats et exceptions. Dans
les deux cas, il s’agit de valeurs calculées par 'expression ; la seule distinction provient du
constructeur utilisé, & savoir Val ou Exc. L’existence de ce codage montre que le typage des
exceptions n’est pas plus difficile que celui des résultats. En effet, il suffit de typer [a] pour
obtenir non seulement le type de a, mais aussi le type des éventuelles exceptions lancées par
a.

Cependant, en pratique, plutdt que de passer explicitement par ce codage, nous préférons
introduire un jeu de régles de typage modifiées, donné par la figure 14.1 page suivante. Le
principe reste le méme; le fait d’utiliser des régles dédiées évite de mélanger les types
introduits par l'utilisateur avec ceux provenant du codage, et améliore donc la lisibilité.

Le constructeur — est maintenant ternaire; il s’écrit a — 8 raises <, ol le premier
argument est contravariant et les deux derniers covariants, et ot -y représente le type des ex-
ceptions éventuellement lancées par la fonction. (Dans le codage, la fonction aurait admis le
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dom(A) = dom, (")
F'Fz:A= A(z) raises L |C

lift,(T);x Fe: (A;x:7) = 7' raises 7. | C

I'kXz.e: A= (r - 7' raises 7.) raises L |C

I'key: A= (12 > 7 raises 7.) raises 7, | C
F'tey: A= 1 raises 7. | C

F'kelex: A= 7 raises 7. | C

NX)=0
r-X:o
F|—61:01

o1 =A; = 1 raises 7. | ()

oy =A; = 1 raises 1| ()
X :o] Fes: Ay = 1 raises 7. | Chy

o1 <V Ay = T raises 7. | Cy

'FletX =e;in ep: Ap = 7 raises 7. | Cs

I'kFe:o o<¥g¢

I'ke:o

F'te;:A=71 raises 7. | C
I'ey: A= (1 = 7 raises 7)) raises 7, |C

['Ftry e; with ex: A= 7 raises 7, |C

(VAR)

(ABs)

(App)

(LETVAR)

(LET)

(SuB)

(Try)

FiG. 14.1: Régles de typage, étendues pour ’analyse des exceptions
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type @ — [ Val: Pre (; Exc: Pre 7; Abs ].) Dans le méme ordre d’idées, les schémas
de types sont a présent de la forme A = 7 raises 7. | C, ou 7, est le type des exceptions
éventuellement lancées par 'expression. Dans les deux cas, une annotation raises L signi-
fie que la fonction ou que ’expression considérée ne lance pas d’exceptions, et pourra étre
omise pour plus de concision.

Ceci posé, les modifications apportées aux régles sont simples, et reflétent les contraintes
que l'on obtiendrait en typant ’expression produite par le codage. On note ’apparition de
la régle (TRY). Quant a la construction raise, il n’est pas nécessaire de lui dédier une régle ;
il suffit d’en faire une primitive, dont le schéma de types est (¢ — L raises «) raises L.

Par souci de clarté, nous nous sommes limités & réécrire les régles de typage. Les ré-
gles d’inférence de types peuvent également étre modifiées sans difficulté; on prendra soin
de respecter l'invariant de mono-polarité en introduisant, quand cela est nécessaire, deux
variables fraiches reliées par une contrainte, plutot qu’une unique variable (cf. section 12.3).

14.6.2 Application

Grace au mécanisme de variables de rangée (cf. section 14.5) dans les types variantes,
les filtrages regoivent des types précis. Or, les gestionnaires d’exceptions sont souvent — et
méme toujours, en ML — & base de filtrages. L’analyse des exceptions qui en découle est
donc suffisamment fine. Par exemple, le gestionnaire

fun (A x) -> x
| e -> raise e

recoit le type
[ A: Pre a; p ] - « raises [ A: Abs; p ]

Ce type est suffisamment expressif pour indiquer que ’exception e lancée par cette fonction
ne peut pas étre de la forme A.

En fait, d’'une certaine facon, le type ci-dessus est une fagon de coder la soustraction de
I’élément A d’un ensemble de constructeurs. En effet, soit 7 un type variante. 7 peut étre
considéré comme une fagon de coder un ensemble de constructeurs. Considérons alors la
contrainte 7 < [ A: Pre «; p ].Sicette contrainte est satisfaite, alors [ A: Abs; p ] est
un type variante identique a 7 (a condition de choisir p minimal), mais privé du constructeur
A. Il représente donc le méme ensemble de constructeurs que 7, moins le constructeur A. Nous
avons donc, d’une certaine fagon, codé en termes de types une opération que ’on retrouve
en termes ensemblistes dans d’autres analyses [25].

Cela explique pourquoi la fonction suivante :

function x ->
try
raise (if true then (A x) else (B x))
with A x ->
X

admet le type
a — a raises [ B: Pre a; Abs ]

Le gestionnaire d’exceptions utilisé ici est précisément celui décrit plus haut. L’opération
de soustraction a bien lieu : bien que le coeur de la fonction lance les exceptions A et B, le
type indique, correctement, que seule I’exception B est observable de ’extérieur. Par ailleurs,
on note l'utilisation du polymorphisme : le type du résultat de cette fonction est égal au
type de son argument, bien que le flot de données passe, de facon interne, & travers une
exception. Cette flexibilité ne serait pas possible en ML, ou les arguments des exceptions
sont obligatoirement monomorphes.



14.7. SOUS-TYPAGE CONTRE VARIABLES DE RANGEE 159

14.7 Sous-typage contre variables de rangée

Le lecteur pourrait avoir I'impression que ’analyse des exceptions présentée ci-dessus,
ou, plus généralement, notre mécanisme de typage des filtrages, doivent leur finesse prin-
cipalement & la présence des variables de rangée, et non & l'utilisation du sous-typage.
Cette impression ne serait pas entiérement injustifiée : les variables de rangée constituent
un raffinement trés intéressant, qui fournit des résultats précis, méme si on n’utilise que
des contraintes d’unification. Cependant, cette précision n’est obtenue qu’a la condition de
disposer d’un degré suffisant de polymorphisme, ce qui n’est pas toujours possible dans
un langage ol le polymorphisme n’est que de premier ordre. Le sous-typage, au contraire,
fonctionne parfaitement en ’absence de tout polymorphisme. Détaillons quelque peu cette
comparaison.

Rappelons que 'apport principal du sous-typage consiste & mémoriser la direction du flot
de données, créant ainsi un graphe de contraintes orienté ; tandis qu’une analyse classique,
basée sur 'unification, conduit & un graphe non orienté. Le second est a priori plus grossier,
puisqu’il met ainsi en communication des points qui n’ont pas besoin de I’étre. Cependant, en
présence de polymorphisme, le mécanisme de généralisation et d’instantiation nous conduit
a renommer certaines parties du graphe, brisant ainsi les communications indésirables.

Prenons un exemple. Supposons que nous disposions de simples types variantes poly-
morphes, c’est-a-dire de sous-typage sans variables de rangée. Soit x une variable, liée par
A, de type a. Si l’on passe x & deux fonctions dont l'une traite les cas A et B et 'autre les
cas A et C, on engendre les contraintes

a<[ A: unit | B: unit ]
a<[ A: unit | C: unit ]
On constate immédiatement que cet ensemble de contraintes est clos, donc soluble, et
cette double application est bien typée. (En fait, ces deux contraintes se réduisent en
a < [ A: unit ], indiquant ainsi que z doit nécessairement étre égal a A.)

Si, au contraire, nous disposons de variables de rangée, mais non de sous-typage, nous
obtiendrons les contraintes

a=1[ A: Pre unit; B: Pre unit; Abs ]

a=1[ A: Pre unit; C: Pre unit; Abs ]

Par transitivité sur «, il nous faut unifier (B: Pre unit; Abs) avec (C: Pre unit; Abs),
ce qui est incohérent. Les contraintes n’ont donc pas de solution. Ainsi, en remplacant les
inéquations par des équations, nous avons mis en communication B et C, ce qui conduit &
une approximation trop grossiére.

Cependant, dans certains cas, le polymorphisme permet d’éliminer le probléme. Si, au
lieu d’étre introduit par un A, z était lié par un construction letx = Ain ..., alors le
schéma de types associé & x dans ’environnement serait

Vp.[ A: Pre unit; p ]

ol p est une variable de rangée. Alors, chacune des deux applications utiliserait une instance
différente de z, et les contraintes engendrées seraient

[ A: Pre unit; p; 1 =1[ A: Pre unit; B: Pre unit; Abs ]
[ A: Pre unit; py 1 =1[ A: Pre unit; C: Pre unit; Abs ]

Ici, aucune transitivité n’a lieu, et les contraintes sont satisfiables. On constate que grace
au polymorphisme, les deux parties du graphe ont été séparées, évitant ainsi tout probléme
lié & la grossiéreté de 1’égalité.

Ainsi, variables de rangée et sous-typage sont complémentaires. Les premiéres sont indis-
pensables au typage des enregistrements (ou des filtrages) extensibles. De plus, pour peu que
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I’on dispose d’un degré suffisant de polymorphisme, elles atténuent le besoin de sous-typage
dans de nombreuses situations. Le sous-typage reste cependant intéressant dans les cas ou
I’on ne dispose pas de polymorphisme, par exemple parce qu’on manipule une variable liée
par un A. Ces cas peuvent se présenter en pratique : I’exemple ci-dessus, ot une donnée in-
connue (c’est-a-dire liée par \) = est passée & deux fonctions de domaines différents, semble
naturel. La présence de sous-typage est donc souhaitable dés que l’on manipule des types
variantes. Cet exemple peut se transposer, symétriquement, au cas des enregistrements. Le
probléme se manifeste lorsqu’un message inconnu m — par « message», on entend ici fonc-
tion d’acces de la forme Az.(x.champ) — est appliqué & deux enregistrements possédant des
champs différents. Le besoin de sous-typage se fait donc sentir lorsque ’on désire manipuler
les messages comme des valeurs de premiére classe.



Chapitre 15

Implémentation

outils nécessaires a la réalisation d’un moteur d’inférence et de simplification de
types efficace. Il ne reste plus qu’a réaliser I’assemblage, et & compléter le tout par
un module d’affichage.

La section 15.1 rappelle les différents composants qui constituent le moteur, et décrit la
facon dont ils s’assemblent. La phase de simplification «externe», effectuée immédiatement
avant Paffichage d’un schéma de types, est décrite par la section 15.2. Le fonctionnement
de l’ensemble est ensuite résumé a l’aide d’un exemple (section 15.3). Enfin, la section 15.4
donne une mesure des performances de notre implémentation.

P J OTRE EXPOSE THEORIQUE est & présent terminé — nous avons en main tous les

15.1 Moteur

Ce que nous appellerons le moteur constitue la partie centrale du systéme. Son travail
consiste d’abord & construire une dérivation d’inférence pour le programme fourni, & ’aide
des régles données par la figure 12.1 page 128. D’aprés les résultats de la section 5.6, il
s’agit 14 d’une passe linéaire sur le A-terme. Celle-ci fournit un schéma de types principal, &
condition de vérifier que les contraintes obtenues ont bien une solution.

Pour cela, le moteur doit calculer la cloture du graphe de contraintes construit par cette
premiére passe. Cela se fait aisément a l'aide de 'algorithme de cloture incrémentale décrit
par la définition 7.1. Si I'algorithme signale un échec, le programme est mal typé. Sinon, il
est bien typé, et 'algorithme produit un graphe de contraintes clos.

Enfin, le moteur effectue la simplification du schéma inféré. Pour cela, il lui applique
les trois algorithmes de simplification décrits dans cette thése : canonisation, dépoussiérage
et minimisation. Avant la canonisation, le schéma est donc clos, et contient éventuellement
des occurrences des constructeurs LI et M. Aprés la canonisation, toute occurrence de LI
ou M a disparu, et le schéma est, d’aprés la proposition 11.11, une version partiellement
dépoussiérée d’un schéma simplement clos. Il est donc légal de calculer ses polarités et de
lui appliquer 'algorithme de dépoussiérage. La phase de dépoussiérage produit un schéma
parfait, qui peut étre minimisé, pour donner finalement un autre schéma parfait. Les trois
phases de simplification se combinent donc parfaitement.

Nous venons de décrire le fonctionnement du moteur en trois phases bien distinctes : gé-
nération des contraintes, cloture et simplification. En théorie, ces trois phases peuvent avoir
lieu successivement. Cependant, en pratique, il est fondamental, pour des raisons d’effica-
cité, que la simplification soit effectuée au fur et au mesure que les contraintes apparaissent.
En effet, la construction let permet de placer dans ’environnement le schéma de types
associé & une certaine sous-expression ; chaque utilisation de la variable X liée par cette
construction engendrera alors une nouvelle copie de ce schéma. Il est donc important de ne
placer dans I’environnement que des schémas entiérement simplifiés, sous peine de réaliser
ensuite plusieurs fois le méme travail de cloture et de simplification.

161
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Génération de contraintes

Cloture incrémentale

Non / Nceud
let ?

Oui

Canonisation

Dépoussiérage Dépoussiérage

Minimisation

. Non
Terminé ?

Oui

Simplification externe

Affichage

F1G. 15.1: Processus d’inférence et de simplification
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Cela ne pose pas de probléme. I1 suffit, lorsqu’on rencontre un nceud let, d’interrompre
la phase de ramassage des contraintes, et d’effectuer la cloture et la simplification du schéma
obtenu, avant de ’ajouter & ’environnement. La simplification produit un schéma parfait,
donc en particulier clos, et ne géne donc pas le calcul de cloture incrémental qui suivra.

On peut aller plus loin et effectuer certains calculs non seulement aux nceuds let, mais &
tous les nceuds. L’algorithme de cloture, par exemple, est incrémental, et il n’y a donc aucun
inconvénient & mettre & jour la cloture a chaque fois qu’une nouvelle contrainte apparait.

Quant aux trois algorithmes de simplification, aucun n’est incrémental ; il faut donc ex-
périmenter pour savoir s’il est rentable de les exécuter a tous les nceuds. Chaque algorithme
est a priori colteux, puisqu’il analyse I’ensemble du graphe de contraintes, et non seulement
les contraintes ajoutées récemment. Cependant, s’il est suffisamment puissant, il peut ap-
porter une simplification sensible et accélérer ainsi les phases suivantes. Ainsi, ’algorithme
de dépoussiérage est peu cotiteux, parce qu’il se contente de détruire des contraintes et ne
nécessite donc (presque) aucune allocation, et trés efficace, parce qu'’il élimine un grand
nombre de variables intermédiaires. Il est donc rentable de ’exécuter & chaque nceud, car
cela facilitera les calculs de cloture qui lui succéderont. Par exemple, dans un cas typique,
le fait d’effectuer le dépoussiérage & tous les noeuds augmente le temps qui lui est consacré
d’un facteur 2, mais diminue le temps consacré a la cloture d’un facteur 5. Quant a la ca-
nonisation, elle ne facilite que peu les calculs de cloture & venir; au contraire, elle annule
le léger gain d’efficacité lié a l'utilisation des constructeurs U et M. Enfin, la minimisation,
bien que quasi-linéaire, est assez cotteuse. En pratique, le dépoussiérage sera donc la seule
simplification effectuée a chaque nceud. (Notons que pour leffectuer avant la canonisation,
il faut prouver qu’il est correct en présence des constructeurs L et M, ce qui ne pose pas de
probléme, sachant que les polarités diminuent lors de la canonisation.)

Le moteur d’inférence constitue la partie supérieure du diagramme de la figure 15.1 page
précédente.

Disons quelques mots de la représentation des graphes de contraintes en machine. Rappe-
lons que dans une dérivation d’inférence, aucune variable n’est partagée entre deux branches
distinctes (cf. lemme 5.2). Par conséquent, & tout moment de l’exécution du moteur d’infé-
rence, toute variable appartient & au plus un graphe de contraintes. Il est donc possible de
stocker les contraintes la concernant au sein de la variable elle-méme, de sorte qu’elles sont
accessibles et modifiables en temps constant. Du point de vue de la machine, un schéma de
types consiste simplement en un contexte A et un corps 7; le graphe de contraintes asso-
cié s’obtient implicitement, en suivant les contraintes & partir de ces points d’entrée. Cette
représentation est 1légére d’emploi et efficace. Elle permet méme ’élimination automatique
des variables inaccessibles par le glaneur de cellules, sans qu’il soit nécessaire d’utiliser le
dépoussiérage pour les éliminer explicitement !

15.2 Affichage

Nous avons expliqué, aprés l'introduction de 'invariant de mono-polarité, que certaines
méthodes de «simplification» tendent & augmenter Defficacité du moteur d’inférence, tan-
dis que d’autres cherchent en fait & améliorer la lisibilité du résultat (cf. section 12.4).
Nous avons constaté que les secondes entrent nécessairement en conflit avec les premiéres,
puisqu’elles violent les invariants fondamentaux que sont l'invariant des petits termes et
I'invariant de mono-polarité. C’est pourquoi il ne faut les utiliser que lors d’une derniére
phase avant D'affichage, et non pendant le fonctionnement du moteur d’inférence. Ainsi, on
pourra qualifier les premiéres d’internes, puisqu’elles font partie intégrante du moteur, tan-
dis que les secondes seront appelées externes, parce qu’elles ne constituent somme toute
qu’un dispositif d’affichage.

Il faut insister sur cette distinction, car elle est fondamentale. Vouloir améliorer en méme
temps efficacité et lisibilité serait une grave erreur de conception — erreur que nous avons
d’ailleurs commise, historiquement, et qui nous a mené & des problémes inextricables, puisque
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certaines « simplifications» construisaient des termes que d’autres détruisaient, le tout ayant
un comportement fort aléatoire.

On retrouve d’ailleurs une distinction similaire en ML, ol les types sont présentés a
I’utilisateur comme des arbres, mais sont en fait représentés par des graphes de fagon interne.
Si on travaillait directement sur des arbres, on perdrait le partage de certains noeuds et on
pourrait subir une perte d’efficacité exponentielle, comme ’ont montré les premiéres versions
de certains typeurs ML. De méme, dans notre systéme, ne pas respecter I'invariant des petits
termes reviendrait, comme nous ’avons expliqué dans la section 6.4, & une perte de partage.

La simplification classique qui consiste & remplacer une variable par son unique borne [15,
4, 8, 43| doit donc étre considérée comme externe, et effectuée uniquement avant l’affichage.
Elle constitue la partie inférieure du diagramme de la figure 15.1.

Nous n’avons pas encore décrit cette simplification en termes formels. Nous allons le faire
a présent ; elle est extrémement simple.

Définition 15.1 Soit 0 = A = 7| C un schéma de types parfait. Soit o € dom™ (). Alors
— si predc(a) = @, alors a admet pour unique borne C*(a) ;
— si predc(a) = {B} et CH(a) = L, alors a admet pour unique borne 3.

Une définition symétrique s’applique aux variables négatives.

Proposition 15.1 Soit o un schéma de types parfait. Soit o' le schéma obtenu en ajoutant
G o la contrainte a = 7 & chaque fois qu’une variable o admet pour unique borne un terme
7. Alors o =" o',

Démonstration. Soit a une variable positive admettant pour unique borne un terme cons-
truit 7. Alors on ajoute la contrainte @ < 7. Puisque 'unique borne inférieure de « est 7,
la seule conséquence par transitivité de cet ajout est 7 < 7, qui est trivialement contenue
dans le graphe. Donc, le graphe reste clos.

Soit maintenant « une variable positive admettant pour unique borne une variable 3.
Alors on ajoute la contrainte a < (. Pour que le graphe reste clos, il faut ajouter les
contraintes o < v pour tout v tel que 3 <¢ 7, ainsi que la contrainte o < CT(). Du fait
que a n’a pas d’autre borne inférieure que 3, le calcul de cloture s’arréte la.

Le cas des variables négatives est symétrique. Nous avons donc mis le schéma ¢’ sous
une forme close. Il est alors légal d’effectuer sur cette forme un calcul de dépoussiérage.
Or, on vérifie immédiatement que les polarités ne sont pas modifiées, puisque les bornes
inférieures (resp. supérieures) construites des variables positives (resp. négatives) n’ont pas
changé. Il en découle que toutes les contraintes nouvellement ajoutées sont éliminées par le
dépoussiérage. Cela prouve ’équivalence o =" o, O

On peut donc imposer I’égalité entre une variable et son unique borne, pour peu que
celle-ci existe, sans modifier la dénotation du schéma considéré. Par conséquent, on peut
également substituer la borne & la variable, pour peu que la variable n’apparaisse pas libre
dans sa borne. C’est donc en cela que consiste notre méthode de simplification externe,
destinée a améliorer la lisibilité d’un schéma de types avant sa présentation a l'utilisateur.

Exemple. Voici une fonction classique, qui calcule la longueur d’une liste :

let rec list_length = function
Nil -> O
| Cons (_, rest) -> succ (list_length rest);;

Le schéma de types produit par le moteur d’inférence est af raises aj | C, ou C est le
graphe de contraintes suivant :

ag — af raises of < af
1 <ajy
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o, < Abs

ay < unit

ag < Pre ay

a, <T

ag < [ Nil: ag; Cons: ajy; ap 1
ag <ap Xag

a9 < Pre ay

Ici, toutes les variables admettent une unique borne. En effectuant autant de substitutions
que possible, nous obtenons le schéma ag — int | D, ot D est donné par

ag < [ Nil: Pre unit; Cons: Pre T X ag; Abs ]

(Les annotations raises portées par la fleche et par le schéma ont disparu, car nous avons
convenu de les omettre quand elles sont de la forme raises 1.) Bien que ag admette une
unique borne supérieure, la substitution n’a pas pu étre effectuée, car ag apparait dans sa
propre borne. De facon informelle, on pourrait introduire un lieur u, et on obtiendrait alors
le schéma

pag.[ Nil: Pre unit; Cons: Pre T X ag; Abs ] — int

On note que, en présence de contraintes récursives, ’ordre dans lequel les substitutions sont
effectuées peut mener & différents résultats. Par exemple, si on avait d’abord remplacé ag
par sa borne, on aurait pu obtenir [ Nil: Pre unit; Cons: a;,; Abs ] — int | D', ou
D' est donné par

079 <Pre T x [ Nil: Pre unit; Cons: ag,; Abs ]

Ce schéma est bien str équivalent, mais moins lisible, parce qu’un type récursif a été partiel-
lement déplié. Il serait donc intéressant de pouvoir choisir quelles variables seront substituées
et quelles variables resteront au contraire visibles, de telle facon que la représentation tex-
tuelle qui en découle soit optimale. Tracons un graphe reliant chaque variable aux variables
libres de son unique borne construite, si celle-ci existe :

a3 =——— (X1 = (X2

\

g =— (g = (4

™\

(0734 1) — Qg ——— Q7

/

L’impossibilité de substituer une variable par un terme dans lequel celle-ci apparait se traduit
alors par le fait que dans ce graphe, tout cycle doit comporter au moins une variable visible.
Dans I’exemple ci-dessus, on remarque un cycle entre asg, ajg et ag; I'une au moins de ces
variables doit rester visible.

On pourrait décider, dans chaque cycle, de choisir de préférence une variable aussi proche
que possible des points d’entrée du graphe. Ici, les points d’entrée étant o et as, c’est ag
qui est la plus proche. En choisissant de laisser ag visible et de substituer ag et ajp, on
obtient effectivement une représentation optimale.

Cependant, en général, dans un cycle, la variable la plus proche des points d’entrée
n’est pas nécessairement unique. De plus, d’autres critéres semblent également valables. Par
exemple, si une variable donnée appartient a plusieurs cycles, il serait intéressant de la laisser
visible. Ce probléme semble donc difficile.

Pour conclure, nous n’avons pas étudié ce probléme d’optimalité plus avant. D’une part,
il semble délicat. D’autre part, il semble d’importance relativement mineure, puisqu’en pra-
tique, un choix aléatoire conduit & de bons résultats dans la plupart des cas.
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15.3 Un exemple complet

Cette section décrit 'opération du moteur d’inférence et de l’afficheur sur un exemple de
petite taille, mais assez typique, a savoir la fonction classique map sur les listes. Pour plus
de simplicité, nous utilisons ici des types variantes polymorphes (sans variables de rangée),
et nous n’effectuons pas ’analyse des exceptions.

rec map in function f -> function
Nil -> Nil
| Cons (x, rest) -> Cons (f x, map f rest)

Pour simplifier les choses, nous supposerons que les algorithmes de simplification ne sont
exécutés qu’aprés le ramassage des contraintes.

Les régles d’inférence indiquent que 'expression a pour type ves2, accompagné des con-
traintes suivantes, dans le désordre :

vz < Uy vs < g vy < ug vy < vg —> U7

v11 < V12 v13 < V14 vy < g v12 < V14 — V15

vg ¥xV1g S V17 Vg —> V20 S W21 V2 Sws*xvz [ Cons of wir 1 <wgs

v1g < V20 U2z < Vg vg < vig vig < [ Nil | Cons of wa ]
[ Nil 1 <wvi vz = v Svan 15 < Uig v1p < U4 = V11

Calculons la cloture de ces contraintes. Elle est donnée ci-dessous, sous la forme d’un graphe
de contraintes.

[ Nil 1 < v, < wis, vie, V20

v2 <5 kU3
vy vz <y, Vg = U7
vy vy <3, Vg = U7
vs < Vg
V5 S Ug
vy < s
vy < g
v3 — V21, V22 < Vg < W10, U4 —> V11
V3 — V21, Vg, V22 < V19 < V4 —> V11
V19 — V20, V21 < 011 < V12, U4 —F V15
V19 —> V20, V11, V21 < V12 S V14 — VUis
V13 S’U14, V19, [ Nil | Cons of (%) ]
V13 S V14 S V19, [ Nil | Cons of () ]
[ Nil | Cons of wvi7 1, vi, vis, V20 < V15 < V16
[ Nil | Cons of wiy 1, v1, v1s, V15, V20 < VU1
vg * U1 < V17
[ Cons of w17 1 < wig < wis, Vi, V2o
V13, V14 S V19 S [ Nil | Cons of (%) ]
[ Nil | Cons of vi7 1, vi, vig < v < i3, V16
V19 = V20 < v21 < V11, V12, V14 = V15
vz = V21 < Va2 < Vg, V10, Va4 = V11

Ici, le calcul de cloture n’a fait apparaitre aucun constructeur U ou M. En fait, certains sont
apparus pour combiner des bornes multiples en une seule borne, mais ils ont été aussitot
éliminés par les régles de mise en forme normale de la définition 2.2. Par exemple, [ Nil ]Ll
[ Cons of wi7 ] = [ Nil | Cons of wy7 1. L’algorithme de canonisation n’a donc aucun
effet.

Passons au calcul des polarités. Nous commengons par marquer l'unique point d’entrée,
V92, positif, puis nous laissons les marques se propager & travers le graphe jusqu’a atteindre
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un point fixe. Nous apprenons ainsi que vg, v, U1, V17, V20, U21, U22 sont positives, tandis que
Va2, V3, Us, U7, V13, U1g Sont négatives.

Grace a cette information, nous pouvons effectuer le dépoussiérage. Les variables posi-
tives (resp. négatives) perdent leur bornes supérieures (resp. inférieures) ; de plus, les con-
traintes entre variables ne sont conservées que si celle de gauche est négative et celle de
droite positive. On obtient

v2 < U5 kU3
U3 §U6—>1}7

vs < Ug
vs < vg
vy < s
v7 < vg
v13 < [ Nil | Cons of vy ]
[ Nil | Cons of wvi7 ] < v1g
vg * V16 < V17
v19g < [ Nil | Cons of wy ]
[ Nil | Comns of w17 1 < wyg
V19 — U0 < V21
vz —> V21 < Va2

Nous pouvons a présent effectuer la minimisation. On calcule la plus grande partition telle
que deux variables équivalentes aient la méme polarité, les mémes ensembles de prédécesseurs
et de successeurs, et des bornes construites équivalentes. Ici, il est facile de voir que les seules
classes d’équivalence non triviales sont {vi3,v19} et {vig,v20}.

Notons que remplacer v19 par vz revient en fait & dérouler un point fixe partiellement
déplié. En fait, cela revient essentiellement a remplacer F'(ut.F(t)) par pt.F(t), ou F est
lopérateur de types

t+— [ Nil | Cons of ws*t ]

Une remarque similaire peut étre formulée & propos de vig et vyg. Aprés passage au quotient,
le graphe de contraintes devient

vy < U5 * V13
V3 §U6—>1}7

vs < Ug
v < Vg

vy < s
v7 < vg

v13 < [ Nil | Cons of wy ]

[ Nil | Cons of wvi7 ] < v1g
vg * V16 < V17
v13 = V16 < Va1
v3 = v21 < Va2

La simplification est terminée ; le travail du moteur s’arréte la. Reste & appliquer la méthode
de simplification externe, de facon & rendre le schéma plus lisible. Nous remplagons donc
chaque variable par son unique borne, sauf quand celle-ci est récursive. Nous obtenons
finalement pour map le schéma (vs — vg) — v13 — v16 | C, ou C est le graphe de contraintes

vi3 < [ Nil | Cons of vg *vi3 1]
[ Nil | Cons of wg *xv1g 1 < v

Ce résultat est optimal, dans la mesure ou nous travaillons uniquement avec des types
concrets, c’est-a-dire que nous n’avons pas défini de type «liste». Si I’on désire aller un peu
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Lignes Sec. / | Clo. Can. Dép. Min. | Caml-Light
Lib. Graphes 900 2s 450 | 45% 10% 30% 15% 1s
Lib. standard CL 4300 55 860 | 35% 20% 25% 15% 6s
Lib. Format 1100 7s 160 | 25% 10% 25%  40% 1s
Lib. MLgraph 9900 27s 370 | 35% 10% 25% 30% 13s

F1G. 15.2: Performances de I'implémentation

plus loin, on peut introduire des lieurs g comme dans la section 15.2. Le schéma devient
alors

(v — vg) — pt.[ Nil | Cons of wg*t 1 — ut.[ Nil | Cons of wg*t ]

15.4 Performances

Les algorithmes décrits dans cette thése ont été implémentés au sein d’un prototype, dont
le code source devrait étre prochainement disponible électroniquement. Ce typeur prototype
analyse un A-calcul enrichi dont la syntaxe est proche de celle de Caml, y compris les aspects
impératifs. Le langage de types contient toutes les extensions exposées au chapitre 14.

La figure 15.2 présente les résultats de quelques mesures de performance de ce prototype.
Celui-ci, compilé en langage machine par Objective Caml 1.07, a été testé sur un processeur
Pentium Pro & une fréquence de 150MHz.

Les programmes échantillons utilisés pour ce test ont été écrits par différents auteurs en
Caml-Light, et adaptés & notre langage & 1’aide d’un traducteur sommaire. Ils n’utilisent donc
nullement la présence de sous-typage ; néanmoins, ils constituent une mesure pertinente de
lefficacité de notre moteur d’inférence. Notre prototype ne supportant pas la compilation
séparée, chaque exemple a été mis par le traducteur sous la forme d’un unique module,
ne contenant aucune information de type. Les informations de typage — en particulier les
déclarations de types abstraits — contenues dans 'interface des modules Caml-Light n’ont
donc pas été utilisées. Ainsi, les types obtenus sont, la plupart du temps, beaucoup plus
précis que ceux inférés par Caml-Light, et la tache du typeur est nettement plus lourde.

La librairie Graphes (écrite par Laurent Chéno) contient quelques primitives de gestion
de graphes. Les deux entrées suivantes concernent la librairie standard du langage Caml-
Light, dont nous avons isolé le module Format, singuliérement plus difficile a traiter que les
autres modules, parce qu’il met en jeu des types beaucoup plus complexes. Enfin, la librairie
MLgraph (écrite par Emmanuel Chailloux et Guy Cousineau) fournit un jeu de primitives
de manipulation d’objets graphiques.

Dans chaque cas, on a d’abord indiqué la taille de 'exemple considéré, en nombre de
lignes de code. On a ensuite mesuré le temps nécessaire au typage, en secondes de temps
utilisateur ; d’ot on déduit le nombre de lignes traitées par seconde. Les quatre colonnes
suivantes donnent la répartition du temps entre les diverses phases du moteur d’inférence :
création des contraintes et cloture incrémentale ; canonisation ; dépoussiérage ; et minimi-
sation. Enfin, la derniére colonne indique, & titre de référence, le temps demandé par le
compilateur Caml-Light pour traiter ce code.

Les librairies Graphes et MLgraph sont constituées de fonctions de taille moyenne. Les
performances de notre typeur, dans ces cas que ’on peut probablement considérer comme
typiques, sont de ’ordre de 400 lignes par seconde. L’écart vis-a-vis des temps obtenus par
le compilateur Caml-Light, lequel est connu pour sa rapidité, n’est alors que d’un facteur 2.
Il s’agit donc d’un résultat satisfaisant.

La librairie standard est constituée de fonctions de petite taille ; la vitesse de traitement
double alors. La librairie Format, enfin, contient des fonctions assez complexes, qui se voient
attribuer des types concrets de grande taille ; la performance diminue alors de moitié. Ainsi,
quelques difficultés se présentent encore lorsque l’on rencontre des schémas de types de trés
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grande taille. Rappelons que ’apparition de tels schémas est due en grande partie a notre
utilisation exclusive de types concrets; dans un langage réaliste, la modularité permettrait
Iintroduction de types abstraits, ce qui conduirait & des schémas de taille largement infé-
rieure. La décision de manipuler uniquement des types concrets permet donc de mettre notre
implémentation & I’épreuve; les problémes de performance rencontrés ici n’apparaitraient
pas nécessairement lors du typage d’un langage plus réaliste et modulaire.

Comment résoudre ces problémes résiduels 7 D’abord, on peut souhaiter mettre au point
des algorithmes de simplification incrémentaux. En effet, un algorithme non incrémental,
méme linéaire, conduit & un comportement quadratique, puisqu’il est exécuté & chaque nceud
de Parbre de syntaxe (ou a chaque nceud let). La question d’un algorithme de canonisation
incrémental a été soulevée a la section 11.5. Il semble également possible d’utiliser 1’algo-
rithme de minimisation de fagon plus incrémentale, au prix d’une certaine perte de puissance.
En effet, si on sait établir une distinction entre parties « anciennes» et «récentes» dans le
graphe de contraintes, alors on peut choisir une partition initiale dans laquelle toutes les
variables anciennes sont isolées. L’algorithme ne pourra ainsi découvrir de partage qu’entre
variables récentes. En contrepartie, tous les liens entre variables anciennes, et toutes les va-
riables anciennes non reliées & une variable récente, pourront étre ignorés lors de la phase de
raffinement, d’oll un temps de calcul dépendant seulement de la taille de la partie récente.
Reste & savoir si un tel compromis est rentable.

Cependant, notons que ces problémes d’efficacité ne sont pas dis uniquement & nos
algorithmes de simplification. En effet, dans tous les cas considérés, la phase de création
des contraintes et de cloture occupe une part constante du temps, a savoir environ un tiers.
On peut donc dire que les phases de simplification ne sont pas un facteur limitant : dans
le cas idéal ou la simplification serait effectuée sans aucun coit, la complexité du processus
d’inférence resterait la méme. Il s’agit 14 d’un résultat fort satisfaisant, qui était loin d’étre
acquis lorsque ce travail a été entrepris. Il en découle que, pour améliorer nos performances,
nous devrons & présent également tenter d’accélérer la phase de cloture. On peut songer
a effectuer une analyse topologique des contraintes, avant ou pendant la phase de cloture.
Analyse qui permettrait par exemple d’accélérer la convergence de 1’algorithme de cloture
en lui présentant les contraintes dans un ordre optimal, ou encore d’en amoindrir la tache en
effectuant des simplifications au vol, comme ’élimination des cycles [17]. Ces idées restent
actuellement & étudier. Par ailleurs, il est également possible qu’une formulation différente
de notre systéme de typage permette d’engendrer un moindre nombre de contraintes ; cette
idée sera détaillée au chapitre 16.

Pour conclure, l'efficacité obtenue est trés satisfaisante pour des programmes de petite
taille. Le temps dédié & la simplification semble du méme ordre que celui consacré a la
cloture, ce qui indique que nos algorithmes de simplification ne sont pas un facteur limitant,
et témoigne donc en leur faveur. En revanche, notre implémentation n’est pas suffisamment
efficace pour traiter aisément des programmes de grande taille. Le probléme mérite donc
d’étre étudié plus avant ; le chapitre suivant propose, pour cela, quelques pistes de recherche.
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Chapitre 16

Difficultés et perspectives

tivement simple et bien comprise. Néanmoins, il n’est pas parfait, et plusieurs points

laissent & désirer. Cela se traduit, en pratique, par des problémes d’expressivité ou
d’efficacité. Nous passons ici en revue quelques-uns de ces problémes, puis envisageons di-
verses facons de les résoudre. Bien entendu, il ne s’agit 1a que de pistes de recherche; ces
questions demandent une étude plus approfondie.

Le premier des problémes considérés est ’ajout de constructions impératives au langage
(section 16.1). La chose est aisée, tant qu’on se limite au typage d’une expression unique,
c’est-a-dire d’'un programme non modulaire ; cependant, des limitations apparaissent lorsque
I’on désire obtenir la compilation séparée. La seconde faille, mise en évidence par la sec-
tion 16.2, est une inefficacité qui semble inhérente & notre utilisation du A-lifting. Celle-ci
provoque en effet la duplication d’une partie de l'information de typage, augmentant ainsi
inutilement la charge des algorithmes de simplification. En réponse a ces problémes, nous
proposons quelques solutions éventuelles : la création automatique d’abréviations de types
(section 16.3), ou 'adoption d’un systéme de typage «a la ML» (section 16.4).

I E SYSTEME ETUDIE AU COURS DE CETTE THESE bénéficie d’une formalisation rela-

16.1 Typage des programmes impératifs

Le langage que nous avons étudié jusqu’ici est purement fonctionnel, c’est-a-dire que
sa sémantique s’exprime simplement par une relation de réécriture entre termes, sans qu’il
soit nécessaire de faire intervenir la notion d’état mémoire. Cependant, certains algorithmes
s’expriment de facon plus simple, ou plus efficace, sous forme impérative. Il est donc souhai-
table, comme en ML, d’offrir & 'utilisateur la possibilité de manipuler des cellules mémoire
mutables, ou références.

Nous ajoutons donc au langage trois opérations primitives : ref, ! et :=, permettant
respectivement de créer une cellule, d’en lire le contenu et de le modifier. Comme indiqué
dans la section 14.3, ces primitives acceptent les schémas de types suivants :

ref :a — (a,qa) ref

! i (a,fB) ref = f3
:= : (o, ) ref - a — unit

ol le constructeur de types ref est binaire, contravariant vis-a-vis de son premier argument
et covariant vis-a-vis du second.

On reformule ensuite la sémantique du langage, de fagon & donner une signification
formelle & ces trois opérations. Cela est tout a fait classique [52, 34], aussi ne donnerons-
nous pas explicitement cette sémantique étendue. Reste a vérifier que le systéme de typage
est toujours correct vis-a-vis de la sémantique. Or, il est bien connu que ce résultat est faux,
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a cause de 'interaction entre références et polymorphisme. Par exemple, le programme

let x = ref (fun x -> x) in
X := succ;
'x true

est bien typé, parce que la construction let crée une «référence polymorphe» x, qui peut en-
suite étre utilisée indifféeremment avec des entiers ou des booléens ; cependant, ce programme
conduit & une erreur d’exécution, puisqu’il calcule succ true.

Il convient donc, pour éviter ce probléme, d’adopter une restriction du polymorphisme.
Diverses possibilités ont été étudiées, dans le cadre de ML, par Leroy [34]. Cependant, la
solution la plus simple est probablement celle proposée par Wright [50, 51]; c’est celle que
nous choisissons ici. Elle consiste, sur la base d’un critére syntaxique extrémement simple,
a identifier les constructions let dont le corps est une expression erpansive (c’est-a-dire,
dont ’évaluation risque de créer de nouvelles cellules), et a refuser de généraliser le type
de ces expressions. Cependant, rappelons que le systéme qui nous intéresse ici n’admet pas
la notion de variable de types monomorphe ou non généralisée ; aussi cette formulation de
la restriction de Wright ne nous convient-elle pas. Heureusement, ce premier probléme se
résout aisément ; il nous suffit d’adopter un point de vue équivalent, qui consiste & réécrire les
constructions let expansives en de simples S-rédex. Ainsi, le programme ci-dessus devient

(fun x -> x := succ; !'x true) (ref (fun x -> x))
Cette fois, les expressions x := succ et !x true sont typées dans un contexte ol x est lié
par A, et engendrent donc la contrainte bool < int. Ainsi, le programme est correctement

rejeté.
Reste le cas des constructions let & toplevel, c’est-a-dire celles qui servent a définir les
différents composants d’'un module. De fagon concréte, un module se présente comme une

série de déclarations :
let X =e13;3;

let X, = epnss

Pour obtenir la compilation séparée, ce groupe de déclarations doit étre analysé isolément.
Par conséquent, il est impossible, dans le cas ol ’expression e; est expansive, d’appliquer
la méthode ci-dessus, qui consisterait & abstraire le reste du programme par rapport a la
variable Xj;.

Puisque notre systéme ne supporte pas la notion de variable non généralisée, et puisque
le passage par une réécriture n’est plus possible ici, nous typons ces déclarations let de
facon normale. On utilise donc ’algorithme d’inférence pour attribuer & chaque expression
e; un schéma de types o;, et la variable X; se voit associer ce schéma. Cependant, il nous
faut alors imposer une condition suffisante pour assurer la correction vis-a-vis de la séman-
tique. Une condition simple consiste a exiger que o; soit trivial & chaque fois que e; est
expansive. En effet, comme l'indique la proposition 12.3, un schéma trivial n’offre aucun po-
lymorphisme. Le fait de le généraliser n’apporte aucune puissance supplémentaire, et n’est
donc pas dangereux.

Cette facon de procéder est correcte, mais plus restrictive que celle utilisée, par exemple,
par Objective Caml. Premiérement, le systéme de typage de ML permet & une construction
let & toplevel de produire un schéma de types partiellement généralisé. Par exemple, si un
module est constitué de la déclaration

let x = ref (fun x -> x);;
alors, le schéma de types associé & x est (& — «a) ref, ol a n’est pas quantifiée univer-

sellement. Deuxiémement, dans le cas de ML, la relation de comparaison entre schémas de
types, utilisée pour comparer le schéma inféré au schéma déclaré, s’étend aisément au cas
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ol le schéma de gauche contient des variables non quantifiées. On peut donc déclarer, dans
Iinterface :
val x: (int -> int) ref

Lors de la comparaison, la variable monomorphe a sera instanciée a la valeur int, et le mo-
dule sera accepté avec cette signature. Notre systéme est moins flexible ; toute instantiation
doit étre effectuée dés la définition de la valeur, et non lors de la comparaison entre module
et interface. Le module devra donc étre écrit, par exemple,

let x = [ ref (fun x -> x) : (int -> int, int -> int) ref ];;

(La construction [ e : 7 ] simule une utilisation de l’expression e avec le type 7. Si le
schéma de types associé & e est A = 7. | C, cette construction engendre la contrainte
supplémentaire 7. < 7. Ici, cette contrainte permet d’associer un schéma de types trivial a

x.) On pourra ensuite indiquer, dans la signature :
val x : (int -> int, int -> int) ref

Tout programme acceptable pour Objective Caml l'est également pour notre systéme, &
condition d’ajouter suffisamment d’annotations explicites pour rendre monomorphe toute
déclaration expansive. En pratique, ces indications de typage pourraient étre automatique-
ment extraites de la signature et insérées dans le programme.

Cette restriction n’est imposée que par l’objectif de la compilation séparée. Dans le cas
d’une boucle interactive, ot ’utilisateur fournit, une par une, une série de déclarations let a
toplevel, le probléme est moins difficile, et on peut & nouveau utiliser la technique de réécri-
ture des constructions let expansives en J-rédex. Cependant, 'intérét en est relativement
limité ; il ne parait pas souhaitable d’offrir & I'utilisateur plus de flexibilité dans la boucle
interactive que dans le systéme de programmation modulaire.

Pour résoudre ce probléme, il semble souhaitable de revenir & un systéme dans lequel
toutes les variables ne sont pas nécessairement quantifiées. Il est relativement facile de for-
muler un tel systéme, en abandonnant le A-lifting et en se rapprochant de ML. Cependant,
la regle de sous-typage obtenue est assez complexe. Nous présentons ce systéme a la sec-
tion 16.4.

16.2 Inconvénients du )-lifting

Le systéme étudié au cours de cette thése utilise la technique du A-lifting. Le principal
avantage de cette décision réside dans le fait que tous les schémas de types manipulés
sont alors clos, ce qui simplifie ’énoncé de la régle de sous-typage, duquel dépend ensuite
I’essentiel de notre théorie. Cependant, elle n’est pas sans inconvénients.

Le plus immédiat de ces inconvénients réside dans le fait que le A-lifting est un mécanisme
peu classique et peu intuitif pour I'utilisateur, méme s’il est fondé sur une idée relativement
simple. Rappelons briévement son fonctionnement, en considérant le traitement de ’expres-
sion Az.(z,z) par algorithme d’inférence.

Lorsque l'algorithme rencontre le lieur Az, il ajoute le nom z & ’environnement, mais
sans lui associer de variable de types. Les deux occurrences de z sont donc typées entié-
rement indépendamment, et les schémas qu’elles obtiennent ne partagent aucune variable.
Notons ces schémas (&;z : a;) = 5; | {a; < Bi}, pour i € {1,2}. Lorsqu’on type la paire
(z,z), on doit, comme lorsqu’on type une application, réaliser I’intersection des contextes
en provenance des deux branches. Le schéma attribué & cette paire sera donc

(@5z:Naz) = 7| {ar < Br, az < B, f1 x B2 <7}

et ’expression compléte se voit associer le schéma

(a1 Mag) = v | {a1 < Bi, az < B2, f1 x B2 <7}
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Si nous appliquons a présent I’algorithme de canonisation, nous obtenons
a—=yl{a<a,a<f,alaz, a< B, 10 <P, ar < B2, b1 X P <}
Une passe de dépoussiérage donne

a—y|[{a< B, a< By, B X P <o}

Enfin, en exécutant ’algorithme de minimisation, on obtient un résultat optimal, & savoir

a=y[{a<B Bxp <}

Ainsi, le systéme de typage ne tire pas profit de ’environnement pour partager I'informa-
tion entre les différentes branches de la dérivation. Le partage est d’abord volontairement
perdu, conduisant ainsi chaque branche & étre typée isolément, puis explicitement rétabli
par lopération d’intersection des contextes. Dans un systéme sans A-lifting, comme celui de
ML, une variable fraiche a aurait été associée a z lors de I’entrée sous le lieur Az, et les deux
occurrences de z auraient regu cette méme variable pour type. Le type optimal @ — a X
aurait ainsi été obtenu sans qu’aucune simplification soit nécessaire.

Il est clair que 'utilisation du A-lifting peut géner la compréhension du systéme par le
non-spécialiste, et pose donc un probléme pédagogique. Mais cela va plus loin : I’exemple ci-
dessus suggére qu’elle provoque également une certaine perte d’efficacité. En effet, il montre
que les algorithmes de canonisation, de dépoussiérage et de minimisation passent une partie
de leur temps a rétablir un partage qui a été volontairement perdu de par la formulation
des régles de typage. De facon générale, considérons une expression de la forme

Az.let X = e;in ey

L’expression e; peut utiliser la variable x de fagon complexe, par exemple en lui faisant subir
un filtrage profond. Le schéma de types associé a e; sera donc de la forme (...;z:a...) =
... (CU...), ou C contient un certain nombre de contraintes concernant «, définissant
ainsi le type attendu pour x. Pendant le typage de es, chaque utilisation de la variable X
provoque une duplication de ces contraintes; puis, 'opération d’intersection des contextes
rétablit le partage entre les différentes copies. Le schéma inféré pour es sera ainsi de la forme
(csz:aN-MNay...)=>...| (CLU---UC,U...), ou n est le nombre d’occurrences
de X dans eq, et ou les «; | C; sont des copies de a | C. Encore une fois, des calculs de
simplification sont nécessaires pour éliminer cette redondance.

Quelle solution apporter & ce probléme? Dans ce qui suit, nous considérons deux pos-
sibilités. La premiére, abordée au cours de la section 16.3, consiste & réduire 'impact de
ces duplications inutiles en ajoutant au systéme un mécanisme de création automatique
d’abréviations. L’idée est de représenter un couple o | C' par une abréviation, c’est-a-dire
un simple nom, éventuellement paramétré. Seule 'abréviation sera ensuite dupliquée, d’ot,
espére-t-on, un gain d’efficacité. La seconde possibilité, décrite par la section 16.4, consiste
a abandonner le A-lifting et & adopter une formulation plus classique du systéme de ty-
page, déja mentionnée dans la section précédente. La variable « sera alors monomorphe,
donc ne sera pas dupliquée; sous réserve d’effectuer une analyse a cet effet, il en ira de
méme des contraintes concernant a contenues dans le graphe C. Notons d’ailleurs que ces
deux idées ne sont pas mutuellement exclusives ; la notion d’abréviation présente un intérét,
indépendamment du systéme sous-jacent.

16.3 Abréviations automatiques

La création automatique d’abréviations, utilisée par Rémy et Vouillon [47], consiste &
représenter un morceau de structure par un simple nom. Par exemple, la paire (0,0) admet
le schéma de types

Bl {int <o, a x a < (G}
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Ce schéma est trivial, au sens de la définition 12.3, ¢’est-a-dire que les variables qu’il contient
n’introduisent aucun polymorphisme. Elles servent seulement, comme on ’a expliqué lors
de l'introduction de 'invariant des petits termes, & étiqueter chaque nceud. Par conséquent,
la duplication de ce schéma est inutile. Par exemple, lorsqu’on type l’expression

let X =(0,0)in (X, X)

chaque occurrence de X se voit associer une copie du schéma ci-dessus, et il est nécessaire
d’utiliser ’algorithme de minimisation pour rétablir le partage, inutilement perdu, entre ces
deux occurrences. Aussi, on peut imaginer de mettre en place le mécanisme suivant : avant
d’introduire X dans ’environnement, on définit une abréviation

intpair =Vea | {int < a}.a x «

X se voit alors associer le schéma de types § | {intpair < (} dans l’environnement. Ce
schéma est dupliqué a chaque occurrence de X ; ainsi, on duplique la variable 3, mais non
la structure représentée par l’abréviation intpair. On a donc gagné en incrémentalité.

L’exemple ci-dessus est particuliérement simple, puisque le schéma de types considéré
est trivial. Parce qu’il n’offre aucun polymorphisme, il peut étre entiérement représenté par
un simple nom, intpair. De fagon plus générale, un schéma contient un certain degré de
polymorphisme, et il sera nécessaire de créer des abréviations paramétrées. Considérons par
exemple le schéma (&;1: ay) = a9 | C, ou C est donné par

ay < [ Nil: ay; Cons: asz; a4 1
az < Pre as
a3z < Pre ag
Qg S Abs
as; < unit
Qg a7 X (1
(6%4 ag
ar < ag
ag X (g S Qg

INIAIA

(Ce schéma pourrait étre celui d’une expression qui lit une liste dans la variable I, et cons-
truit une paire avec deux de ses éléments.) Ce schéma n’est pas trivial, car on y trouve une
contrainte reliant deux variables, a; < ag. Les autres variables servent uniquement a étique-
ter des nceuds, et pourront étre cachées par les abréviations. a; et ag, au contraire, doivent
rester visibles, car leur duplication est nécessaire pour éviter une perte de généralité ; elles
apparaitront donc comme paramétres de ces abréviations. Concrétement, nous allons créer
ici deux abréviations, c’est-a-dire une pour chacun des points d’entrée du schéma. Posons

a7 list =3a;...ap | Ci—g. [ Nil: a2; Cons: ag; g ]

ag pair = ag X ag

(On désigne par Ci_g le graphe de contraintes constitué par les six premiéres lignes du
graphe C.) Le schéma original peut alors s’écrire

(2;1:a1) = ag | {an < a7 list, a7 < ag, ag pair < ag}

(Si a; et ag apparaissent toujours dans ce schéma, c’est uniquement pour respecter l'inva-
riant des petits termes. En principe, on aurait pu les cacher également.) Encore une fois, ce
schéma peut a présent étre dupliqué sans que le partage de sa structure interne soit perdu.
Notons que ’abréviation 1ist est destinée & étre utilisée en position négative, d’ot 1'utilisa-
tion de quantificateurs existentiels dans sa définition. L’abréviation pair est destinée a étre
utilisée en position positive ; elle utilise donc, comme intpair, des quantificateurs univer-
sels. En fait, dans le cas de pair, aucun quantificateur n’apparait, car aucune variable n’est
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cachée par pair;on peut, en pratique, se dispenser d’introduire cette abréviation, puisqu’on
n’en retire aucun gain.

Dans chaque cas, les seules variables libres dans le corps de la définition sont les para-
meétres de l'abréviation. Pour expanser une abréviation, on la remplace par son corps, en
substituant les parameétres effectifs aux parameétres formels, et une variable fraiche & chaque
variable liée dans la définition. De nombreuses opérations peuvent s’effectuer sans néces-
siter ’expansion des abréviations : duplication de schémas, dépoussiérage, minimisation...
L’algorithme de minimisation ne peut alors plus obtenir un partage optimal, mais il est
utilisé de fagon plus incrémentale. En effet, lorsque algorithme est appelé (c’est-a-dire &
chaque neeud let, avant la phase de création des abréviations), la partie récente du graphe
de contraintes est constituée de types concrets, nouvellement introduits par application des
régles de typage, tandis que les parties plus anciennes sont cachées par des abréviations,
considérées comme abstraites par l’algorithme. Certaines possibilités de partage entre par-
ties anciennes ne pourront donc pas étre découvertes; en contrepartie, le temps nécessité
par la phase de minimisation devrait étre grosso modo proportionnel & la taille des parties
récentes, d’otl une meilleure incrémentalité. Par ailleurs, ’expansion des abréviations reste
bien str nécessaire pendant le calcul de cloture. Par exemple, I’apparition d’une contrainte
de la forme o 1ist < [ Nil: ; Cons: y; p ] nécessite 'expansion du terme de gauche,
pour permettre la décomposition structurelle. L’algorithme de cloture étant incrémental,
seules les abréviations atteintes par les contraintes récentes seront expansées.

Nous ne formaliserons pas ici ce mécanisme d’abréviation automatique. Pour résumer,
il se compose de deux éléments : le générateur d’abréviations, appelé par exemple & chaque
neeud let, et le mécanisme d’expansion, appelé & la demande par les algorithmes de cloture
et de canonisation. Le premier engendre plusieurs abréviations par schéma, celles-ci étant
délimitées par les contraintes entre variables, comme la contrainte a; < ag plus haut. Sa
formalisation devrait étre relativement simple. Le second est en principe trés simple, mais
son introduction brise les invariants des algorithmes de cloture et de canonisation ; aussi une
description formelle sera-t-elle plus difficile.

Nous avons réalisé une implémentation de ce systéme d’abréviations et obtenu, dans la
plupart des cas, un bénéfice proche de zéro. Comment expliquer cela ? Il est possible que les
abréviations engendrées aient souvent un grand nombre de paramétres. En effet, la technique
du A-lifting nous conduit & abstraire chaque expression par rapport & tout I’environnement.
L’expression apparait donc comme trés polymorphe, et ’abréviation associée comporte de
nombreux paramétres. Dans le cadre du systéme «a la ML» que nous allons décrire ci-
dessous, au contraire, les variables apparaissant dans I’environnement sont monomorphes et
peuvent donc étre cachées par ’abréviation. Il serait donc intéressant de mettre en ceuvre
le mécanisme d’abréviations dans ce systéme.

16.4 Un systéme de typage «a la ML »

Nous allons & présent exposer un systéme de typage dont la formulation est plus proche
de celle de ML, et prouver sa correction. Toutefois, sa régle de sous-typage étant complexe,
il n’est pas immédiat d’en déduire des algorithmes de comparaison et de simplification de
jugements, comme nous ’avons fait pour notre systéme. C’est pourquoi nous nous sommes
contentés, au cours de cette thése, d’un systéme moins flexible, mais plus simple d’un point
de vue théorique.

16.4.1 Présentation

Le nouveau systéme est donné par la figure 16.1 page ci-contre. Les jugements de typage
y sont de la forme C' = I',; A -y, e : 7. Le graphe de contraintes C' porte sur les variables
libres de I, A et 7; pour que le jugement soit considéré comme valide, C' doit étre soluble.
L’environnement I' associe & chaque variable liée par let un schéma de types de la forme
V3 | C., tandis que Penvironnement A associe & chaque variable liée par A un type 7. (Ces
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C = F, Aby x: A(l’) (VARML)
C=>T, (A1) by e 7'
(ABSy)
C=>TD, Ay Aze:7— 7'
C=>T Ay er i =T C=>T, Ay e 1
(APPyy)
C=>T, Ay eres: T
(X)=V3|C.T p substitution de domaine (3
(LETVARy)
p(C) =T, Al X p(7)
01:>F,A|_ML6}ZT1 BﬂfV(A):Q
Cy => (F;X : Vﬂ | 01.7'1),14 Faw €2 1 T
(LETyw)
Cy = F,A"ML let X =e;in ex: 1
C=>T,Abye: T
WEC pEC ) D) NI o) M) S
UBmL
C'=>T"AbFuwe: 7

FiG. 16.1: Regles de typage «a la ML »

deux environnements sont distingués ici pour mieux mettre en valeur leurs roles respectifs, en
particulier dans la régle de sous-typage ; cependant, cette distinction n’est pas indispensable.)
1l est important de noter que les schémas de types ne sont plus nécessairement, clos.

Quels sont les avantages espérés de ce systéme 7 D’abord, sa présentation est plus simple
et plus classique, ce qui est intéressant, ne serait-ce que du point de vue pédagogique. En-
suite, I'interaction entre polymorphisme et constructions impératives y est sensiblement plus
facile & traiter. Troisiémement, le schéma de types associé a une expression donnée est moins
polymorphe, puisqu’il n’est plus abstrait par rapport & I’environnement. Ainsi, dans le cadre
de la création automatique d’abréviations, on peut espérer diminuer le nombre de paramétres
des abréviations. Enfin, la construction let ne généralise pas les variables apparaissant
libres dans l’environnement, et on élimine ainsi le phénomeéne de duplication/intersection
des contextes mis en évidence par la section 16.2.

A ce propos, notons qu’une analyse trés simple est nécessaire, & chaque nceud let, pour
éviter des duplications inutiles. Elle ne dépend pas du sous-typage, et peut se formuler
de fagon identique dans le cadre de l'unification. Elle a été proposée et implémentée par
Rémy [44, 46], puis légérement ameéliorée par Birkedal et al. [11]. En voici le principe. Si
on applique la régle (LET,,,) aveuglément, on généralise toutes les variables non libres dans
I’environnement. Or, on ’a dit, certaines de ces variables ne servent qu’a étiqueter des
neceuds, non & permettre le polymorphisme, et il est donc inutile de les dupliquer. Prenons
I’exemple de I'expression

Az.let X = (z,z)in (X, X)

Dans environnement (&;x : «), expression (z,z) admet le type 3, sous la contrainte
{a x a < B}. Lorsqu’on introduit X dans lenvironnement, on est en droit de généraliser
B. On attribue alors & X le schéma V3 | {a x a < §}.5. Chaque occurrence de X se
verra associer une instance différente de (. Or, c’est inutile; a étant monomorphe, ces
deux instances auront la méme borne inférieure, & savoir a x «, et seront identifiées par
I’algorithme de minimisation. Il est donc plus efficace de ne pas généraliser 5. De facon
générale, I’ensemble des variables & généraliser se calcule par point fixe. Premiérement,
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Arpz: Az) (VARB)
Az :thpe: 7
(ABsg)
A \ze: 7= 71
Abpel:im—>T1 Alpes:m

(Arpp)

A l_B €1 €ey . T

AbFpe:7 A <A <7

(SuBg)

AbFge:r

FiG. 16.2: Regles de typage «brutes»

toute variable «non triviale», c’est-a-dire portant un lien vers une autre variable, doit étre
généralisée. Deuxiémement, si la borne d’une variable o contient une variable & généraliser,
alors a elle-méme doit étre généralisée. Cette analyse est intéressante, puisqu’elle permet
d’éviter une certaine duplication, & faible cotit. Notons toutefois qu’elle est moins puissante
que le mécanisme d’abréviations automatiques décrit précédemment. En effet, ici, si un
terme contient une feuille polymorphe, alors tout le chemin qui relie la racine du terme &
cette feuille sera dupliqué. Au contraire, si on introduit une abréviation, cette feuille en
devient un parameétre, et le chemin reste interne a I’abréviation ; ainsi, seule la feuille sera
dupliquée. L’introduction d’abréviations a donc toujours un sens dans ce nouveau systéme.

16.4.2 Correction

Avant de nous intéresser aux problémes posés par le systéme b, , il convient de vérifier
que celui-ci est correct vis-a-vis de la sémantique. Cela est nécessaire pour nous assurer que
les régles données par la figure 16.1 sont formulées de facon sensée, et que leur étude a un
intérét.

Nous nous contenterons ici de donner les grandes lignes de la preuve de correction. La
méthode proposée ici est différente de celle adoptée au chapitre 5. Nous aurions pu procéder
de fagon similaire, en affaiblissant d’abord la régle (SUBy.) pour obtenir un systéme plus
simple, mais complet par rapport au systéme initial, puis en prouvant la stabilité du typage
par réduction dans ce second systéme. L’approche utilisée ici fournit des résultats moins
satisfaisants : en particulier, elle prouve seulement la correction du systéme, non la stabilité
du typage par réduction. Cependant, elle est fondée sur une intuition intéressante, qui nous
semble justifier son adoption ici.

Le principe de la preuve consiste & démontrer que si un jugement de typage est vérifié dans
le systéme I, alors toute instance brute de ce jugement est également valide. Par instance
brute, on entend ici un jugement de typage obtenu par substitution & partir du jugement
initial, et énoncé dans un systéme ot n’interviennent que des types bruts. Ce second systéme,
extrémement simple, étant correct, il suffira alors de vérifier que tout jugement admet au
moins une instance brute pour obtenir la correction du systéme b,

La figure 16.2 définit ce systéme de typage auxiliaire, que nous qualifierons de «brut».
Les types mis en jeu par ces régles sont exclusivement des types bruts, dénués de toute
variable de types; la régle (SuBg) utilise donc directement la relation de sous-typage <.
1l est aisé de vérifier que le typage y est préservé par réduction. Bien entendu, ce systéme
n’a pas de notion de polymorphisme, et ne supporte donc pas la construction let. Celle-ci
devra donc étre explicitement expansée par notre preuve.
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Définition 16.1 L’opération de let-expansion est définie par

LE(z) =z
LE(\z.e) = Az.LE(e)
LE(e; e5) = LE(e;) LE(e2)
LE(let X =e; in ez) = [LE(e;1)/X]LE(e2)

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme principal.

Lemme 16.1 On suppose C = ') A by e : 7. Soit p une solution de C'. On suppose donnés
un environnement Ay et une substitution g, de domaine dom(T), vérifiant les conditions
suivantes :

- Ao <p(4);
- VX €dom(l') V8 (dom(f) = pBx ApfF Cx)= Ag g g(X):ph(rx).
(On note ici I'(X) =VBx | Cx.7x, et § dénote une substitution brute.) Alors

Ao F g(LE(e)) : p(7)

Démonstration. Par induction sur la dérivation de C' = I'; A b e : 7. La preuve ne pré-
sente pas de difficulté particuliére, aussi nous I’omettrons par souci de briéveté. La seconde
condition ci-dessus exprime le fait que la substitution g constitue une implémentation sa-
tisfaisante de l'environnement I'; en effet, chaque expression g(X) admet tous les types
bruts obtenus par instantiation du schéma p(I'(X)). L’introduction du paramétre Ag, et de
la premiére condition, est rendue nécessaire par la présence de la régle de sous-typage. Si
Pon impose Ag = p(A), ’énoncé reste bien sir correct, puisque nous en avons pris un cas
particulier, mais la preuve par induction n’est plus possible. O

En particulier, on obtient en corollaire le théoréme suivant :

Théoréme 16.1 On suppose C = &, 3 by e : 7. Soit p une solution de C. Alors
@ LE(e) : p(1)

Démonstration. Immeédiate, en choisissant pour Ay ’environnement vide et pour g la sub-
stitution de domaine vide. a

Le systéme g étant correct, il découle de ce résultat que, si C' = &,2 Fy e : 7 est
prouvable et si C' admet une solution, alors I'expression LE(e) ne provoque pas d’erreur
d’exécution. En d’autres termes, pour peu que e¢ et LE(e) aient la méme sémantique, le
systéme F,,;;, est correct.

On notera que, étant donnée notre définition de la let-expansion, on doit choisir une
sémantique d’appel par nom pour que e et LE(e) aient la méme sémantique. Si on préfére
utiliser une sémantique d’appel par valeur, on pourra définir

LE(let X =e;in ez) = [LE(e1)/X] ((A-.LE(e2)) X)

Pour préserver le lemme 16.1, il faudra alors ajouter a la régle (LETy;,) la prémisse Cs IF C}.
On prend ainsi en compte effet sur 'environnement des contraintes en provenance de
Pexpression e;. (Le méme choix existe dans notre systéme, et a été mentionné dans la
section 5.3.)

Pour conclure, le résultat obtenu ici montre que notre formulation du systéme b, est
satisfaisante. La méthode de preuve utilisée ici présente des inconvénients : en particulier,
nous n’avons pas montré la stabilité du typage par réduction, et l'utilisation de la let-
expansion empéche 'addition de traits impératifs. Néanmoins, il nous a semblé intéressant
de développer le lien avec un systéme de typage «brut», plutot que de répéter le processus
de preuve utilisé au chapitre 5.
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Notons, & ce propos, I’existence d’une troisiéme méthode de preuve. On aurait pu tenter
de démontrer 1’équivalence entre les jugements @ Fe: @ =7 |Cet C = &, by, e: 7.
Ce résultat indique que les deux systémes acceptent les mémes programmes, et permet de
transporter le théoréme de stabilité du typage du systéme original au systéme ;. Nous
n’avons pas étudié de prés cette possibilité, mais elle semble également viable.

16.4.3 Commentaire

Toutes les régles de la figure 16.1 sont classiques, a I'exception de la régle (SUBuL),
qui mérite un commentaire approfondi. De fagon générale, une régle de sous-typage permet
d’affaiblir un jugement de typage, en le remplagant par un jugement moins précis. Elle
découle donc directement d’une relation de comparaison entre jugements. Dans le cas du
systéme exposé au chapitre 5, les jugements sont de la forme I' F e : . La régle (SUB)
n’autorise pas de modification & ’environnement I'; aussi découle-t-elle directement de la
relation de comparaison entre schémas de types. Elle peut s’écrire

'Fe:A=171|C
Vo' EC" FpEC (A7) < p(A) Ap(r) < p'(T)

Fre: A =7 |C

(SuB)

La régle (SUByw) présentée ici est donc une généralisation de celle-ci au cas ou I'environne-
ment contient des schémas de types non clos. La différence vis-a-vis de la régle (SuB) est
I’apparition de la condition p'(I") <¥ p(I'). Il s’agit d’une comparaison point par point des
deux environnements. Puisque ceux-ci contiennent des schémas de types, il faut utiliser une
relation de comparaison entre schémas, et non la simple relation de sous-typage. Ainsi, si
I'on note I'(X) = VBx | Cx.7x et I'(X) = V@Y | C'y. Ty, alors la condition p'(I") <Y p(I)
s’écrit
VX €dom(l') VO (dom(d) =pBxApdFCx) =
3 (dom(8) = Ay A9 F Clx A g8 (7h) < pB(r)

La seconde prémisse de la régle (SUByy,) est donc une assertion logique quantifiée par V3v3,
tandis que notre régle (SUB) nécessitait seulement une quantification par V3. On voit donc
apparaitre un nouveau degré de complexité.

On nous objectera peut-étre que la régle (SUB,y) autorise le remplacement de l'envi-
ronnement I' par un nouvel environnement I/, possibilité qui n’était pas offerte par la régle
(SUB) ; que c’est 1a la cause du probléme, et qu’il suffit de retirer cette possibilité pour le
résoudre. Répondons a cette objection par trois remarques.

Premiérement, si la régle (SUB) n’autorise pas la modification de ’environnement I, c’est
parce que celle-ci n’est nullement nécessaire en pratique. En effet, lorsqu’on applique la régle
(LET) pour introduire un nouveau schéma de types dans I’environnement, on peut d’abord
simplifier celui-ci par une application de la régle (SuB). L’environnement contiendra donc, &
tout instant, des schémas de types déja simplifiés, et il ne sera pas nécessaire de le modifier.
Dans le cas du systéme b, on peut également simplifier chaque schéma au moment de son
entrée dans 'environnement. Cependant, les schémas de types sont cette fois ouverts ; par
conséquent, "apparition de nouvelles contraintes peut engendrer de nouvelles possibilités
de simplification de ’environnement. On peut donc souhaiter que la régle de sous-typage
autorise la modification de ’environnement.

Deuxiémement, méme si ’on se contente d’une régle de sous-typage incapable de modifier
Ienvironnement, restreindre la régle (SUB,,..) au cas o I' = I ne suffit pas & résoudre le
probléme, car la condition p'(I") <" p(I') ne devient pas triviale pour autant. En effet,
celle-ci s’écrit alors

VX € dom(I) p(D(X)) <¥ p(D(X))
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Si le schéma I'(X) contient des variables libres, alors p'(I'(X')) n’est pas nécessairement égal
a p(['(X)). Pour garantir ’égalité, on peut ajouter, pour chaque variable a € fv(T"), la condi-
tion p(a) = p'(a). La régle de sous-typage ainsi obtenue fait alors appel a une assertion du
meéme type que celle figurant dans la régle (SuB). Le calcul des polarités et le dépoussiérage
s’effectuent donc comme dans notre systéme, a la différence prés que toute variable a € fv(I)
regoit le signe . Ainsi, cette restriction conduit a des algorithmes de simplification proches
de ceux présentés dans cette thése, et aisés & implémenter. Cependant, le fait que toutes
les variables libres dans I’environnement soient obligatoirement bipolaires est génant. D’une
part, cela brise I'invariant de mono-polarité, dont nous perdons les bénéfices. Par ailleurs,
cela rend le dépoussiérage plus grossier, puisque la direction du flot de données n’est pas
entiérement prise en compte; on se rapproche ainsi d’une simple élimination des variables
inaccessibles. Si cette solution vaut la peine d’étre mentionnée au passage pour sa simplicité,
elle n’est donc pas satisfaisante.

Troisiémement, la complexité de la régle (SUByy,) se retrouve, pour partie, dans le pro-
bléme de la comparaison entre module et interface. Rappelons qu’il s’agit de comparer un
schéma de types inféré a celui déclaré par 'utilisateur dans la signature. Dans le systéme
étudié au cours de cette thése, tous les schémas sont clos; aussi le probléme est-il identique
a celui posé par la régle (SUB). Dans le systéme by, le schéma figurant dans la signature est
nécessairement clos, pour garantir la sareté du systéme de compilation séparée ; cependant,
le schéma inféré ne I’est pas. Le probléme se présente donc sous la forme d’une assertion IV,
a priori moins complexe que Passertion V3V de la régle (SUBy,.), mais déja plus difficile
que le probléme V3 étudié au chapitre 9. Il s’agit donc 14 d’un argument supplémentaire en
faveur de ’étude du probléme général. En cas de succés, 'algorithme obtenu sera utile non
seulement du point de vue théorique, pour une meilleure compréhension de la régle (SUByL)
et pour la mise au point d’algorithmes de simplification, mais également du point de vue
pratique, pour effectuer la comparaison entre modules et interfaces.

Alinsi, si le systéme F,,;, se formule de fagon trés naturelle, évitant en particulier I’emploi
du A-lifting et utilisant un mécanisme de généralisation et d’instantiation identique a celui de
ML, il exige I’étude d’assertions plus complexes, et ¢’est pourquoi nous ne ’avons pas adopté.
Rappelons que les algorithmes de simplification des jugements inférés, dans un systéme a
base de sous-typage, découlent directement de la forme de la régle de sous-typage. Ainsi, au
chapitre 9, nous avons étudié un algorithme (incomplet) de comparaison entre jugements
de typage. De cet algorithme, on déduisait ensuite, de fagon fort naturelle, les notions de
polarité et de dépoussiérage. Or, il n’est pas immeédiat de généraliser cet algorithme au
probléme de la comparaison entre jugements dans le systéme ;..

Rappelons que le probléme est de décider une assertion de la forme suivante (on utilise
ici, pour plus de légereté, une notation quelque peu informelle) :

va' Ja VA FC' BFC+(B<LP)

(Dans le cas de la comparaison entre module et interface, on a @' = @, et le probléme se
simplifie légérement.) Voici une ébauche d’algorithme. On affaiblit d’abord ’assertion en
intervertissant les deux quantificateurs centraux :

va'f' FC' 3aBFC+ (B<pB)

On peut appliquer a cette assertion simplifiée 'algorithme développé au chapitre 9. S’il
réussit, alors il fournit un graphe de contraintes décrivant la valeur des @3 en fonction de
la valeur des @'f3'. On cherche alors, en renforcant éventuellement les contraintes présentes
dans ce graphe, & éliminer les dépendances entre & et (', c’est-a-dire & exprimer les & en
fonction des @' uniquement. Pour cela, une approche possible consiste & calculer les valeurs
extrémes de chaque 3', en fonction des @', lorsque les 3 varient. Une dépendance indésirable
envers une variable 3’ peut ensuite étre éliminée en remplacant celle-ci par la borne ainsi
calculée.

Cette description est bien str informelle et incompléte. Tout reste a faire : éclaircir les
détails techniques, prouver la correction, déterminer si 'algorithme ainsi obtenu est d’une
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puissance suffisante en pratique, enfin en déduire les notions de polarité et de dépoussiérage
associées. Nous n’avons pas suffisamment étudié ce probléme pour pouvoir en dire plus ici,
mais il s’agit probablement la d’une piste de recherche intéressante.



Conclusion

couru au cours de ces quelques années, en mentionnant au passage quelques détours
qui n’apparaissent pas dans le présent ouvrage.

Notre point de départ est I’algorithme d’inférence de types publié par Eifrig, Smith et
Trifonov [16]. On y trouve le principe de ’analyse & base de contraintes, ainsi que ’algorithme
de cloture. Ce systéme accepte d’ores et déja le méme ensemble de programmes que celui
présenté dans cette thése ; cependant, sa régle de sous-typage est extrémement rudimentaire,
car basée sur une simple inclusion entre ensembles de contraintes ; elle n’autorise donc aucune
forme de simplification.

Notre premier objectif a été d’augmenter la puissance de la régle de sous-typage, ce que
nous avons fait & ’aide de la relation d’implication de contraintes. Dans [16], la correction du
systéme de typage est prouvée de fagon entiérement syntaxique, en se basant uniquement
sur la définition de la cloture, sans avoir recours & la notion de solution d’un ensemble
de contraintes. Nous avons suivi cette voie un certain temps, et notre définition initiale
de l'implication de contraintes était également purement syntaxique. Au lieu d’envisager
toutes les solutions de I’ensemble d’hypothéses, elle considérait tous les contextes possibles,
un contexte étant lui-méme un ensemble de contraintes. On obtenait ainsi une définition
plus «observationnelle» de 'implication de contraintes. Cette méthode donnait cependant
lieu & des preuves trés lourdes ; aussi avons-nous préféré introduire le treillis des types bruts,
et la notion de solution, pour simplifier la théorie. On trouvera dans [43] un exposé des deux
approches ; seule la seconde apparait dans cette thése.

Munis de la notion d’implication de contraintes, nous avons augmenté la puissance de
la régle de sous-typage, et utilisé celle-ci pour justifier certaines simplifications a base de
substitutions. Une substitution était dite valide si on pouvait revenir au jugement initial, &
partir du jugement simplifié, par application de la régle de la sous-typage. En pratique, nous
utilisions alors une heuristique pour proposer des substitutions plausibles, et notre axioma-
tisation de 'implication de contraintes pour vérifier leur validité. Un effort considérable a
été consacré a la recherche d’un algorithme de décision de ’implication, par nous et par
plusieurs autres équipes, sans succés & ce jour. Du point de vue théorique, cela reste un
probléme ouvert intéressant.

A la méme époque, nous avons proposé un algorithme d’élimination des contraintes
inaccessibles, de conception fort simple. Cependant, du point de vue théorique, sa correction
ne pouvait étre prouvée par un simple appel a la régle de sous-typage ; un méta-théoréme,
fondé sur une réécriture des dérivations de typage, était nécessaire. Trifonov et Smith [49]
éliminent ce probléme en proposant une version plus générale de la régle de sous-typage,
basée sur la comparaison polymorphe de schémas, qui est celle que 'on trouve dans cette
thése. En méme temps, ils améliorent notre algorithme en introduisant la notion de polarité,
obtenant ainsi ’algorithme de dépoussiérage.

Le probléme de la simplification n’est cependant pas encore résolu. D’une part, I'utili-
sation d’heuristiques pour le choix des substitutions est extrémement cotiteux. La mise au
point d’une heuristique demande un pénible compromis entre coit et bénéfice escomptés ;
de plus, la distinction entre les objectifs d’efficacité et de lisibilité n’étant pas clairement
comprise & ’époque, certaines heuristiques destinées & améliorer la lisibilité provoquent une

P ARVENUS AU TERME DE CE TRAVAIL, permettons-nous de récapituler le chemin par-
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perte d’efficacité. D’autre part, les différents composants du systéme sont encore mal inté-
grés ; en particulier, canonisation et dépoussiérage produisent des ensembles de contraintes
non clos, nécessitant ainsi de nouvelles passes de cloture.

Nous résolvons ici le premier de ces problémes en introduisant ’algorithme de minimi-
sation, accompagné de 'invariant des petits termes. Toute heuristique est donc éliminée, au
profit d’'un algorithme efficace, capable d’effectuer d’un seul coup une substitution quasi-
optimale. L’adoption de 'invariant des petits termes, nécessaire au bon fonctionnement de
I’algorithme, privilégie 'objectif d’efficacité tout au long des calculs. L’objectif de lisibilité
est reconnu comme secondaire, et la phase de simplification «externe» ne sera effectuée
qu'immédiatement avant affichage.

Le second de ces problémes, c’est-a-dire celui de 'intégration entre les différents algo-
rithmes, a également été éliminé. D’abord, nous donnons une description précise de 1’algo-
rithme de canonisation, qui produit un graphe de contraintes (simplement) clos, et nous
Ioptimisons en le combinant avec une phase de dépoussiérage partiel. Ensuite, nous propo-
sons de modifier les régles d’inférence pour respecter I'invariant de mono-polarité, ce qui est
probablement la fagon la plus simple de s’assurer que ’algorithme de dépoussiérage produit
un graphe clos.

Nous pensons que le systéme d’inférence et de simplification ainsi obtenu représente un
tout homogéne et bien compris. D’un point de vue pratique, ce systéme est simple. Il est
constitué d’un petit nombre de composants : moteur de génération des contraintes (basé sur
les régles d’inférence), algorithme de cléture incrémentale, algorithmes de canonisation, de
dépoussiérage et de minimisation. L’implémentation de ces algorithmes correspond exacte-
ment & la description — et & la preuve — fournies dans cette théorie, et leur intégration est
parfaite, puisque chacun produit une donnée acceptable par son successeur. Dans le cadre de
la compilation séparée, la comparaison entre modules et interfaces nécessite ’algorithme de
comparaison de schémas proposé par Trifonov et Smith, dont nous avons fourni une preuve
détaillée.

Cependant, tout n’est pas satisfaisant. D’une part, le typage des constructions impéra-
tives est effectué de fagon légérement détournée, en particulier dans le cadre de la compi-
lation séparée. D’autre part, les performances obtenues, bien que largement supérieures &
ce qui était possible au début de ce travail, ne sont pas tout a fait suffisantes pour traiter
de programmes de grande taille. L’étude approfondie d’un systéme de typage «a la ML»
pourrait contribuer & résoudre ces deux problémes ; de plus, elle semble poser des problémes
théoriques intéressants. C’est, par conséquent, un sujet auquel nous espérons continuer &
nous intéresser. Par ailleurs, on peut imaginer d’autres solutions au probléme d’efficacité,
parmi lesquelles 'utilisation d’abréviations, ou la mise au point de versions incrémentales
de nos algorithmes. Ce domaine reste donc riche en pistes a explorer.
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