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Chapitre 1

Introduction

Un type est typiqguement un terme de petite taille. Le typa&gaistingue en général des autres

analyses de programmes par une relative simplicité, duedie @ sa définition composition-
nelle : le type attribué a un fragment de programme n’esttionque des types attribués aux sous-
fragments qui le composent.

L'intérét du typage est multiple. D’abord, un théorémes@ieeté du typagedémontré par le concep-
teur de tout systéme de types, garantit qu'un programmeyg@me peut pas « planter : » son exécution
ne peut pas échouer inopinément. Ce résultat est obtengatestatique c’est-a-dire avant I'exécution
du programme. Il fournit a l'utilisateur une garantie pelfé de robustesse, ainsi qu’une propriété de
sécuritécertes limitée, mais sans laquelle aucune garantie plussgewne peut étre fournie.

Ensuite, certains systémes de types, plus ambitieux, pexmbe’établir statiquement des propriétés
plus avancées, par exemple I'obéissance a une politiquerdedte daccésaux ressources, ou encore
I'obéissance a une politique de contrble fless d’information.D’autres permettent I'analyse diets
de donnéesqui n'intéresse en général guere le programmeur, maisgiesouvent de produire un
programme compilé plus efficace.

Enfin, de par son caractere compositionnel, et de par I'égpilon des notions duales gwlymor-
phismeparamétrique et dbstractionde types, le typage favorise faodularité c’est-a-dire le décou-
page des programmes en unités indépendantes et complée®rdativité centrale pour le développe-
ment de systémes logiciels complexes.

On souhaite souvent que 'analyse d'un programme par leésystle types se fasse de fagcon au-
tomatique ou presque automatique. En effet, méme si lapliiseide typage est supposée connue du
programmeur, il semble utile de ne pas lui imposer un surdeofravail, donc de n’exiger de lui qu'une
aide minime. Ainsi, on lui demandera typiquement de foulaispécification de chacun des modules
gui composent un programme, mais, si possible, pas plusilRans, lorsque les résultats de I'analyse
sont destinés a étre exploités par un compilateur, il esgbercelle-ci soit entierement automatique. Il
semble donc souhaitable d'étudier le probleméidirence de typesa savoir la recherche automatique
ou presque automatique du ou des types qu'admet un programme

Parce que le typage est de nature compositionnelle, lesgpneb d’'inférence de types admettent
également une décomposition naturelle. En d’autres tedmesobléeme d’inférence associé a un frag-
ment de programme admet en général une solution si et sentlsirles sous-problémes associés aux
sous-fragments qui le composent admettent également llg®ss, et si celles-ci sont cohérentes les
unes vis-a-vis des autres. Les conditions de cohérencésesqguarient d’'un systéme a I'autre, mais on
retrouvera souvent, sous une forme ou une autre, I'exiggneeleux sous-fragments admettent un type
commun.

Dés lors, on constate que tout langage adapté a I'expredsproblémes d’'inférence de types doit
offrir la conjonction permettant de combiner plusieurs sous-probléemegudatification existentielle
permettant d'introduire uneariable de typesliénotant un type a déterminer; et geédicatsportant
sur les types, par exemple le prédicat binaire d'égalitémptiant d’exiger la coincidence de deux
types. En d’autres termes, l'inférence de types sembleideaturellement se réduire a la satisfaction

I E TYPAGEest une discipline permettant d’associer des spécificgtamiypes aux programmes.
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de formules logiques, ocontraintes appartenant typiquement a une théorie du premier ordéfon
sur un ou plusieurs prédicats tels que I'égalité.

L'expérience montre que, méme si le langage de programmatiasidéré est riche, le langage
de contraintes nécessaire pour en exprimer les problem#gérénce reste relativement restreint. La
réduction des problémes d’'inférence vers les problemesitifaction de contraintes permet donc de
restreindre sensiblement I'univers du discours, et ctugstine premiére étape utile.

Enfin, les contraintes peuvent non seulement permettrprission des problémes d’inférence de
types, mais également participer a la définition méme d'stesye de types. En effet, en leur absence,
ne sont disponibles que quelques mécanismes classigeesititisés mais d’'une expressivité et d’'une
élégance limitées, tels I'emploi répété d’'une méme métabke pour coder une équation, ou I'applica-
tion d’une substitution pour coder une implication. L'emiptxplicite de contraintes dans la définition
d’'un systéme de types permet d’échapper a ces idiosynsrastaccéder a un plus large espace de
conception.

Typesetcontraintesseront donc les principales entités manipulées tout audergg mémoire. Mon
propos est de présenter, dans un cadre relativement géméeadiscipline de typage et un algorithme
d’inférence de types, tous deux a base de types et consaiptgs d’'en illustrer plusieurs applica-
tions, directes ou indirectes, variantes, et extensidaspdre ainsi donner un apergu assez large des
techniques de typage a base de contraintes et des divassqueat’on peut en tirer.

Ce mémoire est constitué d'un ensemble de chapitres, dastiohdécrit brievement et commente
informellement un ou plusieurs articles précédemmenti@sibAfin d'éviter une trop grande redon-
dance, je choisis de ne pas reproduire ici ces articles. i @ mettrai délibérément I'accent sur les
aspects les moins développés dans les versions publiéemirggment historique, choix et compromis
de conception, etc.

Dans le chapitre 2, je m'intéresse aux systémes de typeseadeasontraintes en général. Sans
émettre beaucoup d’hypothéses a propos du langage de integramployé ou du langage de pro-
grammation considéré, on peut démontrer quelques résgkatraux, comme la sdreté du typage et la
réduction de l'inférence de types a la résolution de comiieai Ces deux résultats acquis, on pourra se
concentrer, lors de la conception d'une application palitice, sur le choix du langage de contraintes
et le probléme de leur résolution.

Le chapitre 3 fournit une application directe du cadre thgmr développé au chapitre précédent.
Celle-ci se fait en deux temps. D’abord, je définis de facdmillée un langage de contraintes parti-
culier, dont I'expressivité me semble remarquable et dartomplexité théorique reste polynomiale.
L'interprétation de la relation de sous-typage y est noncstirelle et contient la théorie équationnelle
des rangées. De plus, le langage de contraintes offre ndensent le prédicat binaire de sous-typage,
mais également une famille de prédicats ternaires de gpagi conditionnel. Ensuite, je m'intéresse
a un langage de programmation particulier, doté d’ennegigtnts auxquels on peut appliquer une opé-
ration de concaténation, et j'explique comment attribueetde opération un schéma de types contraint
s(r et précis.

Le chapitre 4 fournit deux applications indirectes de ce méaure théorique. Dans ces deux cas, on
souhaite obtenir, grace au typage, une garantie inhalaitiddns le premier cas, il s’agit de contrdler les
flots d’information a travers un programme purement fomotal. Si la sémantique du langage de pro-
grammation considéré est standard, la propriété souhaisaoir la non-interférence, est inhabituelle,
et n'est pas une propriété de sdreté. Dans le second caagil de contrdler 'acceés aux ressources a
I'aide d’un mécanisme inspiré de celui du langage Java nadiise, ici, la propriété souhaitée, a savoir
la sOreté du typage, est standard, mais la sémantique dagamg programmation considéré est inha-
bituelle, car elle emploie la technique dite d’inspecti@npile. Dans les deux cas, j'emploie un codage
pour réduire le probléme a une formulation standard.

Le chapitre 5 décrit une variante du systéme de types pésenthapitre 2, dont I'objectif est de
contrbler les flots d’information a travers un programmeangétraits fonctionnels et traits impératifs.
Pour résoudre ce probléme plus complexe, I'emploi d’'un gedae semble plus possible. Aussi, je
suis contraint de définir une variante du systéme de typ#taljrélle aussi a base de contraintes, mais
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doté de regles différentes, et plus complexes. Pour déerdatcorrection de ce systéeme, on ne peut
malheureusement plus s’appuyer directement sur les aésigiénéraux du chapitre 2. Néanmoins, les
notions et techniques de preuve requises sont essentgiténchangées.

Le chapitre 6 décrit une extension du systeme de types dit@h@pCelle-ci permet, grace a des
regles de typage plus élaborées, d’'une part, de considéreoulveaux programmes comme bien ty-
pés, ce qui augmente I'expressivité du langage de prograomat, d'autre part, d'attribuer des types
plus précis a certains programmes existants, ce qui perid@noher plus d’erreurs potentielles. Le
trait caractéristique de cette extension est de permettretést dynamique de fournir une information
statique supplémentaire, ce qui se traduit, en termes deagutes, par I'exploitation du connecteur
implication. J'illustre d’abord l'intérét de cette extéms en démontrant qu’elle permet de considérer
comme bien typés tous les programmes obtenus par défoalisiation. Puis, je m’intéresse a la réduc-
tion de I'inférence de types a la résolution de contrairdescause, dans ce cadre, quelques difficultés
nouvelles.

Enfin, le chapitre 7 est consacré a une courte réflexion stat k21 domaine et sur la fagon dont
celui-ci pourrait, selon moi, étre amené a évoluer.



Chapitre 2

Cadre général

Ce chapitre commente une partie du matériau publié dans][1-4

plus influents sont Standard ML, Objective Caml et Hasksli fendé sur la discipline dite de

Hindley [5] et Milner [6]. Hindley a résolu le probleme deriférence de types pour ecalcul
simplement typé en démontrant de facon constructive que gpression admet uype principal Le
A-calcul simplement typé est un systeme de typesiomorphegou une expressioane peut admettre
simultanémengu’un seul type. Néanmoins, le type principaldexhibé par I'algorithme de Hindley,
peut contenir desariables de typese qui indique alors queadmet en fait plusieurs (une infinité de)
types. Ainsi, I'étude de l'inférence de types fait surgiedorme depolymorphismearamétrique, une
notion due & Strachey [7]. L'idée de Milner sera d'intersatila notion de type principal en introduisant
lesschémas de typext en permettant effectivement a une expression d’avoilsamément plusieurs
types. L'inférence de types reste alors possible, et refmgeurs indirectement sur I'unification du
premier ordre, mais le lien semble plus ténu : la notion derearte n'apparait pas clairement dans
les algorithmes proposés par Milner [6]. Le lien entre iafére de types et résolution de contraintes se
renforcera progressivement, au cours des deux décenniesrgisuivre, au fil des propositions visant
a généraliser la discipline de Hindley et Milner pour y inlnire des notions plus complexes, comme le
sous-typage. Petit a petit, les contraintes prennent enceiitral, jusqu’a participer explicitement a la
définition méme des systémes de types héritiers de la diseigé Hindley et Milner aussi bien qu'a la
formulation de leur algorithme d'inférence de types.

Ma thése de doctorat [8], sur laquelle je ne reviendrai pasancernait I'inférence de types en
présence de sous-typage non structurel, et c'est pour@ui@tg¢ amené a étudier de prés le réle des
contraintes dans les systemes de types. Ce chapitre donapeugu de la compréhension que j'en
ai aujourd’hui. Son contenu provient en grande partie dextet écrit en collaboration avec Didier
Rémy [1], et qui vise & donner une présentation moderne déragde types de ML et de ses extensions
a base de contraintes. Il s’agit d'un travail d’expositiorie modernisation d’'idées connues, plus que
de recherche. Néanmoins, parce que I'effort de rédactioé ianportant — la version longue de [1], non
publiée car toujours en friche, atteint deux cents pageparet que ces idées anciennes sont formulées
de facon nouvelle, j'ai souhaité donner a ce travail unegiaportante dans ce mémoire. De plus, cela
me permet de monter le décor, c’est-a-dire d’introduirealdre général dans lequel viendront s’inscrire
les chapitres suivants de ce mémoire. Dans ce chapitrégjégalement quelques travaux de moindre
ampleur auxquels j'ai participé et qui concernent le systétivi(X) [2, 4] et son adaptation au join-
calcul JOINX) [3].

En bref, le contenu de ce chapitre est le suivant. Je m'issérmitialement a la réduction de l'infé-
rence de types vers la résolution de contraintes, d’aboud Ipo\-calcul simplement typé (82.1), puis
pour le systéme de types de Damas et Milner (82.2). Ensietgligue comment les contraintes peu-
vent participer a la définition méme d’un systeme de typegrésente brievement le systéme HK)
(82.3). Enfin, je décris et compare plusieurs facons d’&tibslreté du typage pour un systéeme a base
de contraintes tel que H\X) (82.4).

I E SYSTEME DE TYPESdes langages de programmation de la famille ML, dont les mesribs
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ix:mbe:m I'Fel:mm— 7 I'key:m

I'Fa:I'(x
(z) F'Flxe:m — 7 I'Felea:m

FiG. 2.1 — LeA-calcul simplement typé

2.1 Le \-calcul simplement typé

La définition duA-calcul simplement typé est donnée par la figure 2.1. On we&da définition
inductive d'un prédicat dont la forme généralelest e : 7, oul’ est unenvironnement uneexpression
et7 untype Les expressions sont données par la grammaire

ex=uz|Axe|ee
ol x dénote unevariable Les types sont donnés par la grammaire
Ti=al|lT—T

ol « dénote unevariable de typesUn environnement est une fonction partielle des variabdes les
types. Un triplef” | e : 7 est ditpré-jugementll est ditjugement'il est dérivable d’aprés les regles de
la figure 2.1. Une pairél’, 7) est untypagedee si et seulement 91 - e : 7 est un jugement; c’est un
typageprincipal de e si et seulement si tout autre typage«dg€en déduit par substitution de variables
de types par des types. L'expressioest ditetypablesi et seulement si elle admet un typage.

On sait que, dans I&-calcul simplement typé, toute expression typabposséde un typage prin-
cipal. Ce fait a été démontré, dans le cadre de la logique it@tdire, indépendamment par Curry et
par Hindley [5]. La preuve de Curry est directe, tandis quieae Hindley fait appel a I'algorithme
d’'unification de Robinson [9]. Hindley n’emploie cependpat explicitement la notion de contrainte
d’'égalité : au lieu de cela, il utilise I'algorithme d’unifiion comme une boite noire qui, étant donnés
deux schémas de types arbitraires, produit leur borne mupérau sens de la relation d’instanciation,
dénommédighest common instancsi elle existe. Hindley fait donc implicitement alternéngration
et résolution de contraintes.

Il semble difficile de déterminer avec exactitude a partigdelle période on a pu considérer I'infé-
rence de types pour le-calcul simplement typé comme la combinaison de deux phidesegnération
et de résolution de contraintes. Cette vision s’est prayabht mise en place de facon progressive au
cours des années 1980, a la faveur de I'introduction de @ioéis plus générales, comme les contraintes
de sous-typage [10]. On la trouve, par exemple, de faconquiusoins informelle, chez Clément, Des-
peyroux, Despeyroux et Kahn [11] ou chez Cardelli [12]. Larpiere réduction explicite de I'inférence
de types pour le\-calcul simplement typé a la résolution de contraintes aiégsemble due a Wand
[13].

2.1.1 Une réduction de l'inférence a la résolution de contiiates

Les contraintes engendrées par I'algorithme de Wand sordtitoées d’équations entre types et
de conjonctions, a I'exclusion de toute autre constructida ce fait, Wand ne peut traiter la notion
de variable de typefsaicheque de maniere informelle. Suivant Jouannaud et Kirchngy [& préfere
ajouter au langage de contraintes un quantificateur existece qui permet un traitement élégant et
formel de cette notion.

On peut alors réduire l'inférence de types pouidealcul simplement typé a la résolution de con-
traintes d’égalité de la fagon suivante. Définissons ddlmtangage de contraintes considéré :

Cu=7=7|CAC|3aC

Les contraintes sont formées a partir d'équations entrestgp’aide de la conjonction et de la quanti-
fication existentielle. Leur interprétation logique s feaditionnellement dans l'univers de Herbrand,
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[TFz:7] = T(x)=r7
[TFXze:7] = Fagas.([Tiz:arke:a] Aoy — as=1)
[TFeies:7] = Fa([TFer:a—=7]A[TFes:a])

FIG. 2.2 — Génération de contraintes pountealcul simplement typé

c’est-a-dire dans un modéle d’arbres finis. On pourraitiésrpréter dans un univers d’arbres infinis
ou d'arbres réguliers ; on obtiendrait alors un algorithriigférence pour lex-calcul simplement typé
doté de types récursifs. La résolution de contraintes stanai déterminer si une contrainte doniée
est ou non satisfiable. Les algorithmes de résolution uglé]procédent par réécriture vers une forme
dite résolue laquelle permet, si on le désire, d’exhiber aisément ufiaaeur principal.

A chaque pré-jugemerit I e : 7, ol le domaine d& contient les variables libres de on peut
associer une contrainte, notfle - e : 7]. La définition de cette contrainte se fait par induction sur |
structure de I'expression et est donnée par la figure 2.2.

Il est entendu que les variables de types a» et o doivent étre prisefraichesvis-a-vis del’
et 7, c'est-a-dire non libres daris ou . Ce critere de fraicheur est formel, car exprimable de fagon
locale. On pourrait I'expliciter en ajoutant la conditioa blorda , ao, a ¢ ftv(T', 7), ou encore, suivant
Gabbay et Pitts [15], en écrivarty; as. o an etha.Ja au lieu deda; as et da, respectivement. (Le
guantificateut appartient aunéta-langageet lie la méta-variablex, tandis que le quantificatedr
appartient au langagsbjet, c'est-a-dire au langage de contraintes, et lie la varidblypesdénotégar
la méta-variablev.) On notera que toute variable libre ddiist- e : 7] est nécessairement libre ddns
ou dansr.

On peut alors démontrer les propriétés suivantes :

Théoreme 2.1 ¢ est solution ddI" F e : 7] si et seulement $ipI, ¢7) est un typage de. o

Corollaire 2.2 Soit« une variable de types arbitraire. Sdit un environnement associant a chaque
variable libre danse une variable de types arbitraire distincte et distinctecdeAlors e est typable si
et seulement iI" - e : «] est satisfiable. De plus, si est solution principale déI" - e : o], alors
(o1, par) est un typage principal de o

Ces résultats montrent tout d’abord que I'on a réduit Iiefice de types, c'est-a-dire la question
de savoir si un terme est typable, a la résolution de coésic’est-a-dire a la question de savoir si
une contrainte est satisfiable. De plus, ils prouvent quedalcul simplement typé admet I'existence
de typages principaux :

Corollaire 2.3 Sie est typable, alore admet un typage principal. o

Cette propriété signifie qu'il est possible d’analyser uxgressiore hors de son contexiet d'in-
férer non seulement le type de son résultat, mais égalee®nkigences qu’elle porte sur son environ-
nement. Elle a donc des applications en termes d’analyseairdpilation séparées [16, 17]. Elle n'est
malheureusement pas satisfaite par le systéme de types ¢dgvviendrai sur ce point (§2.2.1).

Il est aisé de vérifier que la contraintB F e : «] du corollaire 2.2 est de taill®(n), oun est
la taille dee, et peut étre construite en tem@s$n) ou O(nlogn), selon la fagon dont les variables et
I'environnement sont représentées. Un algorithme d'waiiic classique, tel que celui de Huet [18],
fondé sur la structure dhion-findde Tarjan [19], permet d’en déterminer la satisfiabilité emps
O(na(n)). (Lalgorithme d'unification linéaire de Paterson et Wegnf20] ne m'intéresse pas ici, car
il n'est pas incrémental et ne sera plus utilisable dansdescde ML.) La complexité de I'inférence de
types pour le\-calcul simplement typé est dodt(n log n) au pire.

2.1.2 Une seconde réduction de l'inférence a la résolution

Dans les paragraphes précédents, j'ai décomposé le prelérinférence de telle fagcon que la
notion d’environnement, sa construction et sa consuttationt entierement locales a la premiére phase,
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[t:7] = z=7
[Me.e: 7] = Fayas.(def z:aqinfe: as] Aoy — as =7)
[eres: 7] = 3a.(fer:a— 7] Afes:a])

FIG. 2.3 — Génération de contraintes pountealcul simplement typé (variante)

a savoir la génération de contraintes. La seconde phaségctire la résolution de contraintes, n'a plus
de notion d’environnement, puisque cette notion n'app@as dans la grammaire des contraintes. Or,
il est possible, si on le souhaite, d'effectuer la décontgmsde facon légérement différente, de sorte
gue la notion d’environnement soit, au contraire, propi@seconde phase.

Pour cela, j'enrichis la syntaxe des contraintes :

Cuo=...lz=7|def z:7inC

J'autorise a présent des variablea apparaitre libres dans les contraintes. Par conséqlimter,dréta-
tion logique des contraintes se fera non seulement vis-d*une valuatiors, qui a chaque variable de
typesa associe un élément du modéle dans lequel sont interprétégles, mais également vis-a-vis
d’'une seconde valuatiop, qui a chaque variable associe un tel élément. J'introduis deux nouvelles
formes de contraintes, dotées de l'interprétation suevdtiéquationz = 7 est satisfaite par les valua-
tions ¢ et si et seulement six et ¢ coincident. La contraintéef « : 7 in C est satisfaite pap ety
si et seulement €1’ est satisfaite pap ety)[z — ¢r].

L'expressivité du langage de contraintes n’est guére tffepar cette extension. En effet, on peut
vérifier que la loi d’équivalence

def 2 : 7in C = [7/z]C

est validée par cette interprétation. (Deux contraintes équivalentes si et seulement si elles sont sa-
tisfaites par les mémes valuations.) En d’autres termesnatructiordef est une forme de substitution
explicite. Elle peut étre considérée, dans une certain@mesomme un sucre syntaxique : en effet, si
une contraint&’ n’a aucune variable libre, alors la loi ci-dessus, oriextggauche a droite et considé-
rée comme une regle de réécriture, permet de réécram une contrainte équivalente et exprimée dans
la syntaxe initiale. Le gain d’expressivité réside doncglbexistence de contraintes comportant des
variables libres : par exempléq.(z1 = a A 22 = «) exprime le fait que les variables etx, doivent
avoir le méme type. On peut également éctire- 7, A x = 75, Ce qui pourrait rappeler la notion de
type intersectiofi21, 22] ; cependant, d’apres l'interprétation ci-desseste contrainte est équivalente
ax = 71 A1 = 2. Nous ne quittons donc pas le cadre simplement typé, ou &miik (variable ou
expression) est monomorphe.

On peut a présent proposer une seconde réduction de I'mtiéide types pour I&-calcul simple-
ment typé a la résolution de contraintes. Elle est donnélafigure 2.3, ou apparait la définition d’une
fonction qui a toute expressianet & tout typer associe une contrainfe : 7]. Notons que la notion
d’environnement a disparu ! La consultation de I'envirameat, qui permettait d’engendrer une égalité
de la formel'(x) = 7, a été supprimée, et on engendre a présent I'égalité 7, ou le nomx n’est
pas résolu. L'extension de I'environnement, nofée : «; et employée pour associer le type a la
variablez lors de I'analyse d’'ung-abstraction\z.e, a également disparu. A présent, I'analyse du corps
e de I'abstraction produit une contrairftie: «,] dans laquelle peuvent apparaitre des occurrences libres
dez. On leur donne un sens a posteriori en enveloppant cetteagmetdans le contextief = : oy in [].

Quels sont les avantages de cette présentation vis-a-viagfgoche initiale ? On peut en citer
plusieurs, tous relativement mineurs. D'abord, la spéatific est maintenant plus abstraite. Le solveur
de contraintes peut choisir de procéder initialement a limer&tion desdef par substitution, comme
suggéré plus haut, et on retrouve alors essentiellemggrbahe initiale. Ou bien il peut adopter une
autre stratégie de réécriture, par exenfétom-up et on obtient alors un algorithme différent. Ensuite,
le corollaire 2.2 peut étre reformulé de fagcon légeremerst pimple, car on n'a plus besoin de construire
explicitement un environnemehtconstitué de variables fraiches distinctes :
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F'ke:o Dix:obey:T 'ke:r a # ftv(I) I'te:Var
F'Fletz=ejines: 7 I'ke:Var I'ke:[7T/a]T

FIG. 2.4 — Le systeme de types de Damas et Milner

Théoréme 2.4 Soita une variable de types arbitraire. Aloesest typable si et seulement[si: o] est
satisfiable. o

Dans le cas olie : o] est satisfiable, un typage principal eeeut étre reconstruit de fagon simple
a partir d'une forme résolue de cette contrainte. Par exenyple forme résolue de: + 1 : «] est
x = int Aa = int, d’ol on peut déduire qu'un typage principalde 1 est(x : int, int). Je ne détaille
pas ici cette construction.

Dans le cadre din-calcul simplement typé, donc, les deux réductions dediieice de types vers la
résolution de contraintes proposées plus haut ne diffenemtle facon cosmétique. Le véritable intérét
de la seconde réside dans le fait qu’elle seule se génééddigamment dans le cadre de ML (§2.2.2).

2.2 Le systeme de Damas-Milner

Le systeme de types de ML, défini par Milner [6] puis par Dantadiier [23], étend leX-calcul
simplement typé en permettant I'attribution d’'schéma de types’est-a-dire d’'un type polymorphe,
aux variables dont la définition est connue, c’est-a-direvamiables liées par une nouvelle construction
let:

ex=...|ledz=cine

Par opposition, les variables liées parc’est-a-dire les arguments formels de fonctions, peunerd-
voir une valeur arbitraire & I'exécution, donc sont consgddéeomme n’ayant pas une définition connue,
et devront rester monomorphes.
Un schéma de types est un type dans lequel certaines varidbleypes ont été universellement
guantifiées :
o =Va.r

Le systéme de types de Damas et Milner est obtenu en ajoulantédinition dui-calcul simplement
typé (figure 2.1) les reégles de la figure 2.4.

2.2.1 Les algorithmes/V et J

Lintroduction du polymorphisme rend le probléme de I'irdace de types plus complexe. D’'un
point de vue théorique, d’abord, sa complexité augmentsilsement, puisqu’il devienbExXPTIME-
complet [24, 25]. D'un point de vue plus pragmatique, emsilie longtemps semblé difficile de donner
une description claire de I'algorithme d’inférence de typeur le systéme de types de Damas et Milner.
Les deux algorithmes équivalents donnés par Milnenfggt 7, sont assez tortueux, car ils entremélent
des appels & un algorithme d’unification sous-jacent, degositions et applications de substitutions,
et des opérations de généralisation et instanciation dinmszh de types, qui demandent de déterminer
si certaines variables de types apparaissent ou non lilareslgnvironnement courant. De plus, pour
une raison que je ne m'explique pas, la postérité semble es@nu)V, alors ques est présenté —
avec raison! — par Milner comme plus simple. Toutefois, kspntation par Jones [26] de I'inférence
de types pour Haskell contient en son coeur une implémentaéid .

Afin d'illustrer ces propos, voici une définition ¢, issue d'une version de mes notes de cours de
DEA [27], et relativement proche de celle de Milner. Elleppaie sur une fonctiomgu(-), qui a une
conjonction de contraintes d’égalité associe un unifiggigncipal ou bien échoue. Je ne rappelle pas la
définition classique de cette fonction, qui satisfait lesppiétés auxiliaires suivantes : (i) toute variable
de types fraiche vis-a-vis dg est fraiche vis-a-vis degu(C) ; et (ii) mgu(C') est idempotente.
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fresh = doacV
doV —V\{a}
return a

J(T+x) = letVay...ap.7=T(x)

doaf,...,al, =fresh,..., fresh
return [a] /a7, (1)
JTF Azx.eq) = doa =fresh
dor =J(2:ate)
return o — m;

j(FFeleg) = dOTlij(erl)
dOTQ :j(FFSQ)
do o = fresh
60 6 — mgu(d(r1) = 3(r> — ) 0 6
return o
j(l"l—letac:el ineg) = d0T1 :j(l"l—el)

let o =V ftv((T)).¢(1)
return 7(T;z : o F e3)

FiG. 2.5 — L'algorithme7

Pour plus de lisibilité, I'algorithme est présenté dans tyresd’apparence impérative : il emploie
deux variables globales et V. ¢ est lasubstitution courante initialement I'identité, elle représente
l'unificateur principal des équations résolues jusquiciest un ensemble arbitraire mais infini de va-
riables de types : a chaque fois que I'algorithme a besoinaitariable de types « fraiche, » il la choisit
dansV et I'en retire. D'un point de vue formel, on peut considéree ¢ etV sont deux parametres et
deux résultats implicites de I'algorithme, lequel devielatrs purement fonctionnel. La syntaxe d’appa-
rence impérative que j'emploie n’est en fait autre que latomn do de Haskell [28].

L'algorithme accepte un environneméhnét une expression Il produit un typer ou bien échoue. Il
satisfait les invariants suivants : i)est de la formengu(C') pour une certaine contrain€e; (ii) aucune
variable d&// n’apparait libre dan€’, dansl’, ou dans le type résultat Ces invariants entrainent d’'une
part queg est idempotente, d'autre part qlieest frais vis-a-vis de. L'algorithme est défini par la
figure 2.5.

La facon dont la substitution couranteest mise a jour, a la quatrieme ligne du cas de I'application,
est telle que, sp était initialement I'unificateur principal d’'une contrééC, alors il est, aprés la mise
a jour, l'unificateur principal de la conjonctiofi A 71 = 72 — «. Cela incite a penser que, au lieu
de mémoriser une substitution couragten pourrait mémoriser une conjonction d’équations cairan
C, et en repousser la résolution a plus tard. En fait, a quel emb@-t-on besoin de calculéret de
I'appliquer ?

La réponse apparait un peu plus bas, dans le cas de la caiostiec On y construit un schéma
de typess obtenu a partir du type(7;) en quantifiant universellement toutes les variables destype
n'apparaissent pas libres dapd). (J’emploie ici la notatiorva pour quantifier toutes les variables
de typesa I'exception dex.) On voit mal ici comment construire sans exhibey, donc sans résoudre
C. C'est peut-étre pour cette raison qu’on a longtemps cénsique, dans le cas de ML, génération et
résolution de contraintes devaient alterner et ne pout/gias étre entierement séparées. Or, on verra
bientdt (§2.2.2) que cette croyance n’avait pas de véatedkon d'étre.

Que dire de la preuve de I'algorithnggé? On peut établir successivement les propriétés suivantes :

Théoréme 2.5 (Correction) Si J (' F e) termine dans I'étaf, V') et renvoier, alors¢(I') - e : ¢(7)
est un jugement. o

Théoreme 2.6 (Complétude)SoitT" un environnement de typage. S@it, ;) un état satisfaisant les
invariants de I'algorithme. Supposons donfig®t, tels quedyéo(I') - e : 7 Soit un jugement. Alors,
I'exécution de7 (T - e) & partir de I'état initial (¢o, Vo) réussit. Soients;, V1) son état final et
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le type renvoyé. Alors il existe une substituttgrielle quedy ¢y et ¢1 coincident en dehors dé, et
telle query s'écrit 0191 (m1). o

Si le premier énoncé ci-dessus est simple et se prouve aisgraeinduction structurelle, il n’en
va pas de méme du second. Cet énoncé est difficile a déch@fmerme on peut I'imaginer, sa preuve
est lourde [27] et, ce qui est plus grave, la lecture de cetave n'éclaire en rien, a mon avis, le
fonctionnement de I'algorithme.

A titre de remarque historique, il est intéressant de notay, ggendant de nombreuses années,
'unique preuve de complétude d#& est restée celle de Damas [29], qui n'a été que trés peu é&fus
Il semble gu'il a fallu attendre les années 1990 pour que getiuve soit plus largement publiée [30]
puis mécanisée [31-33].

On peut également noter que les preuves des algoriththes, ou d'une variante telle quat [34]
se révelent suffisamment différentes dans la forme, méredantl est identique, pour ne guére pouvoir
partager que quelques lemmes préliminaires. L'approchesa He contraintes que je décris plus loin
(82.2.2) est supérieure en ce que la preuve du générateanttaiotes est réalisée une fois pour toutes.
Les différents algorithmes classiqu#g, 7 et M, correspondent alors simplement a diversestégies
de résolution de contraintes, dont la preuve de correctigst pas difficile.

Posons quelques définitions. Un typddjé ) estrelatif aT" si et seulement si sa premiére compo-
santel” est instance dE. Un typage de estprincipal relativement " si et seulement si il est relatif a
T et tout typage de relatif aT" en est une instance. Alors, on peut tirer des deux théoréeraeégents
la conclusion suivante.

Corollaire 2.7 (Principalité) L'évaluation de7 (T |- e) réussit si et seulement siadmet un typage
relatif aT". De plus, sip; et sont les résultats produits par I'algorithme, alofg, (T'), ¢1 (1)) estun
typage de: et est principal relativement B. o

Il est instructif de comparer I'énoncé de ce corollaire azelaii du corollaire 2.3. Dans le cas du
A-calcul simplement typé, I'algorithme d’inférence ac@éppour seul argument I'expressienet en
produisait un typage principal ou bien échouait. Dans leleddL, I'algorithme 7 attend non seulement
e mais également un environnemdntet produit un typage de principal relativement aI’, c’'est-
a-dire principal uniguement parmi les typageseddont la premiére composante est instancd'de
La recherche ne se fait donc que dans une partie de I'espadymiges de. Pour cette raison, on
dit traditionnellement que le systéeme de types de Damas keteMi’a pas la propriété ddgpages
principaux mais que néanmoins il a la propriété dgges principauxPour plus de détails, on pourra
consulter [16, 17].

On pourrait bien sdr fournir a I'algorithme un environnern&nconstitué¢, comme dans le corol-
laire 2.2, de variables de types distinctes. Si tout envieoment était instance d'un tE| comme c’est
le cas pour le\-calcul simplement typé, alors I'algorithme produirait typage principal. Malheureu-
sement, tel n'est pas le cas, car un schéma non trivial n&stnstance d’'une variable de types : par
exemple, le schéma de types.5 — [ n'est pas instance de (LetypeS — [ estinstance de.) En
d’'autres termes, en fournissant a I'algorithpien tel environnemerdt, on lui impose en fait d'attribuer
un type monomorphe a toutes les variables qui apparaisbegs Hang. Pour que I'une d’elles puisse
se comporter de fagon polymorphe, il faudrait que I'envirement initiall” attribue a cette variable un
schémade types non trivial. Pour résumer, I'algorithme est intdgal’'inférer la nécessité d'attribuer
un type polymorphe a une variable libre.

2.2.2 Une approche a base de contraintes

Les algorithmes/V et J emploient I'algorithme d’unification comme une boite noipa, étant
donnés deux types arbitraires, produit leur unificateurgipal (mnost general unifigr Les algorithmes
sont présentés de telle facon qu’'un appelgu(-) semble nécessaire au moins a chaque netu@hez
Milner, donc, comme chez Hindley (§2.1), on a alternancdigitp entre génération et résolution de
contraintes. Or, pour des raisons de modularité et de diogilon conceptuelle, on souhaiterait séparer
ces deux phases.
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[x:7] = z=7
[Me.e: 7] = Fagas.(def 2:aqinfe: ax] Ay — ag =7)
[erez: 7] = Fa.([er:a— 1] Afe2:a])
lletz=e1iney:7] = letz:Vaer: a]].aines: 7]

FIG. 2.6 — Génération de contraintes pour le systéme de typean@a®et Milner

Il est intéressant de noter que les présentations classape extensions de ML a base de con-
traintes, comme HNIX) [35], souffrent du méme probléme, quoique de fagon moinsnsgihle. Dans
HM(X), la création d’'un schéma de types n’exige pas, en appararmésolution de la contrainte cou-
rante, car les schémas de types sont de la for@j€’].7, ou la contrainte”’ n’est pas nécessairement
sous forme résolue. Mais, en réalité, parce que la contr@iseradupliquéea chaque fois qu’on voudra
obtenir une instance du schéma ainsi créé, il est importat'csoit résolue et simplifiée préalablement
a la création du schéma. La présentation originale de Iffgne d'inférence de types pour H\W)
fait d'ailleurs alterner génération et résolution [35].

La solution que je propose a présent, qui est tirée de [1]Ja@eges contraintedef, similaires a
celles introduites en §2.1.2. Elle est applicable aussi dans le cas du systéme de types de Damas
et Milner que dans le cas de HM). Je me limite ici au premier, et dirai plus loin quelques nthis
second (§2.3).

L'idée est d’enrichir le langage de contraintes considér&21.2 en autorisant une variabtea
dénoter non seulement un type, mais plus généralement émsoatie types. La syntaxe des contraintes
et des schémas de types devient alors :

c

g

T=7|CAC|3a.C|lz<T7|def z:0inC
Va[C).m

Linterprétation logique des contraintes se fait a présené-vis d'une valuation qui a chaque variable
de typesy associe un élément du modéle dans lequel sont interprétégples, comme précédemment,
et vis-a-vis d’une valuatiogh qui a chaque variable associe urensemblele tels éléments. Un schéma
de types est en effet interprété comme un ensemble d'élémdemhodéle. La contrainte< 7, que I'on
peut lire « le typer est instance du schéma» est satisfaite pat et si et seulement ghr est élément
de«z. La contraintedef = : o in C est satisfaite pap et si et seulement s’ est satisfaite pap
etz — ;f(a)], ou I’interprétation;f(a) d’un schémar est définie comme suit : i s’écritVa[C].T,
alors son interprétation est I'ensemble ¢gés, ou ¢ et ¢’ coincident hors da et ¢’ ety satisfontC.

Encore une fois, I'effet des définitions ci-dessus, qui petrgembler techniques au premier abord,
est uniquement de valider la loi d’équivalence

def z:0inC = [o/z]C

La constructiordef n'est donc qu’une forme dsubstitution explicitePour donner un sens a la loi ci-
dessus, il faut toutefois préciser la signification de laugsecontrainter < 7, que 'on peut lire « le
typer est instance du schéma» qui peut apparaitre lorsqu’on remplacearc dans une contrainte
de la formex < 7. Pour cela, il suffit d’indiquer comment cette contrainteisterprétée o < 7 est
satisfaite pap et si et seulement s+ est élément de I’ensembIQa). De facon équivalente, on peut
également considérer cette contrainte comme un sucrexgyuéa: en effet, st s’écritvVa[C].7/, et si

@ est frais vis-a-vis de, alorso < 7 est équivalente da.(C' A 7 = 7). En d’autres termes, le type
est une instance du schéma contr&i®iC].7’ si, pour une certaine valeur des variabfesatisfaisant
C, 7’ coincide avee.

Grace a ce langage de contraintes étendu, il est a présesiblpason seulement d’exprimer des
schémas de types contraints, ce qui permet, comme dar(sXhiMle construire un schéma de types
sans devoir au préalable appeler I'algorithme de résalutitais également de faire référence a un tel
schéma a travers une variablece qui évite de devoir ldupliquerimmédiatement a chaque fois que
I'on désire en obtenir une instance.
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Nous sommes donc en mesure d’exprimer un algorithme de &éaréde contraintes pour le sys-
téme de types de Damas et Milner dans le méme style que cploséen §2.1.2 (figure 2.3). Le nouvel
algorithme est donné par la figure 2.6. Les trois premiegeeB sont identiques a celles de la figure 2.3,
modulo le remplacement de= 7 parx =< 7, pour refléter le fait que dénote a présent un schéma et
queT peut alors en étre une instance arbitraire. La principalyeauté réside dans la quatrieme ligne.
En premiére lecture, on peut considérer la constru¢gipnon encore définie, comme synonymeldi
L'algorithme construit d’abord le schéma de typgs= Va|[e; : a]].c, oU« est une variable de types
arbitraire, schéma qui est principal payr. La contrainte qui exprime qu& est bien typée, a savoir
[e2 : 7], peut contenir des occurrences libresid&lle est donc placée dans le contebeter : o in [],
de fagon a ce que ces occurrences dénotent le schig¢ma

En realité, siet était défini comme synonyme dief, cet algorithme de génération de contraintes
ne serait pas tout-a-fait correct. Dans le cas particulier @’apparait pas libre dans, la contrainte
def z : Va[[e; : af].« in [es : 7] est équivalente e, : 7], et ne garantit donc pas que est bien
typée. On introduit donc la constructidet = : o in C en tant que sucre syntaxique palaf x :

o in (3a.x < a A C). On peut alors vérifier que la contraif = : Va([e; : of].a in Jeq : 7]
implique3a.[e; : «f, et garantit donc que; est bien typée.

On peut démontrer la correction et la complétude de cet ithgoe de génération de contraintes
vis-a-vis de la spécification du systéme de types de DamagdrgiVEn voici un énonce :

Théoreme 2.8 SoitI" un environnement de domaifige). L'expressiore est bien typée relativement a
I si et seulement glef T in Ja.[e : o] est satisfiable. o

Il est important de noter que I'algorithme de génération aletraintes est de complexité linéaire.
En d'autres termes, la décomposition modulaire entre géinéret résolution de contraintes peut étre
effectivement employée comme technique d'implantation;entraine aucun surco(t asymptotique.

L'emploi des constructiondef oulet a précisément pour but de permettre I'expression d’'une con-
trainte de taille linéaire. (Rappelons, en effet, que Iéunigation par expansion naive pourrait provo-
guer une croissance exponentielle de la taille de la coniériCette technique semble due a Miller
[36]. Elle a indépendamment été employée par Gustavssoveenfhgsson [37], dans un cadre ou le
seul prédicat de base est une relation de sous-typage aemi@bles dénotant des atomes. Gustavsson
et Svenningsson démontrent que, dans ce cadre précisalégsr qui consiste a simplifier le corps
d’une définitionlet avant de la dupliquer méne a un algorithme de complexitégaehil’ explosion
exponentielle est donc entierement évitée. Malheureuseroe résultat ne s'applique pas au cas ou
les contraintes de base sont des équations entre termegueuée probléme de satisfiabilité est alors
nécessairememexPTIME-difficile, de par I'existence méme d’'une réduction de Brénce de types
pour le systeme de types de Damas et Milner vers lui. NéarsnMicAllester [38] propose un ré-
sultat de complexité original : sous la double hypothéselgsidypes inférés sont de taille bornée et
gue le programmeur n’imbrique pas les constructihs gauche au-dela d’une profondeur bornée,
les contraintes engendrées peuvent étre résolues en tarépsd. Cette hypothése peut étre discu-
tée ; néanmoins, ce résultat semble expliquer pourqudét@mce de types pour le systéme de types de
Damas et Milner peut étre effectuée de facon « efficace eigpeat»

On pourrait mettre en doute l'intérét de I'approche a baseaigraintes en argumentant que mon
langage de programmation n’a que quatre constructiongablar abstraction, application kt), tan-
dis que mon langage de contraintes en a autant, voire plust{éq, conjonction, quantification exis-
tentielle, instanciation et constructidet). Cela signifie-t-il que I'emploi d’'un langage de contraist
n'éclaire en rien le probleme de I'inférence de types ? N&ajolt de produits et de sommes, de types
algébriques, de références, d'exceptions, pour citeiggestuns des traits du langage ML, ne nécessite
aucune extension du langage de contraintes. L'ajout dad#tet de certaines formes d’annotations de
types en demande deux extensions mineures [1]. Dans le ¢asamgage de programmation considéré
est un langage réel, donc, le passage par le langage deiotagnaermet une réelle simplification du
probléme.
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2.2.3 Quelgues mots de la résolution des contraintes

Un algorithme de résolution de contraintes est généraleprésenté sous la forme d'un systeme
de réécriture. Pour en démontrer la correction, on étabiis propriétés, a savoir : (i) toute étape de
réécriture préserve l'interprétation logique de la canteg; (ii) le systeme de réécriture est fortement
normalisant; et (iii) il est immédiat de décider si une fomeemale (dite formeésolug est satisfiable
ou non.

L'un des intéréts de I'approche & base de contraintes esskillité de définir plusieurs algorithmes
de résolution distincts, qui correspondent souvent aréiffées stratégies au sein d’'un méme systeme de
réécriture. Ces différents algorithmes partagent alonsdeme preuve de correction.

Le langage de contraintes considéré ici est constitué dogdge noyau, contenant les équations
entre termes, la conjonction et la quantification exisedletj et enrichi par un mécanisme de substitution
explicite, représenté par la constructil@h et par les contraintes d’instanciation. Il est donc naturel
de définir un systéme de réécriture, de fagcon modulaire, @tansombinaison d’un solveur pour le
langage noyau et d’'un jeu de regles dédiées a la gestion Heststions explicites. Le premier n'est
autre qu’un algorithme d'unification du premier ordre, etipa étre arbitraire; on doit néanmoins
supposer connue la structure de ses formes résolues. Lredseffectue les opérations connues sous les
noms de « généralisation » et « instanciation » dans les imgilans classiques de ML.

La facon la plus naturelle de traiter les contraid®st celle implicitement employée par les algo-
rithmes et 7 de Milner, ainsi que par Rémy [39], Muller [36] ou Gustavssbisvenningsson [37] :
étant donnée une contraint « : o in C, on simplifiera d’abord le schéma afin de lui donner la
forme la plus compacte possible, avant d'éliminer la camsion let en remplagant toutes les occur-
rences de: paro dansC. Le fait de simplifiers préalablement a sa duplication permet une économie.
Simplifier un schéma consiste, au minimum, a résoudre laaoté qu'il contient. On peut néanmoins
aller plus loin, notamment en diminuant le nombre de vaeislgle types universellement quantifiées,
puis en déplacant certaines contraintes de l'intérieurcthérmma vers I'extérieur de la constructitab,
ce qui évite de les dupliquer. Ces idées, dues a Rémy [39]dserloppées en détail dans [1, §8]. Une
implantation efficace de ces techniques nécessite d'a&socihaque variable de types amg entier.

Ce mécanisme, imaginé par Rémy [39] et redécouvert par Ms#dl [38], peut étre compris en termes
logiques : le rang d'une variable de types indique le poinelé est liée. Diminuer son rang revient
alors a déplacer son lieur vers le haut au sein de la corgraoirante, donc a effectuer une extrusion
de portée.

Une stratégie de résolution alternative consiste a trigecontrainteset différemment selon que la
variablex concernée est liée pamou paret dans le programme initial. Dans le premier cas, la conaint
def x : 7 in C est traitée par élimination de la constructidef aprésrésolution de la contraint€'.
Dans le second cas, la contraimée « : o in C est traitée par simplification de puis élimination
de la constructionet préalablement I'analyse deC, comme plus haut. Cette approche alternative
correspond a I'algorithme PTL de Mitchell [40], et a été enygle dans certains autres travaux [41-43].
Un de ses intéréts, selon Chitil [43], serait de faciliteloealisation interactive des erreurs de typage,
en empéchant le solveur de contraintes de propager l'irfbom de fagonransversalevis-a-vis de la
structure d’'arbre du programme.

2.2.4 Discussion

L'approche modulaire de I'inférence de types peut étreéqeréte. Voici par exemple ce qu’écrivait
I'un des relecteurs de [1] a propos de ma présentation daregstie types de Damas et Milner :

Votre approche sépare joliment le probléme en deux : la g#iwT et la résolution de
contraintes. Cependant, il semble que cette division névia peu a séparer 'Empire State
Building en deux : le bouton de porte et le reste du batimemgénérateur de contraintes
est presque trivial tandis que le solveur semble vraimantpcompliqué.

I me semble qu’on peut argumenter, en réponse, que si lagi@méde contraintes semble « triviale, »
c’est justement parce qu'elle a été bien comprise, et eX§@ioans un formalisme aussi naturel et
concis que possible. De ce fait, et par contraste, la desarigdu solveur de contraintes peut sembler
complexe, surtout si I'on s’attache a décrire de fagon fdlenae implantation efficace. Néanmoins, la
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spécificationdu solveur reste simple, parce que la satisfiabilité d’'umgramte a été définie de fagon
directe, a I'aide d’un modéle logique.

On pourra comparer mon approche a une autre plus classiguee les algorithmesy et 7 de
Milner [6] : bien que 'accent n'y soit pas mis sur l'efficagjtet bien que I'algorithme d’unification y
soit employé comme une boite noire séparée, leur définisblom d'étre simple.

En conclusion, je prétends donc que s'il est vrai, a I'hecteelle, que le gros de la difficulté réside
dans la conception d’un solveur de contraintes efficace,estlaussi le fruit de I'effort théorique qui a
été fourni pour offrir, en amont, un cadre général au typagasa de contraintes.

2.3 Le systeme HMX)

J'ai jusqu’ici employé les contraintes uniquement commmegydae intermédiaire pour l'inférence
de types. Or, elles ont également et simultanément ét&adsi pour augmenter I'expressivité de la
discipline de Hindley et Milner. En effet, il doit étre cldirprésent que celle-ci se préte a une générali-
sation : plut6t que d’employer un langage de contrainteddaxclusivement sur I'égalité entre types,
pourquoi ne pas exploiter d’autres prédicats de base ? Qrppeexemple songer a remplacer la rela-
tion d’égalité par une relation d’ordre, communément appsbus-typagepour plus de flexibilité. On
peut également songer a faire apparaitre des prédicatsaads dans les schémas de types associés a
certaines opérations primitives, comme dans le casypesclassede Haskell [28, 44-46].

Lintroduction de sous-typage demande une trés Iégérefivatibn de I'interprétation des schémas
de types : un schéma sera interprété non plus par I'enseraldeslinstances, mais par la cléture su-
périeure de celui-ci vis-a-vis de la relation de sous-tgpdleci garantit que < 7 A 7 < 7/ entraine
x = 7. Les régles de génération de contraintes (figure 2.6) regbiégalement une modification mi-
neure, a savoir le remplacement du symbslpar < dans la seconde ligne. L'introduction de prédicats
de base autres que le sous-typage, quant a elle, ne néeessitee modification des régles de génération
de contraintes.

La généralisation de l'algorithme d'inférence de typesdssic immédiate, au moins en ce qui
concerne le générateur de contraintes. (L'adaptation thkewopeut étre une autre paire de manches,
car la conception d'un solveur efficace est habituellemerg tiépendante des détails de la syntaxe
et de l'interprétation des contraintes.) Naturellemdrfaut généraliser également la spécification du
systéeme en termes de regles de typage, de maniére a ce qaeliatrde correction et de complétude
du générateur de contraintes vis-a-vis de la spécificatiydtéme (théoréme 2.8) soit préservé.

Pour cela, on enrichit la forme des pré-jugements de typatgue ajoutant une nouvelle hypothése :
une contrainte. Les pré-jugemeriist- ¢ : o du systeme de types de Damas et Milner sont donc
remplacés par des pré-jugements de la foth€ + e : 0. De plus, les schémas de typessont
maintenant contraints : leur forme est celle introduite 212 2.

Rétrospectivement, on peut considérer I'absence de toateainte dans la spécification du systeme
de types de Damas et Milner comme un accident syntaxiqueaiDgue toute contrainte d’'unification
satisfiable admet un unificateur principal, I'informati@ntenue dans une contrairtiese résume a une
substitutione, que I'on peut appliquer B et ac. De ce fait, faire explicitement figurer une contrainte
dans les jugements du systeme de types de Damas et Milnepogr@raucune expressivité supplé-
mentaire au systeme. Cependant, lorsqu’on généralisedad® de contraintes, cette propriété est en
général perdue. C’est pourquoi il est alors nécessairglidiber la présence d’une contrainte dans les
jugements, et, par suite, dans les schémas de types.

Les systémes de types dont la spécification méme fait apygal@iotion de contrainte sont nom-
breux [10, 35, 41, 47-59]. Une version que I'on peut congidéomme définitive, car suffisamment
élégante d’un point de vue logique, est le systeme(MW[35], dont la figure 2.7 propose une défini-
tion.

Les six premiéres régles sont celles du systeme de types miaDet Milner, généralisées pour
admettre une hypothesge La septieme régle autorise I'emploi du sous-typage, el@st communé-
ment appelée régleU® ou régle de sous-typage. Le symbbley dénote I'implication de contraintes
(entailmen}. La derniére regle permet 'emploi de la quantificationsetielle pour expliciter le fait
que certaines variables de typesont locales a une sous-dérivation.
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N(z)=0 ClF 3o CTiz:mbe:m Clke:m — 1 CI'key:m
Clkzx:0 CI'FAze:m — 1 C.I'kejey:m
CTkey:o Cliz:obey:T CADTkFe:T a # ftv(C,T)

CThlegx=eliney: 7 C A3Ja.D, Tk e:Va[D].r

C,T'Fe:VaD].r Clke:r ClFr<7 Cl'ke:o a # ttv(T, o)

CADTFe:T CTke:7 Ja.CTke:o

FIG. 2.7 — Le systeme HX)

La regle de sous-typage est I'unique regle ou la présenaeedontrainte dans les jugements est
exploitée de facon essentielle : la contraiGtest ici I'hypothese qui affirme que est effectivement
sous-type de’. (Ces deux types pouvant contenir des variables de typesditionr < 7' n'aurait
guere de sens dans l'absolu.) Les autres régles se coriteptéransmettre cette hypothése. Dans la
regle de généralisation, le fragmentde la contrainte courante qui concerne les variables giséega
a devient partie intégrante du schéma de typefD].7 nouvellement créé. La manceuvre inverse est
effectuée lors de l'instanciation d’'un schéma de types.

Un pré-jugement, T" | e : o est un jugement si et seulement si il est dérivable d’apsaigles de
la figure 2.7 eC est satisfiable. Une expression bign typéedans I'environnemert si et seulement
si il existe un jugement de la forn®, I' - e : o, ou bien — c’est équivalent — si et seulement si il existe
un jugement de laform€,I"' F e : .

La définition originale de HNIX') [35] suppose que le langage de contraintes inclut les dotes
de sous-typage, la conjonction et la quantification extsbte. Toutefois, rien n'empéche d'y ajouter les
contraintedet que j'ai définies plus haut. Il est alors possible, si on lensdte, de reformuler les regles
de typage de telle sorte que I'environnemEnt’est plus nécessaire. Cette reformulation est effectuée
dans la version longue de [1], non encore publiée, et estigsde en exercice au lecteur intéressé.

On peut démontrer que les régles de génération de consamtguées plus haut sont correctes et
complétes vis-a-vis de la spécification du systéme(lHY L'énoncé, dont la démonstration n’est pas
difficile, est le suivant :

Théoréme 2.9C.T' I e : 7 est équivalent &' I- def " in [e : 7]. o

Il découle de ceci qu’une expression clesest bien typée si et seulement si la contratfite]e : o] est
satisfiable.

Lintérét principal du systeme H{X ) est son indépendance vis-a-vis de la syntaxe et de l'irderpr
tation des contraintes, dénotés par le paramétre fakméeh définition du systéme, sa preuve de sireté,
et la preuve de correction de I'algorithme de générationatdraintes en sont indépendants, modulo
guelgues hypothéses concernant par exemple I'interaetitre relation de sous-typage et constructeur
de types « fleche. » La notation HM) représente donc en réalité ufanille de systémes de types,
partageant une définition et quelques propriétés élémeatedommunes. Celles-ci constituent un cadre
théorique général dans lequel on peut situer bon nombredgaements concrets. Les travaux dé-
crits dans les prochains chapitres de ce mémoire serodissitans le cadre de HM') ou bien en
constitueront des variations ou extensions.

On vérifie aisément que tout membre de la famille (%) est une extension du systéme de types
de Damas et Milner.

Le membre le plus simple de cette famille est obtenu lorsqemlis-typage est interprété comme
I'égalité entre types, et lorsqu’aucun autre prédicat de st disponible. Je note HM) le systeme
ainsi spécialisé. Alors, les contraintes sont des probdathenification, admettent des unificateurs prin-
cipaux, et on peut démontrer [1] que le systéme (H}icoincide avec le systéme de types de Damas
et Milner. En d’autres termes, lorsqu’on ne manipule quecdesraintes d’'égalité, le systeme HN)
n'est qu’une reformulation du systeme de types de Damas leeMiu I'accent est mis sur la notion
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de contrainte, et non sur la notion de substitution. Unetiubien n'est en fait qu’une représentation
particuliere de la forme résolue d'une contrainte satitdiagbn peut argumenter qu'il est plus facile de
raisonner en termes de contraintes, et de leur combina@aropjonction et par quantification existen-
tielle, plutét qu’en termes de substitutions, et de leur loim@ison par composition et par restriction. De
plus, les multi-équations [14, 60] permettent de modéliggat de I'algorithme d’unification comme
un graphe, et non comme un terme, ce qui est nécessaire ppimplantation efficace.

Quelques systéemes plus complexes sont obtenus en cortséintarprétation du sous-typage en
tant qu’égalité, mais en adoptant une notion d’'égalité plre. Par exemple, interpréter les types dans
un modéle constitué d’arbres infinis donne lieu & une exberdil systéme de types de Damas et Milner
par des typegquirécursifsselon la terminologie d’Abadi et Fiore [61]. D'autres sysies intéressants
peuvent étre obtenus en interprétant les types dans un engdievalide une théorie équationnelle non
triviale, par exemple celle des rangées (83.1.3) ou cedleslimensions physiques [62—64].

Enfin, on peut obtenir des systéemes beaucoup plus complexeseeprétant la relation de sous-
typage de fagcon non triviale ou en introduisant des préslidatbase autres que la relation de sous-
typage. Une relation de sous-typagen structurellesera utilisée au chapitre 3, en combinaison avec
des rangées et une forme simpleabmtraintes conditionnellePes relations de sous-typagiuctu-
rellesapparaitront aux chapitres 4 et 5, accompagnées, au eéhpde prédicats auxiliaires. Enfin, au
chapitre 6, je présenterai une extension de(fMou les contraintes font intervenir quantification uni-
verselle et implication. Ainsi, une pléthore de systémesyges « cousins » appartiennent a la famille
HM (X)) et bénéficient de ce cadre théorique commun.

2.4 Sdreté du typage pour HM X)

Je termine ce chapitre par quelques mots de la preuve de slireéypage pour HNIX ). Prouver
gu’un programme bien typé dans HR) ne peut provoquer aucune erreur a I'exécution n’est pas par-
ticulierement difficile, pourvu qu’on ait une expériencéfisante de ces questions. (En particulier, il est
vital de ne pas se laisser importuner par des questiensahversion. On ne peut que recommander a
ce sujet la lecture des travaux de Gabbay et Pitts [15, 65, B&@gnmoins, il est intéressant de com-
parer les diverses techniques de preuve existantes. €dakes'en énumére quatre. Chacune d'elles
présente des avantages et inconvénients distincts, et difiérences ne sont guére significatives dans
le cas d'un langage aussi réduit que\lealcul étendu avec la constructitet, elles peuvent prendre de
I'ampleur lorsqu’on s’intéresse a des langages plus riehegntaxiqguement plus lourds. Je pense, par
exemple, au join-calcul [67, 68], pour lequel jai proposesystéeme de types a base de contraintes, en
collaboration avec Sylvain Conchon [3].

2.4.1 Sdreté dénotationnelle

La premiére preuve de sdreté pour KK, réalisée par Odersky, Sulzmann et Wehr [35, 69], est
relative a une sémantique dénotationnelle\etalcul, ou les types sont interprétés par des idéaux d’'un
domaine de Scott [70], c’est-a-dire, en premiére approtionapar des ensembles de valeurs. Le prin-
cipal énoncé, simplifié au cas ou I'expressiotonsidérée est close, est alors le suivant :

Théoréme 2.10 (SGreté dénotationnellepoit C, & + e : 7 un jugement. Soib une solution deC.
Alors la dénotation de appartient a la dénotation der. o

Par construction, la dénotation d’'un type ne peut contegiérhentW, qui représente une erreur a
I'exécution. On en déduit donc qu’aucune expression clesetypée n’aN pour dénotation.

La preuve du théoréme 2.10, généralisé au cas des expreasionloses, se fait par induction struc-
turelle sur la dérivation d’un jugement de typage. Elle estckrés directe. En particulier, chaque régle
de typage, dirigée par la syntaxe ou non, donne lieu a un cpgedge distinct et indépendant. Comme
la présentation de HAX') comporte quatre régles non dirigées par la syntaxe, cesfagtgpréciable.

L'inconvénient de cette approche est de reposer sur unersigua dénotationnelle, dont la défini-
tion n’est pas toujours aisée. De nombreux langages ne stéd due d’'une sémantique opérationnelle,
dont la définition et la compréhension sont plus faciles.dlbeurs, l'interprétation des types en tant
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gu’idéaux est fragile, au sens ou elle doit étre considérabht modifiée si I'on souhaite introduire, par
exemple, des types récursifs [71].

2.4.2 Sdreté syntaxique

Une seconde méthode, tout aussi classique, consiste & $approche syntaxique de Wright et
Felleisen [72]. On adopte alors une sémantique opératilerapetits pas, munie d’une distinction entre
valeurs expressionséductibleset expressionbloquéesOn démontre d'une part que toute expression
close bien typée est soit réductible soit une valeur, dsgpiéirt que la réduction préserve le typage. Ces
deux propriétés sont connues sous les nomgrogréset auto-réductionLa seconde est celle dont la
preuve est en général la plus délicate et la plus intéressddéhoncé en est le suivant :

Théoréme 2.11 (Auto-réduction) SiC,T' I e : o est dérivable et st se réduitere’, alorsC,T"' F ¢’ :
o est dérivable. o

La preuve se fait par induction structurelle sur la deuxiéypothése, a savoir— ¢’. Elle présente
donc un cas pour chacune des regles qui définissent la retiioéduction—. Dans chaque cas, on
doit analyser la structure du membre gauehen déduire la structure de la dérivation@dd" + ¢ : o,
puis utiliser 'ensemble des hypothéses ainsi obtenuesqamstruire une dérivation d&,I" - ¢’ : 0.
Lorsque les régles de réduction mettent en jeu un membrédngawomplexe, et lorsque le systéeme de
types comporte de hombreuses regles non dirigées par laxgyre processus peut étre lourd. J'en ai
fait 'expérience en écrivant une preuve d’auto-réductioon publiée) pour le systeme JQIN) [3].

La preuve ne comporte essentiellement qu'un cas, car lecgul n'a qu'une regle de réduction,
hormis les régles de passage au contexte. Etant donnée fzletié des termes et ¢’ mis en jeu,

la déconstruction de I'assertion de typage initiale et lastction d’'une nouvelle assertion se font
en une bonne cinquantaine d'étapes! De plus, elles exidesieprs lemmes de normalisation, dont
I'objet est de contrdler 'emploi des régles de typage noigées par la syntaxe. Cette preuve est donc
lourde et non modulaire. Elle illustre, dans une certainsure les limitations de I'approche purement
syntaxique, lorsque le langage et le systéme de types caFesont complexes.

Dans le cas de H¥X), néanmoins, I'approche syntaxique ne présente pas deutt#fid.a pro-
priété d’auto-réduction pour HWK ), laissée par Sulzmann [69] & I'état de conjecture, a étééepar
Christian Skalka et moi-méme [4].

Il faut noter que la propriété d'auto-réduction est intéegge en soi, et non seulement comme un
outil pour établir la propriété de sdreté. En effet, elle mwrau programmeur ou au compilateur la
possibilité d’effectuer statiquement certaines rédugigechnique connue sous le normtihing) sans
affecter le type des expressions concernées. On peut dositiécer les approches qui permettent d'éta-
blir auto-réduction et slreté comme supérieures a cellesgpermettent d’obtenir que la seconde
propriété.

2.4.3 Sdreté semi-syntaxique

La troisieme méthode, que j'appelle approskeni-syntaxiquea été développée pour tenter d’allier
les avantages des deux précédentes. Je I'ai d’abord ageligLtitre d’exercice, @ H\K) [2], puis &
un systeme plus complexe, JQIN) [3].

Le join-calcul n'ayant a ma connaissance aucune sémardiguetationnelle, la premiere approche
n'était pas applicable. Par ailleurs, comme je I'ai expdiquius haut, I'approche syntaxique se réveéle
particulierement lourde dans le cas de JON.

A partir d’'une suggestion d’Alexandre Frey, qu'il a lui-mémécemment développée [59], jai donc
proposé une approche hybride. L'idée est de procéder entdemps. Dans un premier temps, on em-
ploie I'approche syntaxique pour démontrer la correctiom@ystéme dialgébrique selon la termino-
logie de Frey. Lesnonotypes n'y sont pas nécessairement des termes mais des élémentsspiace
mathématique abstrait. Le polymorphisme y@densionnelc’est-a-dire que lepolytypess — I'équi-
valent des schémas de types — sont définis simplement commemisiembles non vides (et, en présence
de sous-typage, clos vers le haut) de monotypes. Les reglgémralisation et d’'instanciation sont
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alors élémentaires. Par exemple, dans le cas ou le langag@ér# est le\-calcul, elles s’écrivent
comme suit :

Vies T'ke:t I'ke:s tes
I'kFe:s I'Fe:t

Il faut noter que la régle de généralisation peut avoir unlrennfini de prémisses, si le polytypesst
lui-méme infini. L'intérét de ce systéme est son extréme baitd : ses régles de typage ne sont guére
plus complexes que celles ducalcul simplement typé, et il est tres facile de démonparja méthode
syntaxique, qu’il est sir.

Alors, dans un second temps, on revient au systéeme dont baiseultimement démontrer la sOreté,
ici HM (X)), et on démontre que chacun de ses jugements peut étre @éecomme un ensemble non
vide de jugements du systéme algébrique. Cette propriétésjgmoncer comme suit :

Théoréme 2.12 (S(reté semi-syntaxiquepoit C,T" F e : o un jugement. Soip une solution de”.
Alors ¢I' - e : ¢o est un jugement valide dans le systéme algébrique. o

Ce résultat implique, en particulier, que tout programnealbypé dans HN¥IX') est également bien typé
dans le systeme algébrique. La sareté de(Mdécoule alors de la sOreté de ce dernier. La preuve de
ce théoreme se fait par induction structurelle sur la déapadeC,T" - e : . Comme dans le cas de
la premiére approche, donc, la preuve comporte un cas pacunh des régles de typage de HY).
Ainsi, elle est équilibrée et modulaire.

Cette approche a été appliquée pour prouver la sireté de(30I[8]. Elle a également permis
d’alléger sensiblement la preuve de slreté de I'analyseotie dlinformation que j'ai développée en
collaboration avec Vincent Simonet (chapitre 5). Enfine ellété récemment détaillée par Frey [59].
Celui-ci la pousse plus avant en démontrant que, sous restliypothéses, le systéeme algébrique et
le systéme syntaxiqueoincident Cela implique que le premier peut étre considéré comme pée s
cification, et le second comme sa réalisation. En particuhepropriété d’auto-réduction du systéme
algébrique s’applique alors également au systéme syntxiq

2.4.4 Sdreté syntaxique a base de contraintes

La derniére méthode que je souhaite décrire est une vadanite méthode syntaxique. J'ai men-
tionné plus haut que la démonstration classique de la gtgliauto-réduction exige plusieurs lemmes
de normalisation, dont I'objet est de contrdler 'emplosdégles de typage non dirigées par la syntaxe
et de faciliter ainsi I'analyse de la dérivation de typagmoage a I'expression initiale Or, ces mémes
lemmes et cette méme analyse apparaissent également'dorggablit la complétude des régles de
génération de contraintes, c’est-a-dire lorsqu’on mogtre sie est bien typée, alora.[e : «] est
satisfiable (théoréme 2.8). Il y a donc une certaine dujpticate I'effort.

Une solution naturelle est alors d’'établir la propriétéuticaréduction non pas en termes des regles
de typage, mais en termes des regles de génération de ntegrgiuisque ces derniéres, par construc-
tion, sont équivalentes aux premieres, mais présentematitage d'étre dirigées par la syntaxe. L'énoncé
de la propriété d'auto-réduction devient alors :

Théoréme 2.13 (Auto-réduction en termes de contraintesyi e se réduit ere’, alors on afe : 7] I+
[e :T]. o

Autrement dit, I'assertion « gi admet le typer, alorse’ admet le typer, » exprimée de facon logique
comme une assertion d’implication de contraintes, esevrai

L'intérét de cette approche réside dans le fait que la preieveet énoncé est d’'une nature trés
calculatoire. En effet, puisque la forme des expressiogase’ est connue, les contraint@s : 7] et
[¢' : 7] sont le résultat d’'un simple calcul. De plus, pour prouver Lpremiére entraine la seconde, il
suffit habituellement d’appliquer des lois d’équivalenceddmplication de contraintes prises parmi un
ensemble relativement restreint. On pourrait donc, ercipé) tenter I'automatisation de ces preuves.
C’est la un axe de recherche difficile, mais intéressantuics, cette approche n'a été appliquée que
de facon manuelle [1].
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2.4.5 Discussion

Pour conclure cet apercu des diverses preuves de slreté (& Hdn pourrait espérer qu'étant
donné I'effort consacré a prouver la slreté du typage danadme général, la question soit aujourd’hui
close, et qu’'on n’ait plus a I'avenir & établir la sOreté deeteu telle analyse & base de contraintes. Or,
c’est en partie vrai, mais en partie seulement.

Les systémes de types présentés au chapitre 3, par exemgldesinstancesle HM(X). Pour en
démontrer la slreté, il suffira de vérifier que les schémaymlsstattribués aux opérations primitives
sont sdrs, ce qui revient a effectuer quelques fragmenta gecuve d’auto-réduction, et que le type
d’'une valeur permet d’en prédire la forme, ce qui revienfaotfier quelques fragments de la preuve de
progres. Le gros des preuves est donc réutilisé.

Cependant, de nombreuses analyses a base de contrainisstigient pas directement des ins-
tances de HNIX), mais plutdt devariantes Cela est di au fait que le systéme HK/) ne vise qu'a
garantir I'absence d’erreurs a I'exécution, tandis qu'analyse de programmes typique s’intéresse a
des aspects plus précis du comportement d’'un programms diéalonnées, flots d’information, nom-
bre d'utilisations de chaque valeur ou expression, etcesStdchniques de preuve restent inchangées,
il peut alors étre difficile de s’appuyer sur la propriété deeg® de HMX). Le chapitre 4 suggere une
technique générale, basée sur un codage des programmegropgt cela dans certains cas, typique-
ment lorsque la propriété que I'on cherche a garantir espun@iété de slreté

A contrario, le chapitre 5 illustre une analyse dont la déénia de nombreux points communs avec
celle de HM X), mais pour laquelle aucune preuve n’a pu étre directematitisée.

Enfin, malgré sa généralité, le systéme HI) ne constitue pas le dernier mot en matiére de typage
a base de contraintes. Au chapitre 6, j'en présenteraiedtension qui nécessite naturellement une
nouvelle preuve de slreté. Dans ces deux cas, les techrigqueeuve décrites ci-dessus restent bien
sdr pertinentes.



Chapitre 3

Sous-typage non structurel,
contraintes conditionnelles et rangees

Ce chapitre commente une partie du matériau publié dans(3276].

e contraintes ni un domaine d’application particulieran® ce chapitre, jillustre ces idées de
acon plus concréte, en m'intéressant a un langage de auesaarticulier, lequel combine trois
ingrédients, a savoir (i) une notion deus-typage non structurgli) un nouveau prédicat de base sur
les types, connu sous le nom dentrainte de sous-typage conditionnek (iii) la notion derangée
Ce langage expressif permet d’attribuer des schémas de pygeis & de nombreuses opérations sur les
enregistremenissur leurs cousins lesbjets ainsi que sur lesommeu variantes J'illustre cela en
prenant pour exemple 'opération dencaténatiores enregistrements.

JjAI JusQu'icl décrit le typage a base de contraintes de fagcon abstraite,céisir un langage

3.1 Unlangage de contraintes

Je décris d'abord le langage de contraintes utilisé danfapitce. Ma description restera volon-
tairement informelle, car une définition détaillée semaiptiourde ; le lecteur désireux d’en savoir plus
pourra consulter [75] ou [76].

3.1.1 Sous-typage non structurel

On peut distinguer deux approches sensiblement diffésateda notion de sous-typage. Dans I'ap-
prochebasée sur les nomies types sont déclarés par I'utilisateur, qui leur atigilbn nom, et la relation
de sous-typage est elle aussi déclarée. Dans cette appurctype est le plus souvent un atome — un
nom. C’est I'approche adoptée par de nombreux langagesodgagmnmation orientés objets, comme
par exemple Java [77]. Dans I'approdb&sée sur la structured I'inverse, les types comme la relation
de sous-typage pré-existent. Dans cette approche, un sgpe glus souvent un arbre — un terme. La
relation de sous-typage est alors donnée par une série lés féges, qui portent sur la structure des
deux types concernés. Cette approche est adoptée par desusrabticles théoriques.

Le sous-typage dit « non structurel » appartient adeondeapproche, et n’est donc pas nommé
de facon trés judicieuse. Je conserve néanmoins cette d#ata@n, qui me semble standard. Le sous-
typage non structurel est ainsi nommeé par opposition autypagje dit « structurel » ou « atomique. »
Dans les deux cas, les types sont des termes, c’est-a-dir@rldess, finis ou infinis selon les travaux.
Une relation d’ordre entre termes est dite « structurelielesx termes comparables ont nécessairement
la méme structure en tant qu'arbres, c’est-a-dire s'ilmiEfent les mémes chemins. Elle est dite « non
structurelle » dans le cas contraire.

On obtient une relation de sous-typage structurelle Idosgprend pour point de départ un langage
de types dénué de sous-typage et lorsqu’'on décore ces tgpelegatomessur lesquels existe une
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relation d’ordre, d’ou I'appellation de sous-typage « aitqune. » Ce procédé est utilisé dans la définition
de nombreuses analyses de programmes. Les chapitres 4 doBreront quelques exemples.

On obtient une relation de sous-typage non structurelkgléon adopte des axiomes qui rendent
comparables deux types de formes distinctes. L'exempléule gmple consiste a ajouter adcalcul
simplement typé deux typek et T. Le premier n’est attribuable a aucune valeur, et ne peut e
attribué a une expression que si elle ne termine pas. Le daxgirattribuable a toutes les valeurs. La
grammaire des types est alors donnée par

Tuo=L1l]l7—>7|T
et la relation de sous-typage par

<7 T2 < Ty

1<7 T<T ; -
T — T2 < T — Ty

Ces définitions peuvent étre interprétées de facon inductivco-inductive, donnant naissance a des
espaces d'arbres finis ou infinis. Le point important est é&s@nce des axiomes < 7 et7 < T, oU

le typer est arbitraire, ce qui signifie que deux types de formesrdiffies peuvent étre comparables.
On notera que la relation de sous-typage organise les typesteeillis. Ce point est important, car il
facilite la résolution et la simplification des contraintEssous-typage [42].

L'ajout de L et T est probablement I'emploi le plus simple, mais pas le pltSr@ssant pragma-
tiqguement, du sous-typage non structurel. En réalité&rdotuction du sous-typage non structurel a été
initialement motivée par le typage des langages de progetiomdotés d’enregistrements. Cardelli
[78] a proposé d’employer la notion de sous-typage pour &tiser I'idée, déja bien connue dans la
communauté orientée objets, qu’un enregistrement dotéammes en surnombre peut étre fourni dans
un contexte ou un enregistrement doté de champs moins noréseattendu. En termes plus formels,
cela signifie que si un type enregistrement est formé simgaheiune fonction partielle des étiquettes
de champs vers les types :

Tou=... | {l: Te}eer

alors on peut adopter la régle de sous-typage suivante :

Lor Vel t1,<7
{€:1e}eer, < {0 Ti}er

Cette regle donne naissance a une relation de sous-typagé&racturelle, puisqu’elle rend comparables
des types enregistrements n'ayant pas les mémes champgebll sembler beaucoup plus complexe
gue celle qui découle de la simple présencé det | dans le systeme, mais en réalité, tel n’est pas le
cas. Pour s’en persuader, on peut imaginer un codage desdgpegistrements, dans lequel un champ
absent serait considéré comme présent mais defypes types enregistrements deviendraient alors
des fonctiongotalesdes étiquettes de champs vers les types, c'est-a-dire désifwinfinis. Ce codage
est correct au sens ou l'axiome< T et I'axiome de covariance du produit donnent bien lieu a la
relation de sous-typage attendue entre types enregisiten®on intérét n’est d'ailleurs pas purement
théorique : a condition de se doter d’'un moyen d’exprimeplesiuits infinis, il conduit effectivement

a une simplification. Je reviendrai sur ce point lors dedédtiction des rangées (§3.1.3).

Le sous-typage non structurel a donc été introduit pour ptrenle sous-typage entre types en-
registrements, qui lui-méme était sensé avoir un lien aaeelhtion d’héritage entre classes dans les
langages orientés objets. Malheureusement, la théorieus:tgpage non structurel est complexe : la
résolution de contraintes semble exiger un temps cubigéejerdans I'hypothése simplificatrice ou
la relation de sous-typage forme un treillis ; les formesléss sont difficiles & déchiffrer pour le pro-
grammeur ; enfin, on ne sait toujours pas si I'implication detintes est décidable [41, 42, 79-84].
De plus, I'emploi de sous-typage n’est pas indispensahlelps applications illustrées dans ce chapitre
et dans [75] : il ne permet qu’'un léger gain d’expressivite&ivis d’'une approche basée uniquement
sur les contraintes (d’égalité) conditionnelles et legyéms. Malgré ces points négatifs, il s'agit d’'une
théorie simple et élégante, qui mérite d'étre connue.
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3.1.2 Contraintes conditionnelles

Les contraintes conditionnelles ont été inventées par &dgr{85] puis utilisées, sous diverses
formes, dans des travaux plus récents [57, 86, 87].

D’un point de vue logique, on peut considérer les contrait@Enditionnelles comme une forme
restreinte du connecteur d’'implicatiest, lequel est puissant, mais colteux. En effet, si le langage d
contraintes contient I'implication, alors il contient lagmtion—, donc en fait toute la logique du premier
ordre. Si les types sont interprétés de fagon standard gaedres, finis ou infinis, le probleme de la
satisfiabilité est alors de complexité non élémentaire.[88] peut également considérer les contraintes
conditionnelles comme une forme restreinte du connectdigjonctionv, dont I'introduction confere
au probleme de satisfiabilité un colt exponentiel. Ces idéas développées de facon informelle ci-
dessous.

Dans un langage doté d’une sémantique a appel par valeme gxpression, diverge, alors toute
application de la forme; e, diverge également. Par conséquent,sadmet le typel, alors il est sar
d’attribuer a¢; e; ce méme type_. En d’autres termes, si on peut prouver que la fonction dénodre,
ne sera jamais appelée, alors on peut ignorer le type de soltaté Cette idée peut étre matérialisée par
une régle de typage, qui vient s’ajouter a la regle de typapédrelle des\-abstractions (figure 2.7) :

CTiz:1lbFe:T
C;T'-Xre: L — L

Cette régle indique que toutes les fonctidnen typéesadmettent le typel — L. Il est facile de
démontrer gque I'ajout de cette régle ne compromet pas laésdretypage. Dans le cadre de la preuve
du théoréme d’auto-réduction, on doit vérifier que(Jsi.e) v admet un type, alori /z]e admet le
méme type. Or, puisqu’aucune valeur n'admet le typda dérivation de typage associée\ae ne
peut pas se terminer par une instance de la régle ci-desideise éermine donc nécessairement par une
instance de la regle de typage habituelle Bebstractions. Le reste de la preuve est inchangé.

Comment effectuer I'inférence de types pour un systéme plestgloté d'une telle régle ? Le ty-
page de chaqui-abstraction nécessite a présent un choix entre la réglitublé et la nouvelle regle.
L'algorithme de génération de contraintes (figure 2.6) paitiétre modifi€ comme suit :

[Ar.e:7] = Zaragas.(def z:aqinfe: ] Aag — as <7TA
(Oél =1 V o S Oég))

La principale nouveauté réside dans le fait que le typedeeprésenté pats, et le codomaine du type
fleche que I'on construit, représenté pay, ne sont plus nécessairement égaux. Au lieu de cela, une
disjonction apparait : soit; vaut_ L, auquel casvs peut prendre la valeur ou bien, par subsomption,
n'importe quelle valeur; soit, comme auparavami, doit étre égal a (ou, ce qui revient au méme,
supertype ded.

Cette spécification présente I'inconvénient d’employedigonction, qui dans le cas général est
colteuse. L'idée est alors de se contenter d’'une forme npaoiissante de disjonction. Ici, par exemple,
on peut se limiter aux disjonctions dont le membre gauchéelstformen; = L. Cette forme restreinte
est, en effet, strictement moins expressive. La disjonatip= 1 V ay < a3 est souvent notée; #

1 = as < ag, d'ou I'appellation de « contrainte conditionnelle. » Ongsgdera bien d'introduire la
forme symétriquev; = L = as < ag, car on pourrait alors coder la disjonctiéh v Cs sous la forme
E'Oél.(Oél =1l=CNx 7& 1= 02)

On peut aller plus loin et affirmer que toutes les fonctionmeitent le typel. — 1, quel que soit

leur contenu. On ajoute alors au systéme de types la regigpdge suivante :

CTkFM.e: 1L — L

Certes, cette régle semble trop flexible pour étre mise emegians un langage de programmation. En
effet, elle permet d’écrire des fragments de code dénuésuiséns, a la condition qu’on ne les utilise
pas. Elle retarde ainsi la détection des erreurs, plus erper la régle précédente. Néanmoins, elle est
sdre, pour la méme raison que la précédente, et peut avoirténgt dans le cadre d’une analyse de
programmes.
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Linférence de types, pour un systeme doté d’'une telle réglmit effectuée de la fagon suivante :
[M.e: 7] = Forag.(a1 = as <7A(a;=LVdef z:aqinfe: az]))

Ici, il n'est nécessaire d’examiner le corps de la fonctioque si I'équatione; = L ne peut étre
satisfaite, ce qui a lieu lorsqu’on impose qusoit un type fleche de domaine autre queEncore une
fois, on emploie ici une contrainte conditionnelle, c’'astlire une disjonction dont le membre gauche
estde laformey; = L.

Le lecteur se demande peut-étre pourquoi je m'intéresss gegies de typage non standard. D'une
part, vouloir donner a toutes les fonctions le type— | peut sembler une idée saugrenue. D’autre
part, I'ajout de nouvelles régles de typage nous place hocadre de HNLY ). En réalité, ces régles ne
m’intéressent pas pour elles-mémes, mais en tant quiiitish du pouvoir d’expression des contrain-
tes conditionnelles. En bref, ces contraintes permetteniedoas prendre en compte le résultat d'une
expression, si on peut prouver que celle-ci ne sera pas 8@&dette capacité se révele particuliere-
ment intéressante lorsqu’on souhaite attribuer un typapaune expression contenantaranchement
(constructionf, fonction définie par cas, etc.), ou bien a une opérationifivierdont la sémantique fait
intervenir un branchement. Les contraintes conditiomsgtiermettent alors d’ignorer la contribution
des branches mortes et de ne prendre en compte le type queadebds jugées susceptibles d'étre
exécutées. Cette idée, due a Ailatral.[87], est employée dans mon traitement de la concaténagien d
enregistrements (83.2), qui se situe bel et liansle cadre de HMLX).

Les contraintes conditionnelles auxquelles je m'intéresisn’ajoutent rien & la complexité du pro-
bléme de satisfiabilité : celle-ci reste cubique. Elles pttemt donc effectivement d'éviter le codt lié a
la disjonction. Malheureusement, les contraintes caooiielles ne sont pas pour autant « gratuites : »
en leur présence, le probléme de la comparaison entre sstdatgpes déclarés et schémas de types
inférés, que I'on peut comprendre en termes logiques corarmérification d’'une formule de préfixe
v, devient difficile [89]. D’'un point de vue pratique, cela lesd plus intéressantes pour I'analyse
entierement automatique de programmes, ou le programn'®eas la possibilité d’annoter une ex-
pression par un schéma de types contraint, que pour la comreefun langage de programmation typé
ou les contraintes seraient accessibles au programmeur.

3.1.3 Rangées

Les rangées, imaginées par Wand [90] et Rémy [91], conatituee syntaxe finie pour dénoter
des familles infinies de types, c’est-a-dire des fonctiantalés ou presque totales d’'un ensemble dé-
nombrable d’étiquettes vers les types. Le lecteur en tmauwe exposé récent et relativement complet
dans [1].

J'emploie le motangéeinformellement pour désigner aussi bien I'objet syntagique la fonction
presque totale qu'il dénote. J'appghieesque totaleine fonction dont le domaine est un ensemble cofini,
c’est-a-dire de complémentaire fini. Les fonctions predgtedes sont utilisées comme éléments dans
la construction de fonctions totales : en effet, une fomctaiale pourra s’exprimer comme l'extension
d’une fonction presque totale en un nombre fini de points.

Les rangées se présentent habituellement sous la forme eieansion de la grammaire des types :

Tu=...|(L:7;7)| O

La construction(¢ : y;7,) dénote la rangée qui a I'étiquetteassocie le type; et qui en tout autre
point coincide avec la rangég. La constructiordr dénote une rangée qui a toute étiquette élément de
son domaine associe le type(Cette construction, introduite par Rémy [92], n'est gagdurs indis-
pensable : par exemple, elle ne sera pas employée en §3fia) Bnt constructeur de types ordinaire
pourra dorénavant jouer simultanément le réle d’'un contgur de rangées. Par exemple, on pourra ap-
pliquer le constructeur de types a deux rangées etr,, pour obtenir une rangée qui a toute étiquette
élément/ de son domaine associe le typé?) — ().

Linterprétation logique des rangées est construite derfagvalider ces affirmations informelles.
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De ce fait, elle valide les axiomes suivants, qui constitleethéorie équationnelle des rangées :

(b1 i3 i m057) = (by:To3ly :71;7)
(£:71;01) = 01
(C:imsm) — (UeTsmy) = (Uim — 71372 — T5)
o — 0 = 0(n1 — 7o)

Les deux derniers axiomes concernent le cas du construdgetypes—, mais sont également valides
pour tout autre constructeur de types « ordinaire. »

Les contraintes de sous-typage, conditionnelles ou narnygm étre étendues aux rangées, et sont
alors interprétées point par point. Par exemples;sir, et 73 sont des rangées de méme domaine,
alors la contrainte; # 1 = 7 < 73 sera interprétée comme la conjonction infinie des containt
71(0) # L = 12(€) < 73(£), pourl parcourant le domaine de, 7 etrs.

Ainsi, toutes les commodités dont on dispose au niveau gestgrdinaires (constructeurs, con-
traintes) sont également disponibles au niveau des rangeeserprétées point par point. De ce fait,
si le langage de types permet de décrire une transformagahamps alors il permet également de
décrire I'application de cette transformation, point painp, a dessnregistrementdJne illustration de
cette idée est fournie en §3.2.

Le discours informel ci-dessus effectue une distinctioineer types » et « rangées, » bien que tous
soient dénotés par la méta-variabldD’un point de vue formel, on impose aux types une disciptiae
sortes qui permet de distinguer types ordinaires et rangées, iedegplus permet de garder trace du
domaine de chaque rangée. On se restreint dés lors aux fignesotés, aux substitutions et valuations
préservant les sortes, etc. Lemploi d’'une discipline deéesoexige en principe une extension du cadre
théorique dans lequel on se situe, c’est-a-dire ici du systdM(X ). Celle-ci ne pose aucune difficulté,
et je la passe donc sous silence.

J'ai décrit les rangées comme dénotant des fonctions dpseéies vers les types, et considéré im-
plicitement les étiquettes comme des atomes n'ayant &@uapriété que leur identité. Il est intéressant
de relaxer cette hypothese et de s’intéresser a des étgumtts structurées. Si les étiquettes sont des
k-uplets d’atomes, par exemple, on obtient ce que Rémy apel)ées & dimensionsJ’'ai également
étudié, dans un travalil resté a I'état d’ébauche, le casoétiguettes sont atomiques, mais sont organi-
sées en une hiérarchie arborescente. Enfin, dans [76]ugaésé une vision plus abstraite des rangées,
ou les étiquettes ne sont pas nécessairement atomiquéslest ensembles d'étiquettes manipulés ne
sont pas nécessairement finis ou cofinis, mais peuvent eppaittoute classe d’ensembles préservée
par les opérations booléennes et ol la vacuité est décidaslapplications de ces idées a l'inférence de
types sont jusqu’ici restées a I'état de suggestions. Néarsyces généralisations potentielles montrent
que les rangées nous réservent peut-étre encore du nouveau.

3.1.4 Résolution de contraintes

Bien que ma description du langage de contraintes et de senpiiatation soit restée informelle,
jespére que le lecteur aura pu s’en constituer une idée.r&f) la grammaire des types permet de
construire des types ordinaires et des rangées, tandiedardage des contraintes permet d'imposer
a ces types et rangées des contraintes, conditionnellesmmude sous-typage. Linterprétation de la
relation de sous-typage est, en général, non structu@iement détermine-t-on, dans un tel langage,
Si une contrainte est ou non satisfiable ?

Commencons par considérer uniguement les contraintesusetgoage entre types ordinaires, et
supposons, pour simplifier, que les seuls constructeurgpds sontl, T et — (83.1.1). Dans ce cas,
l'algorithme standard [54, 81] consiste a effectuer al@@ure de la contrainte par transitivité et par
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décomposition structurelle :

TT<aNa<T — TS
M—n<1—T1 — T<nAR<T
T<1 — fase
T<1—>m7 — fase
71— <1l — fase

On démontre sans difficulté que la réécriture préserveelprétation de la contrainte et que toute forme
normale ne contenant péalse est satisfiable. Par ailleurs, une analyse de complexité ldastyle de
McAllester [38] montre que la forme normale est obtenue e (n?) au pire.

L'ajout des contraintes conditionnelles ne complique guarsituation. L'idée est d’'employer un
algorithme paresseux, en considérant toute contrain@ittmmelle comme satisfaite tant que sa condi-
tion est réfutable. Cela peut étre traduit par les reglesatare suivantes :

Mo <aNaZl=>m<mn — 7<T13
T<aha#l=>mn<173 — 7<T3

Il n'est pas difficile de vérifier que les propriétés énona@etessus sont préservées par cette extension.

L'ajout des rangées pose plus de difficultés, au moins d’untmte vue théorique. Si l'unifica-
tion des rangées a été décrite de facon précise [1, 91], Iplegite de I'algorithme existant n'est pas
connue. J'ai pu construire des contraintes pathologigeeailie. dont la résolution par cet algorithme
exige un temp®)(n?) et mémeO(n3)! Cela semble di en partie au fait que I'algorithme engendre d
nouvelles variables au cours du calcul, et en partie au €gilt e mémorise pas toutes les équations
gu'il découvre, ce qui peut le mener a redécouvrir plusiéeissun méme fait.

Cet algorithme d’unification des rangées peut étre comhiaé Ealgorithme de résolution de con-
traintes de sous-typage par cléture. C'est ce j'ai réalatsd73]. Des algorithmes similaires ont été
mis au point par Fahndrich [57]. Néanmoins, je ne crois paslguwomplexité théorique de ces deux
réalisations soit connue avec précision. L'accent y estauid’efficacité pragmatique ce qui exige
I'emploi d’algorithmes complexes de simplification de gainites, que je ne décrirai pas ici.

Ces lacunes théoriques pourraient ne pas sembler biensgmaaés certains auteurs malicieux —
au sens francgais du mot! — en ont récemment tiré parti potemiée que la résolution de contraintes
combinant sous-typage non structurel et rangées n’'étaa fgur connaissancde complexité polyno-
miale [93]. C'est pourquoi j'ai été amené a étudier formmakbmt la complexité du probleme [76]. Cela
n'aura pas suffi a empécher mes amis de récidiver [94]..., et étude s’étant révélée fructueuse, je
ne leur en tiendrai pas rigueur.

L'approche adoptée dans [76] consiste a contourner la wlificen abandonnant la formulation
classique des rangées, telle que présentée en §3.1.3,ezm &iune formulation purement a base de
contraintes. Je n'ai pas démontré formellement I'équivadeentre les deux ; j'en fais ici la conjecture.
Dans la nouvelle présentation, la constructién r; 7) disparait de la grammaire dges: une rangée
doit donc étre de la forme ou dr. Pour compenser cela, j'enrichis la grammaire destraintes
lorsqu’elles portent sur des rangées, en les annotant péittrenL, c'est-a-dire, dans le cas le plus
simple, un ensemble fini ou cofini d’étiquettes. Par exenygile, et 5 sont deux variables de rangées,
la contrainteL : 71 < 7o sera interprétée comme la conjonction deg#) < 72(¢), pour ¢ parcourant
L.

L'avantage de cette formulation est de se préter aisémenegénéralisation de I'algorithme de
cléture esquissé plus haut. La régle de cléture par traitéjtipar exemple, devient, dans les cas des
contraintes entre rangées,

L1 m<aNLly:a<tm — LiNLy:17 <7

La régle de propagation doit également étre adaptée au dgpetedont certains fils sont des rangées,
et, réciproquement, au cas des rangées de la formedont les fils sont des types; on consultera [76]
pour plus de détails.
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L'analyse de complexité se fait alors sans difficulté, et onstate que le colt de la résolution
estO(n3mlogm), oun mesure la taille de la contrainte et le nombre d’étiquettes distinctes qui y
figurent. On aurait peut-étre pu espérer mieux, mais du n@icsmplexité n'est-elle pas exponentielle,
comme le laissaient entendre les mauvaises langues...

Le type de certaines opérations élémentaires sur les stregents s’exprime de fagon Iégérement
différente dans I'approche classique des rangées [91]nst Idgpproche a base de contraintes [76]. Le
type de I'opération dxtensiora I'étiquettel, par exemple, est habituellement

Voo {: s 0} — a — {€: prea; p}
et devient, dans I'approche a base de contraintes,

Vapipa[{l} : O(prea) < w2 A(LA\{L}) s o1 < @ol {1} — a — {2}

Ici, la premiére contrainte emploie le filtre singlet¢f} pour indiquer que le chamf sera présent,
avec le typex, dans I'enregistrement créé. La seconde contrainte emf@diltre cosingletorC \ {¢}
pour indiquer que tous les champs autres fgenservent le méme statut dans I'enregistrement créé
gue dans I'enregistrement initial. Ce schéma de types pmigh® contraint est certes moins lisible que
le précédent; aussi, il n'est pas dit que mon idée ait un ilpaatique immeédiat. Son intérét réside
d’une part en une analyse de complexité facilitée, commai@xpliqué ci-dessus, et d’autre part en
une série de généralisations, obtenues en changeantdtustrdes filtred,, comme je I'ai suggéré en
83.1.3.

Les opérations primitives sur les enregistrements quematoutes les étiquettes de fagon uniforme
se verront attribuer le méme type dans les deux approchest I€'cas de I'opération de concaténation,
que je décris a présent.

3.2 Application au typage de la concaténation des enregigments

3.2.1 Sémantique

On pourrait voir un enregistrement comme une fonction eketide domaine finl, des étiquettes
vers les valeurs, qu’'on noterdif : v, },c .. Je préfére adopter une notation légérement différentis, ma
équivalente : un enregistrement sera considéré comme noedio totale des étiquettes vers dfmmps
qu’on notera{? : wy }eer, OU les champs sont donnés par:= Abs | Prev. La concaténatiorde deux
champsw; etws, notéew; + wo, est alors définie par les deux régles suivantes :

w+ Prev = Prev
w+Abs = w

Je définis ici une versioasymétriquede la concaténation, ou le second champ a précédence s'il est
présent, et ou le premier champ est consulté dans le cas eadadsest absent. Notons que la défini-
tion de la concaténation s’apparente a une définition par iEgsa branchement suivant la forme des
arguments. La concaténation des enregistrements estélimge point par point :

{0 wetier +{0: witier — {0:we+wpleer

Le probléme est d'attribuer un schéma de types satisfadsegtte opération. La difficulté vient en partie
de ce que la concaténation deampsest définie par cas, ce qui rend difficile la prédiction staide
la forme de son résultat, et en partie de ce que la concatérdiénregistrementsst définie point par
point en termes de la concaténation de champs.

3.2.2 Typage

Commencons par fixer la maniére dont on attribue des typestzamps. Les champs forment
une classe syntaxique distincte des valayrdonc on leur attribuera des types d'us@rte distincte
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de celle des types de valeurs. Notre systeme de sortesgdistan donc d’'une part types ordinaires et
rangées, comme suggéré en 83.1.3, d’autre part types destaitypes de valeurs.

Par définition, un champ est de la forme saiis, soit Prewv. Il semble donc naturel d’introduire
deux constructeurs de types de champs, nomabgstpre-, d'arités respectives 0 et 1. Le champs
aura le typeabs, et le champPrev aura le typerer siv a le typer, our est un type de valeurs. Je suis
ici 'approche de Rémy [91].

En présence de sous-typage non structurel, il est natuirgratiuire également deux types de
champsl et T. Aucun champu ne sera de type ; tout champw serade typg.Onposel. <7< T
pour tout type de champ L'introduction de ces deux éléments n’est pas anodineb@@, elle permet
aux types de champs de former un treillis (§3.1.1). Enslaitersésence de est essentielle pour garantir
gue les contraintes conditionnelles employées ci-dessapgrmettent pas le codage de la disjonction,
donc que la résolution de contraintes conditionnelleer@stcomplexité polynomiale [75].

Enfin, il est possible, quoique facultatif, d’introduire canstructeur de types de champaybe-,
accompagné des axiomalss < mayber etprer < mayber. Les types de champs forment alors tou-
jours un treillis, oumayber est la borne supérieure @bs et prer. En d’autres termes, un champ
admettra le typenayber s'il est soitAbs, soit Prev, ouv admet le typer. La présence de ce cons-
tructeur de types permet d’attribuer un type légeremerst piécis a I'opération de concaténation, sans
augmenter la complexité du systéme. Je I'adopte donc ici.

Les constructeurs de typpee- et maybe- sont covariants, ce qui est naturel, car je suppose que les
champs d’un enregistrement ne sont accessibles qu’emdecion en écriture.

La définition du treillis des types de champs est a présentinée. Avant de continuer, on peut
formuler deux remarques. D’'abord, je n'ai pas ppsgr < abs, comme cela est courant. En effet, si
javais fait cela,abs serait devenu essentiellement synonymé& deuisque tout champ aurait admis
le type abs. Or, le typage de la concaténation exige que I'on puisseiragprl’absencecertaine et
non possible d’'un champ. Ce probléme est expliqué en détail par CareeNitchell [95]. Ensuite,
on pourra remarquer que I'on dispose d’'une certaine laitlahs la définition du treillis des types de
champs. Rémy [96] illustre ce fait, dans le cadre d’'un laegagbjets, en proposant une hiérarchie
particulierement riche.

On peut maintenant passer a I'étape suivante : exprimerhénsz de types satisfaisant pour I'opé-
ration de concaténation des champs. Le tout est d’'imagimecantrainte qui relie de fagon satisfaisante
les types des champs, etws au type dew; + ws, pour tous champs); etws,. Cette contrainte doit
refléter de fagon s(re le comportement de I'opératiotel qu'il a été défini plus haut (83.2.1). Puisque
ce comportement est défini par la conjonction de deux redtmst le membre gauche fait intervenir
des motifs non triviauy, il est naturel de formuler cettetcaimte comme la conjonction de deux sous-
contraintes, lesquelles feront intervenir des contraintnditionnelles :

w+ Prev = Prev Jas.((p2 < maybeas) A (pre < po = preas < ¢3))
w+Abs = w (abs < w2 = 1 < v3)

Je suppose ici que les variables de typesps etps sont associéesy , wo etw; +ws, respectivement.

La contrainteps, < maybe «s, fait en sorte quex, représente le type de la valeutUne fagon de s’en
persuader est de constater que, si, par hypotRese,est de typep,, et sila contrainteo, < maybe as
est satisfaite, alors par sous-typdyev admet le typemaybeas, ce qui par construction implique que
v admet le typey,.

La contrainte conditionnellpre < ¢s = preas < 3 est d’'une forme un peu particuliérgre
n'est pas un type, mais un constructeur de types. On peutd&rasqu'’il s'agit la d’'un sucre syntaxique
pour (Ja.prea < ¢3) = preas < 3. (Les contraintes conditionnelles employées ici sont dbace
forme Iégérement plus générale que celle présentée er2§3kette contrainte indique que, @b
dépassere, donc si le champu, risque d’étre présent, alors le résultat de I'opératioguesd’étre
Prew, donc le typeps du résultat doit étre au-dessus du typeas dePrew.

La contraintedas.((p2 < maybeas) A (pre < ps = preas < 3)) pourrait étre formulée, de
fagon équivalenteyas.(preas < g2 = preas < p3). Cette formulation semble plus lisible et reflete
plus visiblement la régle + Prev = Prev. Néanmoins, je n'ai pas étudié la résolution de cette forme
de contrainte conditionnelle. Je présume que cela ne pogasade difficulté, mais ceci reste a vérifier.
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La contrainte conditionnellabs < ¢ = ¢1 < 3 indique que, sips dépasseabs, donc Siws
risque d’'étre absent, alors le résultat de I'opératioruesdjétrew;, donc le typeps du résultat doit étre
au-dessus du type, dew;. Cette contrainte reflete directement la régle- Abs = w.

Il estimportant de comprendre que les contraintes ci-dassgonstituent qu’une approximation du
comportement dynamique de I'opération de concaténatiopagiculier, lorsqu’on évalue une expres-
sion de la formev; 4+ wo, une et une seule des deux regles qui définissent la contiatédas champs
est utilisée. Lorsque I'on résoud statiquement les camtiaici-dessus, au contraire, il se peut tpse
deuxcontraintes conditionnelles entrent en jeu. En effeppsest de la formenaybe,, alors les condi-
tionspre < - etabs < ¢ sont toutes deux satisfaites. Le solveur devra alors résdadontrainte
Jas.(maybers < maybeas A preas < w3 A v1 < p3), qui est équivalente gpre;) U 1 < ¢3. En
d’autres termes, si la présence du second champ n’est pamegalors le type du résultat est obtenu en
combinant les types des premier et second champs. On pemnequer que, $b; est lui-méme de la
formeprer;, alors la contrainte deviepte (7, Li7) < @3 : autrement dit, pourvu que le premier champ
soit présent avec certitude, le champ résultat sera égatgrésent avec certitude, méme si le second
champ risque d'étre absent. (Le lecteur pourra vérifier gdf@mation symétrique est vraie également.)
La contrainte ci-dessus décrit donc le comportement derlaaténation de fagon relativement précise.

Le schéma de types contraint que j'associe a I'opératiorodeaténation des champs est donc :

Vo1p2p3[Tas.((pe2 < maybeas) A (pre < g2 = preas < ¢3))
A (abs < 2 = @1 < 3)].01 — Y2 — @3

Ici, 1, @2 et ps sont des variables de types de champs, tandisoguest une variable de types de
valeurs. Toutes quatre sont des variables de types oréiaiar opposition a des variables de rangées.
Passons a présent a la derniére étape : attribuer un schéy@ede I'opération de concaténation
desenregistrementdaquelle a été définie point par point en termes de la conatith des champs. Le
procédé est si simple que je n'ai presque rien a dire : il sigfitonserver la méme contrainte, mais de
changerpy, 2, 3 etay envariables de rangée®arce que les contraintes portant sur les rangées sont
interprétées point par point, la contrainte ainsi modifigendra exactement la signification souhaitée.
Le schéma de types contraint que j'associe a I'opératiomdeaténation des enregistrements est donc :

Vo1pap3[Fas.((p2 < maybeas) A (pre < o = preas < ¢3))
A (abs < @2 = o1 < @3)].{w1} — {2} — {3}

Toutes les contraintes ci-dessus sont entre rangées. k&gwecteur de type$-} construit un type enre-
gistrement a partir d'une rangée.

Cette solution peut paraitre surprenante : ou est donc @dasifficulté ? En réalité, elle réside
maintenant dans le solveur de contraintes, qui doit détadeatisfiabilité de contraintes entre rangées.
J'ai dit quelques mots de ce probleme en 83.1.4. Le lectesiradé d’en savoir plus pourra consulter
[1], pour I'unification des rangées, [75], pour la résolntée contraintes conditionnelles de sous-typage,
et [76] pour une combinaison des rangées et des contraimeiionnelles de sous-typage.

En conclusion, cette approche a base de contraintes esttgpée et élégante. Elle est, a ma
connaissance, la seule a permettre I'inférence de typesngpstpolynomial pour toutes les opérations
sur les enregistrements, y compris (diverses formes de)leaténation. Ses principaux aspects négatifs
sont, d'une part, la complexité des schémas de types cotsrgui rendent les types inférés difficiles a
déchiffrer par le programmeur ; d'autre part, la complediigprobléme de la comparaison entre schémas
de types déclarés et schémas de types inférés [89], qui rebtEmatique son emploi dans un langage
de programmation modulaire.

Pour ces deux raisons et d’autres encore, I'opération deatémation et I'inférence de types ne
coexistent dans aucun langage de programmation implénfeatgtant, la combinaison est tentante :
elle pourrait servir, par exemple, a la définition d'un laggaoté d’'inférence de types ethxins[97—

99] de premiére classe.

3.2.3 Travaux reliés

Dans certains travaux précédents [95], la concaténatienrejistrements n’a pu recevoir aucun
type satisfaisant. Dans d’autres [100-102], elle admedi@luis types, mais pas de type principal. De
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tels systémes sont sdrs, mais n'ont pas d’algorithme da&mige de types.

Wand [90] attribue & la concaténation des enregistremenssiiéma de types contraint principal,
mais emploie pour cela une disjonction logique, ce qui date résolution de contraintes un co(t
exponentiel, et n'est donc guére satisfaisant.

Ohori et Buneman [103, 104] s’intéressent a la « jointuremdie » des bases de données, que I'on
peut comprendre comme une variante récursive de la corataBrdes enregistrements. lIs lui attri-
buent un schéma de types contraint, a I'aide de contraaddsoc Malheureusement, ces contraintes
permettent le codage de la disjonction — en fait, on peutir@@ISAT au probléme de la satisfiabilité
de contraintes, ce qui montre que ce dernier est NP-con(dtte approche est donc essentiellement
de méme nature que celle de Wand. Toutefois, Ohori et Bunesmggerent qu'il est possible, « en
pratique, » de retarder la résolution des contraintes posiar des variables non encore instanciées.
Cette remarque porte en germe, de fagon trés informeliigd’d’une approche paresseuse de la résolu-
tion de contraintes, laquelle est permise, de facon foenphr les contraintes conditionnelles que j'ai
présentées.

De fagon fort similaire, Palsberg et Zhao [94] attribuensahéma de types principal a la concaténa-
tion des enregistrements a I'aide de contraimigdéioc Ces contraintes permettent également le codage
de la disjonction, et, par une réduction similaire, on peanhtrer que le probléme de la satisfiabilité est
NP-complet. Il n’y a donc ici aucun progres.

Il faut souligner que la propriété qui permet une résolutigmaresseuse, » et empéche le codage
de la disjonction, est la présence du type de champkans le modéle. En son absence, un type de
champs ne peut étre que « présent ou absent. » Dans ce cagtréanteC' définie commela.(abs <
a = C; Apre < a = (C5) est équivalente a la disjonctiaf; Vv Cs, car « doit nécessairement
satisfaire une des deux conditions, et toute résolutioegsause est impossible. En sa présence, au
contraire, cette équivalence ne tient pas, car il suffittdtater ac« la valeur L pour satisfaire les deux
contraintes conditionnelles, ce qui signifie qUesst équivalente &ue. De fagon générale, lorsque le
solveur rencontre une contrainte conditionnelle portanuse variabley, il peut supposer que vaut
1, et ignorer la contrainte conditionnelle, tant que rien renwcontredire cette hypothése. C'est ce
que Ohori et Buneman appellent « retarder la résolution desaintes portant sur des variables non
encore instanciées. » Ainsi, le simple ajout de I'élémergu modéle logique affecte dramatiquement
la complexité de la résolution de contraintes.

Sulzmann [69] propose également une solution basée supdiaintesad hoc Malheureusement,
le modele logique dans lequel elles sont interprétées pasdéfini de facon claire. L'algorithme de
résolution de contraintes semble étre de nature paresSaiserrection n’est pas prouvée.

Rémy [105] propose un schéma de types principal pour la ¢énation, a I'aide de rangées et de
contraintesad hoc Les contraintes ne recoivent aucune interprétation logiglles sont seulement mu-
nies d’'une notion syntaxique de cl6ture, sur laquelle layeale sireté du typage s’appuie directement;;
cette technique (a mon avis peu viable) est inspirée pagkifral. [54]. Les régles de clbture reflétent
directement, au niveau des types, la sémantique de I'opdrdé¢ concaténation des champs, et sont de
nature paresseuse. La solution que je propose ici est éesge [105], mais emploie des contraintes
conditionnelles plus standard.

Rémy [106] propose un codage de la concaténation en termesibstraction et d’extension d’en-
registrements, pour lesquels l'inférence de types esilflest’idée est intéressante, et illustre la tech-
nigue de « typage a travers un codage » a laquelle le chapsecbnsacré. Malheureusement, le type
principal d'un enregistrement, dans le systéeme de types dérivé, est polymorphe vis-a-vis d'une
variable de rangée. Comme l'argument d’urabstraction ne peut pas, en ML, étre polymorphe, une
fonction qui attend un enregistrement et I'utilise danssjdurs contextes différents peut étre mal typée
dans ce systéme de types. Cela diminue sensiblement &trgatique de cette approche.

Enfin, certains chercheurs ont utilisé, pour l'inférencéyges dans des langages de programmation
dotés d’enregistrements ou d'objets, la théorie logiquefeture treeg107, 108], des arbres dont les
arétes sont étiquetées et non numérotées, et qui présdotentles points communs avec les rangées.
Muiller et Nishimura [109, 110] appliquent cette approchéndérence de types pour un langage dotés
d’'objets et d’'une notion de message de premiére classe. pjpmeche a base de rangées est également
possible [75].



Chapitre 4

Typage a travers un codage

Ce chapitre commente une partie du matériau publié dans{113].

ue HM(X). Mais comment établir la correction d’'une analyse de prognas a base de contrain-
es, si celle-ci n'est pas uriestance mais unevariantede HM(.X') ? Doit-on écrire une nouvelle
preuve de s(reté ?

Je rappelle, dans ce chapitre, une technique permettaautiéser la preuve de sireté de HM),
et d’obtenir presqugratuitementune preuve de correction pour une analyse de programmeg @éas
contraintes. L'idée, qui n'est pas nouvelle [114], est defider I'analyse comme la composition d’'une
transformation de programmes, cadage et d'un systéme de types standard, comme(HM La
correction de I'analyse découle alors de la correction dlage, d’une part, et de la sOreté de H¥),
d’autre part.

En fait, cette technique permet de modulariser non seulela@neuvede I'analyse, mais sdéfi-
nition méme. On peut en effet prendre le codage pour point de dépadmposer avec le systeme de
types HM X)), et en déduire, de fagon quasi automatique, une analyseeadbantraintes. J'appelle
ce procédé « typage a travers un codage. »

Une instance de cette technique appartient au folkloréagiisdu codage des exceptions en termes
de sommes [115-117]. SiI'on compose ce codage avec un systemtypes standard, doté de sommes
binaires anonymes, on obtient un systeme de tyj@eivé dans lequel toute fonction admet un type
de la former; — 75 + 73. ICi, 72 est le type des valeurs que la fonction est susceptible deyen
et 73 est le type des exceptions qu’elle est susceptible de |&repeut écrirer;, — 7 au lieu de
71 — T9 + T3, pour retrouver la notation classique des systemes d'sealgs exceptions. On dira alors,
pour employer la terminologie classique, gueest uneffet Si de plus on restreint syntaxiquement le
langage source pour que les exceptions soient des variargesa-dire des valeurs construites par
application d’'un constructeur de données, et si le systéentypks du langage cible est doté d’'un
constructeur de types variantes paramétré par une ranigée dans I'analyse obtenue par composition,
les effets sont des rangées indexées par les étiquettaegieons. On retrouve ainsi certaines analyses
classiques [118, 119].

Une autre illustration de cette technique est fournie panyR.06], qui, grace a un codage simple,
montre que, si I'on dispose d’'un langage de programmatipé toté d’une opération d’extension des
enregistrements, alors on peut mécaniquement en dérisstéme de types permettant non seulement
I'extension, mais aussi la concaténation des enregistrtsm@émy emploie principalement une exten-
sion du systéme de types de Damas et Milner avec des rang@esecsystéme de types cible, mais
évoque rapidement la combinaison du méme codage avecebaystemes de types.

Ce chapitre décrit brievement le principe de la technique tgage a travers un codage » (84.1),
puis en donne deux applications nouvelles. Toutes deurtds@éfinir, a moindre co(t, des analyses de
programmes a base de contraintes, et a en démontrer lataré@ premiére (84.2) est une analyse de
flots d'information pour un langage de programmation purgrfanctionnel, et est basée sur un codage
dans lequel les valeurs portent des étiquettes qui en iadida provenance. La seconde (§4.3) vise

]AI DECRIT en §2.4 comment établir la sreté du typage pour un systéraseade contraintes tel
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a garantir 'absence d’erreurs a I'exécution pour un laegadg programmation doté d’un mécanisme
« d'inspection de pile, » et est basée sur un codage « seq@asiging style. »

4.1 Geénéralités

Commencons par exposer l'idée dans le cas général. Elléusst drande simplicité. D’abord, on
suppose donnés deux langages de programmation, initiateroa typés, que I'on qualifie respective-
ment de « source » et « cible. » Leurs expressions sont résgraent notées et f. On les suppose tous
deux munis d’'une sémantique opérationnelle a petits past-a-dire d'une relation de réduction déter-
ministe. Ces deux relations sont notées. Ensuite, on suppose donné un codage du langage source
vers le langage cible, nofe]. Ce codage doit étre correct :

Hypothese 4.1 (Correction du codage)Si e se réduit ere’, alors [e] se réduit enfe’]. Sie est une
valeur, alors[e’] se réduit en une valeur. 8iest bloquée, alorfe] se réduit en un terme bloqué. <

La terminologie « se réduit » représente ici la relation*, c’est-a-dire la réduction en un nombre ar-
bitraire d’étapes. L'hypothése de correction est formalédacon assez rigide, par souci de simplicité.
On peut, si besoin, la relaxer Iégérement en introduisaatrelation de réduction « administrative. »
J'omets ces détails secondaires. L'hypothése de correictiplique quee et [e] ont la méme séman-
tique : en particuliere provoque une erreur a I'exécution si et seulemerfekifait de méme. Il est
important de noter que I'’hypothése concerne des programomesypés. Sa preuve est donc purement
syntaxique, et indépendante de tout systéme de types.

Supposons maintenant donné un systéme de types pour lgéaaigge. On supposera que ce sys-
téme se présente sous la forme d’un prédicat binairelont les arguments sont une expressfat un
typageT. Toute expression admettant un typage est dite bien typgey§&léme de types doit étre sr,
au sens de Wright et Felleisen [72] :

Hypothése 4.2 (Shreté du typage cibleBi f : T et f — f’,alors f’ : T. De plus, aucune expression
f close bloquée n’est bien typée. o

La construction du systéme de types « dérivé » est alors inateéghar simple composition. On
pose qu’une expressianadmet le typag€” si et seulement dje] admet le typagd. Ceci définit un
systéme de types pour le langage source, dont les typagdesamemes que ceux du systéme de types
du langage cible. A I'aide des deux hypothéses ci-dessast immédiat de vérifier que le systéme de
types dérivé est sdr :

Théoréme 4.3 (Sireté du typage dérivéBie : T ete — ¢, alorse’ : T'. De plus, aucune expression
e close bloquée n’est bien typée. o

Tout ceci peut sembler bien élémentaire. C’est justemencepgue cette approche est simple qu'il
ne faut pas se priver de 'employer lorsque cela est podsible

4.2 Un codage a base d’étiquettes

L'analyse de flots d'information est un probléeme de sécuaitéien [120] pour lesquels des tech-
niques d'analyse statique, présentées de fagon infornselie connues depuis longtemps [121, 122].
L'objectif de I'analyse est d'établir une propriété den-interférencec’est-a-dire d’absence de dé-
pendance entre certaines des entrées d’'un programme,goeind de programme, et certaines de ses
sorties.

Ce probleme a récemment connu un regain d’intérét, et on la ¥oumaliser ces techniques ainsi
que leur preuve de correction. Certains chercheurs ontopéode formuler ces analyses sous forme
de systemes de types. Cependant, la plupart des systemgxedeayti ont alors été avancés [123-130]
étaient trés rudimentaires : par exemple, tous étaientédéde polymorphisme, ce qui en pratique les
rendait inutilisables. De plus, leur preuve de correctiopligiuait souvent certains aspects de la preuve
de sdreté d'un systeme de types standard.
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Pour remédier & ces deux problémes, j'ai proposé d'apprdenalyse de flots d’information, dans
le cas d'un langage de programmation purement fonctiognghvers un codage [111]. Le but était
d’obtenir d'un seul coup toute une famille d’analyses, pamposition avec différents systémes de
types pour le langage cible, et de ne devoir prouver une fmis fputes que la correction du codage.

En quoi doit consister un codage permettant d'effectueranmadyse de flots d’information, c’est-
a-dire une analyse de dépendance ? La réponse est simgfet: de codage doit étre d’instrumenter
le programme de facon a ce qu’une analyse de dépendiynegniquesoit incorporée au programme
modifié. Ensuite, par composition avec le systéme de typdangiage cible, on obtient une analyse de
dépendancstatique

Ici, la tAche est facilitée par le fait qu'une analyse de dépaece dynamique pour un langage pure-
ment fonctionnel a déja été définie par Abadi, Lampson et [£8%]. Leur idée est d'ajouter a chaque
valeur une étiquette qui résume, de fagon approximatieasémble des informations dont elle dépend.
Leur analyse est présentée sous forme d’un calcul ou toptession peut porter une étiquette :

ex=...]0:e

et ol la sémantique opérationnelle contient, outre legséghssiques, une régle permettant la propa-
gation des étiquettes :
(L:e1)es — £ (e1e2) (lift)

On peut comprendre cette régle, d’'un point de vue mécanigueme une facon de déplacer I'étiquette
¢ pour faire apparaitre uf-redex. D’un point de vue plus abstrait, la régle a pour effedéplacer
I'étiquette de la fonction vers son résultat, donc permamnéenoriser le fait que le résultat de I'appli-
cationdépendde la fonction. Parce que le résultat de la fonction ne dépescécessairement de son
argument, qui peut étre ignoré, la regle symétrique n'esupifisée.

On peut prouver que la fagon dont les étiquettes sont pregaginstitue effectivement une analyse
de flots d’information. Cette propriété, dénommée « stigghili par Abadiet al. [131], est énoncée de
facon constructive dans [111], et prouvée de fagon élénrenta

Théoreme 4.4 (Stabilité)e; —* es et |e2 | = e impliquent|e; |, —* ea. o

Ici, L représente un ensemble quelconque d'étiquettes. L'esiprel | ;, est obtenue en effagant tous
les sous-termes deportant une étiquette hors dg c'est-a-dire en les remplagant par un « trou » qui
bloque I'évaluation lorsqu’il parvient en téte. Ainsi, iéncé indique que si I'évaluation de produit
un résultats, alors les sous-termes dg portant des étiquettes qui n'apparaissent plus damsont
en fait pas servi au calcul.

Le calcul d’Abadiet al.[131] forme mon langage source. Mon but est & présent de ddfisiysteme
de types pour ce langage. Pour réutiliser un systeme de éxiant, je dois éliminer la construction
¢ : e et la regle de réductioflift), qui sont non standard. Le r6le du codage est précisemersde |
simuler a l'aide de constructions standard. Ici, toutewadiel langage source sera codée, dans le langage
cible, par une paire d'une valeur et d'une étiquette. Je @sgnai donc que, outre un noyau purement
fonctionnel doté de paires, le langage cible contient umstemte/ pour chaque étiquette e L. Le
langage source permet I'imbrication des étiquettes : ot @etire/; : ¢ : e. Or, pour des raisons de
simplicité et de régularité, on préféere que, dans un prograrnodé, chaque valeur porte exactement
une étiquette. Le codage sera donc approximatif. Sa défirgixigera la présence dans le langage cible
d’une opération binairel, qui & deux étiquettes associe leur borne supérieure. A& péd, donc, je
suppose qué forme un treillis. J’omets la définition exacte du codageagireuve de correction [111].

Le langage cible est donc uacalcul standard, doté d’une opération primitive inhadliey a savoir
L. Ainsi, le codage permet de passer d’'un langage source dmé démantique inhabituelle a un
langage cible doté seulement d’'une opération primitivgoltpentaire. C'est un gain, car on n'aura pas
de difficulté & exhiber des systémes de types sdrs pour ladengble : il suffit de choisir un systéme
de types existant pour le-calcul avec paires et de démontrer que les types attrihnésamnstantes et
a I'opérationLl sont cohérents.

Qu’attend-on précisément du systéme de types cible ? Condiguié précédemment (84.1), il doit
étre sar. Par allleurs, une hypothése supplémentaire estseire :
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Hypothése 4.5¢; LI (ea U es) et(e; U ea) U es ont les mémes typesl Ll e) ete ont les mémes types.
Enfin, toute étiquetté est un type, et si la valeul admet le typé,, alors on al; < /5. o

La facon la plus évidente de satisfaire cette hypothéseampter un systéme de types cible doté d’'une
relation de sous-typage, laquelle étend le treillis deguéties, de poser que la constahtele type/,
et d'attribuer a I'opérationl le schéma de types contraini[a < T].aa — o — a.

Parce que toute valeur est codée par une paire d'une valdwret étiquette, son type, a travers le
codage, sera une paire d’'un type « habituel » et d'une éteygr exemplént x ¢, que nous écrirons
int’, pour retrouver la notation habituelle des analyses de dlingormation. A l'aide des diverses
hypothéses que nous avons formulées, a I'aide de la camedti codage, et a I'aide de la propriété de
stabilité du langage source (théoréme 4.4), on peut déprdatpropriété suivante :

Théoréme 4.6 (Non-interférence)Supposons, es : int’ et |e1 ] o = |ea] ¢. Alors, soieni; ete;
divergent, soit; ete, convergent et produisent la méme valeur. o

Cet énoncé indique que, s ete, ont le type « entier public » et s'ils ne different que par dmsss
termes étiquetés comme « secrets, » alors ils ont la mémens§uoe En d’autres termes, le systeme
de types garantit qu'aucun « secret » ne peut contribuerlaulcbun résultat de type « public. »

Ce résultat est valide vis-a-vis d'une sémantique en agyei@m. On peut en déduire que, vis-a-vis
d’'une sémantique en appel par valeugset e, convergent, alors ils produisent la méme valeur. Cette
variante est connue sous le nom de « non-interférence faible

Ici, le typage a travers un codage permet de reconstruirsystsmes de types trés similaires a ceux
qui existaient auparavant [127-130]. Les types sont asrué des étiquettes, et les régles de typage
sont essentiellement les mémes. Lintérét de I'approchel@esnontrer que ces systémes sont en fait
obtenus par simple composition d’une analyse de dépendiynegnique et d’un systéme de types pré-
existants. De plus, nous obtenons, sans effort, une preugerdection, et la capacité d’employer, si on
le souhaite, polymorphisme, types récursifs, ou tout azdractéristique connue.

Il est intéressant de noter que la composition d'un codagiesie avec une analyse de programmes
existante a été proposée indépendamment par Ross et Sagjv [1

4.3 Un codage « security-passing style »

Le langage Java [77] est doté d’'un mécanisme particulieode@e d’accés [133], destiné a em-
pécher I'acces par un fragment de code considéré comme [ie (ialéchargé depuis Internet, par
exemple) a une ressource sensible (le contenu du systénuhigedj par exemple).

Le point de départ, classique [134], est la donnée d'un ebkedeprincipauxP, chaque fragment
de code étargignépar un principal, d’un ensemble dessourceR, et d'unematrice de droits d’accés
A reliant principaux et ressources. Pour simplifier la présémn, je supposerai qu’un principastun
ensemble de ressources, ce qui permet de faire abstraetidn d

Le langage de programmation contient une instructidrsckPermission, permettant de signa-
ler qu’on accéde a une ressourc€ette opération n'a aucun effet si l'accés est considarémm® auto-
risé, mais échoue dans le cas contraire. Cette instructiantibsée par le code qui contréle la ressource
r : évidemment, un fragment de code adverse n’a aucun int€ghployer ! Par conséquent, pour dé-
terminer si I'accés doit étre ou non autorisé, le systemeadisidérer non pas seulement le signataire
du fragment de code en cours d’exécution, mais aussi Ifiigte de I'exécution : la requéte est-elle
provoquée, directement ou indirectement, par un fragmentadie adverse ? Pour répondre a cette
question, I'approche adoptée par Java est d'étudier dhicaie des appels de méthode qui ont conduit &
l'instruction checkPermission considérée. Cette technique est connue sous le nom d'titspele
pile. En premiére approximation, il faut vérifier que tous peincipaux associés aux fragments de code
figurant sur la pile sont dignes de confiance. Cependang, cetidition est trop restrictive. Un fragment
de code non fiable peut Iégitimement provoquer un accésictdiu systéme de fichiers, si par exemple
il demande I'affichage d'une chaine de caractéres dans e pmn encore disponible. C’est alors
le fragment de code (fiable) chargé de I'affichage qui premddponsabilité de cet acces. Java fournit
pour cela une second instructiafioPrivileged. Son effet est de stopper I'inspection de pile : si
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un principal digne de confiance prend la responsabilité ateés a une ressource, on ne vérifie pas le
bien-fondé de cette décision, donc on n'’examine pas paraji@oh été provoquée.

La description originale du systéme de contrble d’accesada [135, 136] est trés opérationnelle :
elle décrit de fagon informelle 'ensemble des instrudioffertes au programmeur et leur comporte-
ment. Cet état de fait a été critiqué, et certains cherchanirsenté d’en étudier plus profondément
les propriétés. Wallach et Felten [137, 138] en donnent @sergption semi-formelle en termes de la
logique ABLP et, plus intéressant, en proposent une imphéatien, dite « security-passing style, » ou
aucune inspection de pile n'est nécessaire. Au lieu de tefesemble des droits d’accés disponibles
est maintenu a jour en permanence, ce qui demande un calcatjae appel de méthode, mais permet
d'implémentercheckPermission entemps constant. Cette approche est asymptotiquemsrgfplu
ficace et, surtout, va servir de base a mon analyse statiqumét et Gordon [139] proposent une étude
théorique poussée des propriétés garanties par I'inspedd pile.

Malgré ces travauy, il reste difficile de prédire le compargat d’'un programme truffé d’instruc-
tionsdoPrivileged et checkPermission. Le probléme réside dans le fait que toute méthode
peut maintenant échouer, c’est-a-dire levecurityException, si elle effectue, directement ou in-
directement, un appeléheckPermission. Or'ensemble des droits (ou permissions, ou ressources)
dont une méthode doit disposer pour pouvoir étre exécutéealement n’est nulle part spécifié expli-
citement. (Il peut bien sar figurer dans la documentatioradedthode, mais, cette spécification n’étant
pas vérifiable automatiquement, elle n’a que peu de val@arge trouve ainsi en situation de program-
mer « au petit bonheur, » sans trop savoir dans quelles comgllie code que I'on écrit risque d’échouer
ni quand on doit prendre la responsabilité de I'accés a wssotece a I'aide déoPrivileged.

Ces limitations ont été soulignées par un travail de Skall&meth [140], lequel a éveillé mon inté-
rét pour cette question. Cet article propose un systemepds tyour un\-calcul doté de constructions
similaires acheckPermission etdoPrivileged. Le type de chaque fonction indique explici-
tement I'ensemble des ressources auxquelles elle estptibdeal’accéder, ce qui permet de garantir
statiguement queheckPermission ne peut échouer. En fait, les constructians=ckPermis—
sionetdoPrivileged n'influencent plus la sémantique des programmes bien tgp@suvent étre
considérées comme de simples annotations de types. Légaiimdérét de I'approche est de permettre
une spécificationérifiabledes droits d’accés requis par chaque fragment de code. #aoement, elle
permet également un gain d’efficacité, puisque le contr@lecgs est en principe effectué a la compila-
tion. Ses limitations résident dans plusieurs hypothésgdificatrices (les principaux et les ressources
sont atomiques, connus a la compilation, et ne sont reliéaymaune relation d’ordre ; les ressources ne
sont pas des valeurs de premiére classe) qui rendent pratidgim une véritable application a Java.

Le travail que j'ai réalisé avec Christian Skalka et ScotitBme résoud pas ces limitations, mais
propose une reformulation des résultats initiaux de Sketkamith [140] a I'aide de la technique du
typage a travers un codage, et, grace a cela, en augmentessame de facon significative. L'idée
est simple : pour obtenir un systersetiquede controle d'acces, il suffit de composer une technique
dynamiquede contrble d’acces, comme I'implémentation « securityspay style » de Wallach [138],
avec un systeme de types standard, dsiatique

Donnons un apercu rapide du langage source et de son codalgegage source est une extension
du noyau de ML par trois constructionse¢, qui correspond doPrivileged, prend la responsabilité
pour tout acces & durant I'exécution de ; r!e, qui correspond @heckPermission, signale un
acces &, et échoue si celui-ci n’est pas autorigée, représente une expressiorignée par le principal
p. On exige que le corps de toute fonction soit signé. La syndadangage source est donc la suivante :

ex=x | x.pel|ee|letz=cine|re|rle|p.e

La sémantique opérationnelle du langage source reflétecda faléle la définition de Iinspection de
pile. Les constructiong.e etr.e n'ont aucun effet en soi, mais sont mémorisées pendantliétian
de I'expressiore. Elles sont supprimées lorsque cette évaluation est téemiGela est reflété par la
syntaxe des contextes d'évaluation :

E:=...|pE|rE
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[z]. = =
[Me.pe]e = Az.As.[p.e]s
lerea], = lealp[e2]yp s
[letz =eiines], = letz=[ei],in [e2],
[re], = lets=sU{r}np)in[e],
[rlel, = res;lel, _
[pe]ls = lets=snpin[e],

FIG. 4.1 — Le codage « security-passing style »

ainsi que par les deux regles de réduction suivantes :

rv —m v

pv — v

Les informations contenues dans la pile pendant I'exéowtion programme Java sont donc ici conte-
nues dans le contexte d’évaluation. (N'oublions pas quantexte d’évaluation a une structure de liste,
donc de pile!) Cela nous permet d’exprimer l'inspection de pomme une inspection du contexte
d’évaluation :

E[rle] — Ele] SiEFT

La conditionE I r, que I'on peut lire « I'état de la pilé& autorise I'acces a la ressounce» est définie
de facon relativement simple : il faut que la séquence de meangp etr qui apparaissent sur la pifé
appartiennent a un certain langage régulier, dont je nealpas ici la définition.

Le codage « security-passing style, » qui compile le langagece et sa sémantique non standard
vers un langage cible standard, est donné par la figure 4 dodage est indexé par un principalqui
représente le signataire du fragment de code a traduireri@agal est remplacé parlorsqu’il est sans
importance. J’emploie la variable distinguépour représenter I'ensemble des ressources accessibles a
chaque instant. Je suppose donc le langage cible muni dotf@nrd’ensemble et doté des opérations
suivantes : (i) union et intersection entre un ensembleakieiet un ensemble fixe ; (ii) test d’apparte-
nance d’'une ressource fixe & un ensemble variable, avec &tbrécution en cas de non-appartenance.
On constate que le codagede accroit en général 'ensembietandis que celui dg.e le restreint. On
constate par ailleurs quedevient un argument supplémentaire de chaque fonction.

Reste a se donner un systéme de types pour le langage cibleffettuer la composition du codage
et de ce systeme. On peut par exemple adopter le systéeme efe dgpDamas et Milner, étendu a
l'aide de rangées [1], lesquelles permettent un typage fnetsembles. (Un ensemble n'est qu’un
enregistrement particulier, ot les champs n’'ont pas decoontet ou seule leur présence ou absence
compte.) Parce que I'image de toute fonction a travers lageast une fonction dotée d’un argument
supplémentairg, le type de toute fonction fait apparaitre un argument fpphtaire, a savoir un type
ensemble, constitué d'une rangée, qui indique quelles lssntessources auxquelles la fonction est
susceptible d’accéder. C'est exactement ce que nous $iomsaDe plus, nous avons gagné, outre une
preuve de correction simple, le polymorphisme et le méaamid'inférence de types du systéme de
types de Damas et Milner.

On peut, sion le souhaite, aller plus loin, par exemple erasert sur une instance de KIM) dotée
de sous-typage, ou encore en employant des contraintesioandlles pour modéliser une construction
supplémentaire, notée’ e : e, qui permet de tester dynamiquement si une ressource deshéa non
accessible. Ces idées sont détaillées dans [112, 113].



Chapitre 5

Analyse de flots d’information

Ce chapitre commente une partie du matériau publié dans{143].

n codage pour définir une analyse de flots d'information J1C# résultat est intéressant, mais

e s'adresse qu'a un langage de programmation puremerttdionel, comme les travaux précé-
dents [128-130]. Pour obtenir un résultat susceptibleaifawn impact pratique, il faut étendre I'ana-
lyse a un langage de programmation plus riche. Myers [144fimicet implémenté une analyse pour
I'ensemble du langage Java, ce qui représente un travadriangt, mais celle-ci n’est accompagnée
d’aucune preuve. En collaboration avec Vincent Simonaitdionc défini, implémenté et prouvé la cor-
rection d’'une analyse de flots d’information pour le langilie Au noyau fonctionnel pur, nous avons
ajouté principalement le traitement des effets de bordst@edire références et exceptions. D’autres
traits du langage, par exemple les types algébriques aigadpe de modules, ont été implémentés, mais
n’ont posé que peu de problemes théoriques.

Naturellement, j'ai initialement voulu conserver la métkale typage a travers un codage. En ce qui

concerne I'ajout des références, je pensais pouvoir édademantique étiquetée d’Abaatial. [131]
et définir ainsi une analyse dynamique de flots d’informati®er ailleurs, pour ajouter les exceptions,
je pensais m'appuyer sur le codage classique des excepticiesmes de sommes, que j'ai mentionné
au chapitre 4. Or, ces deux idées se sont révélées impassibtifficiles & mettre en application. Nous
avons donc da procéder différemment.

]AI SUGGERE, dans le chapitre précédent, comment appliquer la techrigutypage a travers

5.1 Références

5.1.1 Echec du typage a travers un codage

Denning [122] I'avait affirmé : 'analysdynamiquede flots d’'information n'est pas possible si le
langage de programmation considéré est doté de variabldgiades ou de références. Le cceur du
probléme est le suivant : un flot d’'information peut étre papve non seulement par la modification du
contenu d’une référence, mais aussi pangamodification. Le fragment de code suivant, qui emploie
la syntaxe de ML, en donne un exemple :

if le=1theny:=1

Si, aprés exécution, admet une valeur autre quealors on peut en déduire qu'il en va de mémexde
Donc, dans ce cas, I'exécution de ce fragment de code adrérad I'information de: versy, bien que
la valeur dey nait pas été modifiée ! Denning, s’appuyant sur cette remgrgropose un fragment de

38
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code plus élaboré :

let copyz =
let y =ref0in
let z=ref0in
if lz =0 then
y =1
if ly =0 then
z:=1;

1z

Il est facile de vérifier que, si vaut 0 ou 1, alorsopyz vautz. Il y a donc flot d'information de: vers

z. Il semble impossible pour une analyse dynamique de flotdatination de détecter cela. En effet,
si z vaut 0, alors, parce qugest modifiée apres qu’on ait consuitéon détecte un flot de versy.
Parce que: n'est pas modifiée, aucun flot veran’est détecté. Symétriquement,azsivaut 1, alors on
détecte un flot dg versz, et aucun flot verg. Pour détecter I'existence d'un flot deversz, il semble
nécessaire de combiner ces deux observations, ce que sewaalysetatiquepeut réaliser.

Une analyse dynamique obtenue en ajoutant la gestion daeméks, de facon naive, a I'analyse
d’Abadi et al. [131], est donc incorrecte. Pourtant, on pourrait espéuerl@nalyse statique obtenue
en la composant avec un systéme de types classique, seloéth@da exposée au chapitre 4, soit
correcte. En effet, le propre d'un systeme de types est dimer toutesles exécutions possibles du
programme qu’on lui soumet, et de proposer un type qui s#tsmultanément toutes les contraintes
qui en résultent. Dans le cas depy, le systéme détecterait I'existence d’'un flot d'informatide =
versy et d’'un autre dey versz, et, parce qu'il résoud simultanément les contraintes gquiéeoulent,
attribuerait correctementzaun niveau d’information (supérieur ou) égal a celuizdeCette remarque
m’a poussé a tenter de conserver la technique de typageeistnaw codage, quitte a lui apporter des
adaptations significatives, puisque le codage, pris isefénm’est plus correct.

Mais, aprés quelques temps, il est apparu un autre problgumaious a conduit & abandonner
totalement toute approche basée sur I'ajout d’étiquettess&@mantique, dans le style d’Abaeti al.
[131]. La propriété & établir, a savoir la non-interférenexige de comparer deux exécutions d’'un
méme programme, a partir de données différentes, et de déanqo’elle produisent le méme résultat.
Que le langage de programmation soit doté de sa sémantaugastl ou d’'une sémantique étiquetée,
chacune de ces exécutions constitue un objet mathémaigjiret Les références allouées au cours de
la réduction sont des entitégernesa ces objets, sans identité externe. Il est donc impossibigdier
trace de la correspondance entre références allouées eudmia premiére et deuxieme exécutions,
respectivement — ce qui serait pourtant nécessaire powppalonner un sens a un énoncé tel que « le
contenu de la référence est le méme dans les deux exécutions. »

5.1.2 Sémantigue de ME

On peut probablement imaginer plusieurs solutions a celgmud Celle proposée par Vincent Si-
monet et moi-méme permet adeuxexécutions considérées de partageuniguetas Etore), de sorte
gu’une adressddcation) donnéemn a bien la méme signification de part et d’autre. Pour celas niéu
finissons une extension du langage de programmation caésidéle noyau de ML, et la dotons d’'une
sémantiqued hoc

L'idée est de se doter d’'un langage capable de représerg@adesd’expressions du langage de
départ. Ce langage, nommé RjLcontient donc une construction, notég | e.), ol e; et ey sont
des expressions de ML. De plus, il contient également tdatesonstructions habituelles de ML. La
syntaxe de ME est donc définie par

ex=...](e]e)

sous la condition que les crochets ne peuvent étre embGiéspermet de représenter de facon fine les
points communs et les différences entre deux expressioMid®ar exemple, les termég, (2 | 3))
et((1,2) | (1,3)) ont les mémegprojections c’est-a-dire qu’ils représentent tous deux la paire f@mé
des expressiond, 2) et(1, 3). Cependant, le premier de ces termes est plus précis : stusgméme
met en évidence le fait que le contexie[]) est partagé.
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Ce mécanisme s’'applique également aux tas. Un unique tad dedui aux adresses associe des
valeurs contenant éventuellement des crochets, repedsgpdire de deux tas de ML.

On peut doter MB d’'une sémantique opérationnelle. On y trouve d’abord Igkesqui définissent
la sémantique de ML. Celles-ci prennent une significationvetle : elles permettent a présent une
réductionsynchronedes deux expressions ML représentées par une unique erprédis?, lorsque
celles-ci présentent la méme structure. Ensuite, vientregke indiquant que la composante gauche
d’'un crochet peut se réduire indépendamment de sa compadaite, et vice-versa. Cette régle permet
une réductionndépendanteles deux expressions ML considérées, lorsque celles+ai pas du tout la
méme structure. Enfin, vient une série de régles applicdiegue la structure nécessaire a la réduction
est en partie partagée. Par exemple, on se donne la regatauiv

(v1 [va) v — (v1 |[v]1 | v2 [v]2)

Cette regle s'applique lorsque les deux programmes s’&ggréimultanément a effectuer un appel de
fonction, avec un méme argumantet lorsque la fonction appelée n'est pas la méme d&'un coté,
vy de l'autre. La régle n'a aucun effet calculatoire : on peutfief que ses membres gauche et droit
ont les mémes projections, a savojr|v|; etwvy |v]o. Son seul effet est donc de réécrire le terme de
gauche en un terme moins précis, au sens ci-dessus, a4 terme ou une partie de I'information
de partage a été perdue. Cette régle est analofift #84.2).

La sémantique de ML_est congue de fagon a satisfaire les propriétés suivantes :

Théoréme 5.1 (Correction) Les projections d’une réduction de Misont des réductions de ML. o

Théoréme 5.2 (Complétude)Si les deux projections d’'une expression de’ME réduisent dans ML
jusgu’a un résultat, alors celle-ci se réduit dans Musqu’a un résultat. o

La combinaison de ces deux propriétés signifie, en bref, gué &4t un outil adéquat pour comparer
deux exécutions de ML, pourvu que celles-ci terminent : éet,e€es deux exécutions sont alors les
projections d’'une unique exécution de RL

5.1.3 Typage de MI? et non-interférence

Parce que la technique de typage a travers un codage a étfbahén, I'analyse statique de flots
d’'information doit étre définie explicitement, sous fornierdsystéme de types pour ML. On étend en
fait ce systéme de types a MLde fagon & pouvoir exprimer la préservation d’un invarentours de
la réduction deleuxprogrammes reliés.

La propriété de non-interférence a établir est la suiva®tét e un programme de ML ayant une
variable librex. Supposons que, sous I'hypothése guest de type « secret,exadmet le type « entier
public. » Alors, quelles que soient les valeuiset v, par lesquelles on remplaae I'évaluation dee,
si elle termine, produit le méme résultat.

Pour démontrer ce théoréme, on doit comparer les exécul®hs /x]e et de[vy/x]e, dans I'hy-
pothése ou elles terminent. Grace aux théorémes 5.1 et 5ufit de considérer I'expression de ML
[(v1 | v2)/x]e. Son exécution produit nécessairement un résultat, demrigections sont les résultats
des deux exécutions que I'on souhaite comparer. Pour etal#i ceux-ci sont identiques, il suffit de
démontrer que celui-la ne contient aucun crochet.

On voit que les crochets, dans FlLsont employés pour représenter les informations « secréte
En effet, ce que I'on consideére initialement comme « secest ja valeur de;, a savoiry; d'un coté, v,
de l'autre. Dans ME, cette valeur est représentée par | v-). A I'issue de I'évaluation, au contraire,
on souhaite montrer que le résultat obtenu n’est pas un etsecaet, pour cela, on montre que ce n'est
pas un crochet. Il est donc naturel que le systéme de typed datitibue a tous les crochets le niveau
d’information « secret. » Cela est spécifié par la régle daggmmssociée a la constructipn -), que je
ne donne pas ici.

En ce qui concerne toutes les autres constructions, lersgsde types de Mt est identique a celui
gue I'on a défini pour ML. (Notons bien gu’il ne s’agit pas lasltistéeme de types de Damas et Milner,
mais de I'analyse de flots d’'information dont nous souhaitétablir la correction.) Ses régles sont
congues de facon a satisfaire la propriété suivante :
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Théoréme 5.3 (Auto-réduction) La réduction de ME préserve le typage. o

Je peux maintenant terminer I'esquisse de la preuve demerférence, que j'ai suspendue plus
haut. D’'abord, la valeufv; | v2) admet le type « secret. » Ensuite, sous I'hypothésercest de type
« secret, »e admet le type « entier public. » Par une propriété de sulistitwérifiée par construction
dans la plupart des systémes de types et dans celui desNlparticulier, ces deux faits impliquent que
[(v1 | va)/xz]e admet le type « entier public. » D'aprés le théoréme 5.3, ésultat admet également
le type « entier public. » Or, un résultat entier est soit umestantek, soit un crochetk; | k»). Ici,
le second cas est impossible, parce qu’un crochet ne peutiéttype « public. » Par conséquent, ce
résultat est nécessairement de la forfpet ne contient aucun crochet. C'est la ce que je souhaitais
démontrer.

Je rappelle, pour mémoire, I'énoncé (simplifié) de nonkBtence que I'on obtient ainsi :

Théoreme 5.4 (Non-interférence)Soite un programme de ML ayant une variable libre Supposons
que, sous I'hypothése queest de type « secret,e»admet le type « entier public. » Alors, quelles que
soient les valeurs; et v, par lesquelles on remplace, I'évaluation dee, si elle termine, produit le
méme résultat. o

Bien entendu, I'exposé ci-dessus est treés informel, et ma@gas les régles de typage qui défi-
nissent I'analyse de flots d’information. Cette omissionnme semble pas trés importante, parce que
ces regles ne sont pas difficiles a concevoir : elles gésérdlcelles de Volpano et Smith [125], et sont
similaires a celles données par d’autres auteurs [129,146}-| était beaucoup plus difficile de struc-
turer la preuve de non-interférence de fagon élégantegst pburquoi j'ai insisté ici sur I'architecture
de cette preuve. Grace a I'outil MLla partie habituellement la plus délicate de cette preeveent
ici a établir une propriété d'auto-réduction (théoréme),5ddnt la démonstration ne présente pas de
difficulté particuliere.

Cette technique de preuve, baptiséehnique des crocheta été transportée par moi-mémerau
calcul, a titre d’expérimentation [143]. Le résultat ohterste modeste, car le systeme de types étudié
dans cet article est d'une expressivité trés limitée. ltifait, pour I'améliorer, y incorporer une notion
delinéarité, similaire a celles étudiées par Zdancewic et Myers [148pda cadre séquentiel et par
Honda, Vasconcelos et Yoshida [147] et Honda et Yoshida][ddB8s le cadre da-calcul. Il n'est pas
certain que la technique des crochets permette la preuverdection d’'une analyse dotée de types
linéaires. Cette technique est également utilisée pari®@ti@49], et a été reprise par d’autres auteurs,
par exemple Zheng et Myers [150].

Il faut noter que, parce que le systeme de types est polyraceplloit permettre I'inférence de
types, il n'est pas possible de s’appuyer sur un langageesé@mantique explicitement typés. Chez
Zdancewic et Myers [146], a contrario, chagque applicatieradprimitiveref est annotée par un ni-
veau d’'information fixé, et la sémantique opérationneltelééinie de telle fagcon que la modification du
contenu d’'une référence provoque une erreur a I'exécutibonstente d'y introduire une information
d’'un niveau incompatible avec celui qui a été fixé. Cette agipe simple estincompatible avec le poly-
morphisme. En effet, on ne dispose plus d’une unique prgiiéf polymorphe, mais d’une famille de
primitivesref,, indexée par les niveaux d’informatidnlLa technique des crochets présente I'avantage
d’éviter cet écueil.

Enfin, notons que I'approche semi-syntaxique (82.4.3) autii€ée pour alléger sensiblement la
preuve. Dans un premier temps, on démontre la correctiaredarmulation « algébrique » du systéme
de types, puis, dans un second temps, on montre que la vergitexique, a base de contraintes, est
correcte vis-a-vis de la premiére. La seconde étape estasthnt ne présente aucune difficulté nouvelle
vis-a-vis de son homologue dans KIM), ce qui permet de se concentrer sur la premiére.

5.2 Exceptions

Dans un langage de programmation comme Java ou ML, les éxagpbnstituent un mécanisme de
transmission d’'information, et doivent donc étre prises@mpte par I'analyse de flots d’information.
Myers [144] s’appuie sur le systéme de types de Java, queepig la liste des exceptions que chaque
méthode est susceptible de lever soit explicitement feupair le programmeur. Il enrichit cette liste
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en exigeant que chaque exception soit accompagnée pardaunde I'information potentiellement
transmise lorsque cette exception est levée.

Le traitement des exceptions chez Myers est relativemé&uigret il semble difficile d’aller plus
loin sans augmenter considérablement la complexité démgstAussi Vincent Simonet et moi-méme
n‘avons pas cherché a définir une analyse plus expressive,sin@lement a prouver la correction
d’'une analyse de précision comparable, dans le cadre de Mhfo@nément a la tradition de ML,
cependant, et contrairement a I'analyse de Myers, notit@msgsn’exige aucune annotation de la part
du programmeur, et est polymorphe.

J'ai songé, une nouvelle fois, & adopter I'approche du tg@atyavers un codage. L'idée est de tra-
duire un langage doté d’exceptions vers un langage dénuégpons, mais doté de types sommes,
et pour lequel une analyse de flots d'information est didgeniLe langage étudié plus haut (85.1)
convient pour cela, a condition d'y incorporer un traitetnsuffisamment fin des sommes. Le traite-
ment classique des sommes [111, 129, 130], ou chaque typmesquorte une seule étiquette, n'est
certainement pas assez précis. En effet, il est clair quguehbranche d’'un type somme doit porter
une étiquette, de facon a obtenir, a travers le codage, walgsanou chaque nom d’exception se voit
associer une étiquette.

Ce traitement fin des sommes, ainsi que le typage des exaspjin en découle a travers le codage,
ont été étudiés par Simonet [149]. Cette étude, intéresskum point de vue théorique, nous a conduits
a préférer formuler directement une analyse d’exceptioos piL, car le détour par les types sommes
nous a semblé trop long. Nous avons donc employé la techuaigsi€rochets pour prouver de fagon
directe la correction de notre analyse de flots d’'infornraén présence d’exceptions [141].

La version finale de notre analyse [142] a été simplifiée geacme Iégére restriction de 'ex-
pressivité du langage : les exceptions n'y sont plus desukalde premiére classe. Il reste donc pos-
sible d’écrireraise(E v), si E' est un nom d’exception, mais l'idionmaisex est supprimé. Quelgues
constructions courantes, commng/finally ettry/propagate sont ajoutées pour compenser partiellement
cette perte d’expressivité. En termes de typage, cela peféaniner les contraintes conditionnelles,
auxquelles on recourait dans [141] pour typaisex. Cette simplification était nécessaire pour per-
mettre le développement d’un analyseur modulaire, puiscprame on I'a dit au chapitre 3, la compa-
raison entre schémas de types inférés et déclarés estelificprésence de contraintes conditionnelles.

5.3 Quelques mots de Flow Caml

Vincent Simonet a implanté 'analyse évoquée ci-dessus ¢dow Caml [151, 152], un sous-
ensemble du langage Objective Caml doté d’un systéme de plpe exigeant, dont les types reflétent
des flots d'information potentiels. Les programmes Flow Claien typés sont traduits, par simple ef-
facement des informations superflues, vers Objective Caml.

Le systéme de types de Flow Caml est une variante d¢ HMCe n’en est pas une instance, car
les régles de typage ont été modifiées pour garder trace dedfioformation. Les contraintes de
sous-typage y sont interprétées de fagon structurelledriosur les types est engendré par 'ordre sur
les niveaux d'informations qui les décorent. Le fait quexdgypes comparables ont nécessairement la
méme structure implique que tout programme bien typé audeitow Caml est également bien typé
au sens d’Objective Caml.

Le sous-typage structurel permet également un affichagealides schémas de types contraints
sous forme graphique, imaginé et implanté par Simonet [1Bd]bref, les contraintes peuvent étre
représentées sous forme d’arcs reliant certains nceudssquelette, ol un « squelette » est grosso
modo un type dénué de décorations, c’est-a-dire un typeraud®bjective Caml.

Outre le prédicat de sous-typage, le langage de contrasigppuie sur deux prédicats auxiliaires,
appeléegardeset notéesq et € dans [142]. Chacun de ces prédicats relie un niveau d’irddon
et un type, en imposant une relation d'ordre entre le pregti@ertains des niveaux qui décorent le
second. Parce que l'interprétation de ces prédicats dégeeladstructure du type auquel ils s’appliquent
(fleche, produit, somme, etc.), ils ne sont pas définissablésrmes de la relation de sous-typage. Cette
caractéristique originale vient compliquer Iégéremerpriecessus de résolution de contraintes, mais
permet d'alléger la structure des types : en particuliegsravons pu, grace a cela, n'ajouter aucune
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annotation au constructeur de types produij. (Ceci constitue une innovation vis-a-vis des travaux
précédents, qui adoptent en général I'hypothése simittiiesselon laquelle tout constructeur de types
porte une annotation.

Le solveur de contraintes de Flow Caml gére les contrairga®ds-typage structurel, les « gardes, »
et les rangées. Il a été implanté et formalisé par Vincenb8et[153]. Il s’agit, a ma connaissance, de
la premiére implantation réaliste d’'une variante de ML daté sous-typage et d'inférence de types.



Chapitre 6

Types de données algébriques gardes

Ce chapitre commente une partie du matériau publié dans][ébdontenu dans [155].

exemple sur les contraintes de sous-typage, structurebopul@s contraintes conditionnelles,

ainsi que sur certaines formes de contraintes plus exaigoenme les « gardes » (chapitre 5).
Or, si ces systémes sont théoriquement au point, il semffilgldide les mettre en ceuvre pour accroitre
I'expressivité d'un langage de programmation généralettee pour diverses raisons.

D’une part, leur formes résolues, méme simplifiées, resmment difficiles a lire; or, elles appa-
raissent au sein des schémas de types inférés. C'est lesasntenintes de sous-typage non structurel
ainsi que des diverses formes de contraintes conditiamdl’autre part, la présence de contraintes
peut rendre difficile la comparaison automatique entre reciséde types déclarés et inférés. C'est le
cas des contraintes de sous-typage non structurel, payrdkss le probléme reste ouvert [84], ainsi
gue des contraintes conditionnelles, pour lesquellestite8teux [89]. Dans le cas du sous-typage
structurel, on peut afficher les schémas de types contisonts forme graphique (85.3). Néanmoins, la
lecture d’'un tel graphe reste un exercice délicat. DansdedeaFlow Caml [152], le surcroit de com-
plexité du systéme de types est justifié par la finesse quediagalyse de flots d’information. Dans
le cas d'un langage de programmation généraliste, cepgrgsnploi de contraintes de sous-typage
structurel semble discutable, méme si certains I'ont mieeemre avec succes [56, 58, 59].

Ces remarques pessimistes signifient-elles que l'inférdrdypes a base de contraintes n’est qu’un
exercice de style, sans véritable espoir de parvenir & uligation pratique ? Je ne le pense pas. Elles
doivent seulement nous conduire a étudier des langagesndiobes pour lesquels les principaux
problémes de décision (satisfiabilité, implication) sdgbathmiquement peu colteux et surtout dont
les formes résolues sont aussi simples que possible, de tace que les schémas de types inférés
puissent étre présentés au programmeur sous une formelteatur

L'objet de ce chapitre est de décrire une telle situatiorprenant pour exemple I'ajout dgpes de
données algébriques gardd$6] a ML. Le langage de contraintes nécessaire pour effetinférence
de types reste alors basé uniquement sur les équationstgree mais est enrichi par 'introduction
d’une forme restreinte d’implication. Les formes résolvestent les mémes que dans le cas de con-
traintes d’unification classiques, ce qui signifie que ldgstas de types conservent la méme forme
gu’en ML : le formalisme des contraintes reste entieremmvisible pour le programmeur, et ne sert
gu’a permettre une formalisation plus élégante et une ewgél compréhension du systéme de types.

Q U COURS DES CHAPITRES PRECEDENT$ai présenté différents systémes de types basés par

6.1 Présentation

Je rappelle d’'abord comment on définit un type de donnéebridge, puis j'explique comment on
parvient a la notion plus générale de type de données afgbgiardé.

Types de données algébriques Soite un constructeur de types de données algébriques, pargmaétré
un vecteur de variables de types distinete$oit K I'un des constructeurs de données associed a

44
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schéma de types (clos) attribud@ que I'on peut déduire de la déclarationdl€loit étre de la forme
K :Vamn x---x7, —¢ea), (1)

oun est l'arité deK. Alors, la régle qui gouverne le typage du filtrage peut &smée comme suit :
sile motif K (x4, ..., zy,) filtre une valeur de type(a), alors la variabler; dénote une valeur de type
Ti-

Par exemple, un type de données algébritjue(«), décrivant les arbres binaires dont les noeuds
internes sont étiquetés par des valeurs de typmourrait étre déclaré comme suit :

Leaf ::Va.tree(a),

Node :: Va.tree(a) x a X tree(a) — tree(a).

Lorsque le motifLeaf filtre une valeur de typeree(«), aucune variable n’est liée. Lorsque le motif
Node(l,v,r) filtre une telle valeur, les variabldsv, etr sont liées a des valeurs de types respectifs
tree(a), a, ettree(a).

Types existentiels a la Laufer et Odersky Il est possible d’'imaginer des extensions de ML permettant
des formes plus libérales de déclarations de types de dsmigébriques. Considérons par exemple la
facon dont Laufer et Odersky [157] introduisent les typeistektiels dans ML. Le schéma de types
associé a un constructeur de données peut alors étre denla for

K :VaB.r x - X 1, — €(a). (2)

La nouveauté réside dans le fait que les types des argundesdspirr, . . ., 7,,, peuvent contenir des
variables de types, a savoi, qui ne sont pas des parameétres du constructeur de typesndéeso
algébriques:. Alors, la régle qui gouverne le typage du filtrage devieritle snotif K (z1,...,z,)
filtre une valeur de type(a), alorsil existe des types inconnus tels que la variable:;; dénote une
valeur de typer;.

Par exemple, un type de données algébrikie décrivant des paires d’une clé et d’'une fonction
des clés vers les entiers, ou le type des clés reste abgtmaitait étre déclaré comme suit :

Key V3.0 x (B — int) — key.

Les valeursKey (3, Az.5) et Key ([1; 2; 3], length) admettent toutes deux le typey. Lorsque le motif
Key (v, f) filtre 'une quelconque de ces valeurs, les variables f sont liées & des valeurs de types
respectifss et 3 — int, pour ung abstrait, ce qui permet, par exemple, d’éval{gr), mais interdit
de considérer comme un entier ou comme une liste d’entiers, ce qui ne geEaisQr.

Types de données algébriques gardésOn peut aller plus loin en autorisant les constructeurs de do
nées a recevoir un schéma de typestraint:

K ::VapB[D].r x - X Ty — €(@). (3)

Ici, D est une contrainte. La valedf (vy, ..., v,), o0 chaque; est de type;, est bien typée, et admet
le typee(a), seulement si les variables de tyges satisfont la contraint®. En contrepartie de cette
regle deconstructiorrestreinte, la régle qui gouverne le typage dedatruction c’est-a-dire du filtrage,
devient plus flexible : si le motif< (z1, ..., z,) filtre une valeur de type(a), alors il existe des types
inconnus3 satisfaisantD tels que la variable; dénote une valeur de type Ainsi, le succés d’un test
dynamiquea savoir le filtrage, permet de glaner une informasitatiquesupplémentaire, exprimée par
D, dans la portée d’'une branche. J’emploie la terminologigped de données algébriques gardés »
parce que les schémas de types associés aux constructetgastes, c’'est-a-dire contraints.

Dans le cas qui nous intéresse ici, a savoir une extensionlLde Mloit étre une contrainte d’uni-
fication, c’est-a-dire une conjonction d'équations engges. Alors, on peut en fait associer aux cons-
tructeurs de données des schémas de types de la forme suivant

K V3.7 X - X Ty — €(7). (4)
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Dans cette forme, aucune contrainte n'apparait, mais Istagrieur de typespeut étre appliqué a un
vecteur de types arbitraires, plutdt qu'a un vecteur deatodes de types distinctes Il n’est pas difficile
de vérifier que les formes (3) et (4) sont équivalentes.

Je fais parfois référence aux types de données algébriaueduits par une déclaration de la forme
(4) en tant queypes inductifsparce qu'ils sont trés proches de ceux que l'on trouve darmslcul
des constructions inductives [158, 159]. La seule difféearéside dans le fait que les véritables types
inductifs sont soumis a une condition de positivité, quiggit la cohérence logique, tandis que, dans le
cadre d’'un langage de programmation, cette restrictiost pas nécessaire. Ces types sont également
connus sous les noms denstructeurs de types de données récursifs ggpdés<i et al. [156] et de
types fantdmes de premiére clapse Cheney et Hinze [160]. Un cas particulier de ce mécanisgié
utilisé auparavant par Crary, Weirich et Morrisett [161].

6.2 Application a la défonctionalisation

A quoi peuvent bien servir les types de données algébriqartég? Leur trait distinctif est de
permettre & un testynamiquede fournir une informatiostatiquesupplémentaire. On peut en tirer parti
de multiples facons.

Par exemple, Crargt al.[161] utilisent un type de données algébrique gardé pdigicnotéRR, pour
traduire un langage dotéahalyse de types intensionneliéest-a-dire d’une constructidypecase, vers
un langage standard, doté d'une simple construatase. L'idée est de représenter les types, pendant
I'exécution, par des valeurs particulieres, que I'on petlgser de facon classique. Pour que les pro-
grammes qui emploient cette convention puissent étre @érés comme bien typés, il faut que I'analyse
de lareprésentation dynamiqueun type, a l'aide de la constructiarase, permette d’obtenir des in-
formationsstatiquessur le typelui-méme La définition du typeR est congue pour permettre cela. Elle
est formulée de telle sorte que, pour tout type sans vagablie type R 7 contient une seule valeur,
laquelle est précisément la représentation dynamiqueprtyPour cette raison, on dit quer est un
type singleton

Cheney et Hinze [162] tentent de simuler le tyRedans un langage dénué de types de données
algébriques gardés, en I'occurence Haskell, ce qui doenediquelques acrobaties intéressantes. Les
mémes auteurs [160] donnent ensuite divers exemplesigitiiin des types de données algébriques
gardés.

Xi et al.[156] généralisent les régles de typage associdestproposent la notion générale de type
de données algébrique gardé. lls donnent d’'autres illimtisade I'utilité de cette notion. Une version
préliminaire de leur article suggére en particulier queytpes de données algébriques gardés autorisent
un nouveau schéma de compilation dgse classesle Haskell [28]. L'idée est de représenter un dic-
tionnaire non pas par un enregistrement contenant unerelptr chaque méthode, comme c’est le
cas habituellement [44, 46, 163, 164], mais par une simpletstre de données, laquelle est ensuite
interprétée, a I'aide d’'une constructicase, lorsqu’on souhaite appeler une des méthodes qu’elle re-
présente. J'ai récemment étudié deux variantes de ce sa@omampilation original, et me propose de
les publier d’ici peu.

Défonctionalisation De facon indépendante, j'ai démontré, en collaboratio &ladji Gauthier, que
les types de données algébriques gardés permettent de@mndadéfonctionalisationune transfor-
mation de programmes classique due a Reynolds [165, 16@neoproduisant des programnigen
typés y compris en présence de polymorphisme. Ce résultat esenau I'effet de la défonctionalisa-
tion sur les types n’était jusqu’ici compris qu’en I'abserte polymorphisme [167, 168] ou bien, dans
le cas d'un langage doté de polymorphisme a la Hindley etéiimoyennant son élimination préalable
parmonomorphisatiofil 69-172].

En quoi consiste la défonctionalisation ? Son but est diékml’emploi des fonctions en tant que
valeurs de premiére classe. Pour cela, on attribue a chea@istraction — donc a chaque fragment
de code — du programme source une étiquette distincte. Gnalods chaque valeur fonctionnelle par
unecldturecomposée d'une telle étiquette et d’'un environnement.du@d’'on souhaite appliquer une
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fonction, on examine I'étiquette et on en déduit vers quaifnent de code il faut sauter. La défonctio-
nalisation est donc trés similaire adebsure conversiora la différence prés que cette derniére emploie
des pointeurs de code en guise d'étiquettes, ce qui permmebhgdacer I'examen explicite de I'étiquette
par un simple saut indirect. En termes de typage, cetteréifté est sensible : I'image d’un type fonc-
tionnel a travers la défonctionalisation est un type sommerotype de données algébrique, tandis que
son image a travers Eosure conversioemploie types fonctionnels et types existentiels [173}175

Interaction avec le polymorphisme Pourquoi est-il difficile de définir la défonctionalisatipour un
A-calcul typé polymorphe, par exemple le systéme F [176, 28 probléme réside dans la définition
de apply, la fonction qui forme le coeur de tout programme défonctiséaSes parametres sont une
cléture f et une valeumrg ; sa tache est de simuler I'application de la fonction sowa#®ée parf a
la valeur source codée parg, et d’en renvoyer le résultat. En d’autres termeggepidénote I'image
d’'une expression source a travers la défonctionalisation, alors on souhaite définires] comme
apply [e1] [e2]- Supposons a présent que la défonctionalisation présetypage, et quér] dénote
'image d'un type source a travers la défonctionalisation. Alors,esiadmet le typer; — 7 et Sies
admet le typer, nous constatons que, pour quely [e1] [e2] soit bien typéeapply doit avoir le type
[r1 — 1] — [m1] — [=]. De plus, puisque; est ici arbitraire, ceci doit valoir pour tous types
et 5. La facon la plus naturelle de satisfaire cette exigencel@s$aire en sorte quepply ait le type
Vajas.Jar — as] — a1 — as et que[-] commute avec toute substitution de variables de types par
des types.

Considérons maintenant la définition de la fonctigply. Elle doit étre de la forme

Aoy Aag A f 2 Jag — ag].Marg : «y.case fof €

ou ¢ contient une clause pour chaque étiquette, c'est-a-dine glmaquel-abstraction du programme
source. Le membre droit de chacune de ces clauses est ledeplgps-abstraction associée, renommé
de fagon & ce que son paramétre formel sajt En guise d'illustration, supposons que le programme
source contient les-abstractions\z.z + 1 et Az.not z, dont les types sontit — int et bool — bool,

et dont les étiquettes sosiccet not, respectivement. Alorg; doit contenir les clauses suivantes :

succ +—  arg+1
not + notarg

Cependant, dans le systéeme F, ces clauses sont incomgpatidles font des hypothéses différentes
quant au type derg, et produisent des valeurs de types différents. En faity poe apply soit bien
typée, toute\-abstraction du programme source doit produire une valedypkas, sous I'hypothése
gue son argument est de typg. En I'absence de toute autre hypothése a propoa;det a,, cela
revient a exiger que toutes lasabstractions du programne source admettent leypew.a; — as,

ce qui ne peut pas étre le cas en général! Ceci explique poiutqe semble pas possible de définir
une notion de défonctionalisation qui préserve le typages dcadre du systeme F.

La (non-)solution usuelle La réponse communément apportée a ce probleme dans le gadsraient
typé [167-172] consiste a spécialiserply. Au lieu de définir une unique fonction polymorphe, on
introduit une famille de fonctions monomorphes, de tfpe— 7] — [n1] — [r=], our et~ par-
courent les types sans variables. Du coup, la définitionzgidy .., peut se contenter de ne traiter
que les étiquettes dont lesabstractions associées sont de type- 7». Pour reprendre I'exemple pré-
cédent, la définition depply,,,;_,,; doit contenir un cas polsucg mais aucun pounot Inversement,

la définition deapply,,.i— oo traite not, mais passucc Il est a présent facile de vérifier que toutes
les clauses qui figurent dans la deéfinitionagely.., .., sont compatibles au sens du typage, de sorte
gue la fonction est bien typée. Enfin, en exploitant le fai e doit avoir un typesans variablesle

la former; — 7o, on définit[e; ex] commeapply.. .., [e1] [e2]. Ainsi, la défonctionalisation dans
un cadre simplement typé non seulempréserve maisest dirigée pare typage. Notons qui] ne
commute pasavec la substitution de variables de types par des typesff&nteut type fleche distinct
dans le programme source est codé par un type de donnéesauigédistinct dans le programme cible.
Du coup, il n'existe aucune fagon naturelle de traduire ye tifeche qui contiendrait des variables de
types. Ces remarques expliquent pourquoi cette approtimeié@n présence de polymorphisme.
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Une solution a base de types de données algébriques gardésadiji Gauthier et moi-méme avons
proposé une nouvelle solution a ce probléme [154]. On ceasane unique fonctiompply, dont le
type estVajas.[ar — as] — a1 — a2, cOmme initialement suggéré ci-dessus. On exige également
que le codage des types commute avec les substitutions eg, @ qui implique qugr, — 7] doit
s’écrire Arrow [11] [72], pour un certain constructeur de types de données algélsriistingué binaire
Arrow. Il reste & trouver une extension du systeme F dans lagaai&finition deapply soit bien typée,
c’est-a-dire ou toutes les clauses produisent effectiménnee valeur de types, sous I'hypothése que
arg est de typen;. La remarque clef est que, pour permettre cela, on doit aicoEs hypothéses
supplémentaires a proposdeetas. Par exemple, dans le cas de la brargin on pourrait raisonner
comme suit. Si cette branche est empruntée, glaestsucc doncsuccadmet le typedrrow a; ao.
Cependant, nous savons que\labstraction associée avec I'étiquetteeG a savoir\z.z + 1, est de
typeint — int, donc il est naturel d'attribuer le typérrow int int au constructeur de donnésscc

En combinant ces deux faits, nous constatons que, si la leaest empruntée, alors on doit avoir
Arrow a1 ap = Arrow int int, c'est-a-direa; = int et as = int. Sous ces hypothéses de typage
supplémentairedl est possible de prouver que,@ig est de typev;, alorsarg + 1 admet le typen,.

En analysant chaque clause de fagon analogue, on conclupglieest bien typée.

Quels sont les ingrédients nécessaires pour cette soRifdabord, les constructeurs de données
succet not, qui sont associés au type de données algébrifjuew, doivent recevoir les schémas de
typesArrow int int et Arrow bool bool, respectivement. Notons que A&irow était un type de données
algébrigue ordinaire, alors ces constructeurs d’aritiematevraient nécessairement le schéma de types
Yaias. Arrow o ao. Ensuite, lorsqu’on examine I'étiquette d'une valeur dgetyrrow oy s, il est
nécessaire que la branche correspondamnica(resp.not) soit typée sous I'hypothése supplémentaire
Arrow oy ag = Arrow int int (resp. Arrow a; as = Arrow bool bool). C'est précisément ce que
permettent les régles de typage associées aux types deedardgébriques gardés.

Moralité La défonctionalisation peut étre vue non seulement comregeshnique de compilation,
mais aussi comme un outil qu'on peut employer manuellemant @isonner a propos d’un programme
et le transformer. Danvy et Nielsen [178] ont noté gqu’ell@stdue un inverse du codage de Church,
ce qui signifie gu’elle permet de raisonner en termes detshes de données, au lieu de fonctions
d’ordre supérieur. On peut illustrer ce point a I'aide dedadtionsprintf, connue pour étre difficile a
exprimer en ML, parce que la valeur de son premier argumete i nombre et les types des arguments
suivants. Danvy [179] a suggéré une facon subtile d’exprapantf en ML en codant les spécificateurs
de format sous forme de fonctions de premiere classe. Rtesr@ent, Xiet al. [156] ont montré que
sprintf peut étre exprimée dans un style direct, ou les spécificatant des structures de données, a
I'aide de types de données algébriques gardés. Notre éardeepde réaliser que la seconde approche
n’est qu'une version défonctionalisée de la premiére. idiagait que la défonctionalisation préserve le
typage signifie que certains programmes existants, qiseni des ruses a base de continuations pour
contourner les limitations du systeme de types de ML, peudia réécrits de facon plus naturelle en
tant que programmes du premier ordre, manipulant des stasctie données définies par des types de
données algébriques gardés. Cette remarque théoriquambéesen bon argument pour justifier I'ajout
de types de données algébriques gardés aux langages darpnogtion de la famille ML, comme
Objective Caml.

6.3 Inférence de types

En collaboration avec Vincent Simonet [155], j'ai donc ééutintroduction de types de données
algébriques gardés dans ML, et, plus généralement, daasite général du typage & base de contrain-
tes. Ainsi, en ajoutant & HWX) la récursivité polymorphe, les types de données algétsigaedés et
le filtrage, nous avons obtenu un systéme plus expressiisBapMG( X ).

La définition de HMGX) généralise les travaux de Xi [180-182] et de Zenger [183]. IS
deux s’intéressent a des systemes de typesaffinent ML, c’est-a-dire qui permettent d’exprimer
des propriétés plus fines a propos d’'un programme, mais megpent pas de considérer de nouveaux
programmes comme bien typés. Il généralise égalementailtde Xi et al. [156], qui introduit les
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types de données algébriques gardés. Une généralisatidaie a la nétre, mais ou I'accent n'est pas
mis sur I'inférence de types, a été effectuée indépendampaerxi [185]. Techniquement, notre travail
est trées proche de celui de Zenger [184], mais ajoute le s@asye, le filtrage a I'aide de motifs de
profondeur arbitraire, et est @ mon avis présenté de fagmquncise et élégante, surtout en ce qui
concerne la génération de contraintes.

Je ne m’'étendrai pas ici sur la définition de H¥X5), qui me semble relativement naturelle. Je
présente simplement la régle de typage qui concerne leseda(Une clausge, olp est un motif et
une expression, permet de définir des fonctions par cas. sEtrit comme suit :

Crop:7 ~ 3BDI’ CADITVkFe:T B # ftv(C,T, 1)
CTrpe:T —71

On peut lire cette regle de la fagon suivante : « Supposonssgues I'hypothesé’, il soit permis de
soumettre une valeur de typé au motif p, et que, en cas de succes du filtrage, on puisse en déduire
I'existence de types inconnus satisfaisanD, et tels que les variables nouvellement liées par le motif
p admettent les types décrits @dr Supposons de plus que, sous les hypoth€seisD, et dans I'envi-
ronnement obtenu en concaténBrgtI”, I'expressiore admet le type-. Alors, sous la seule hypothése
C et dans I'environnemet, la clausep.c admet le type”’ — 7. »

Lorsque le motifp ne fait intervenir que des types de données algébriquesaires,3 est vide et
D esttrue. On retrouve alors la régle qui gouverne le filtrage en ML.dogwe le motif fait intervenir
un type existentiel au sens de Laufer et Odersky [13eut étre non vide. On retrouve alors la régle
qui gouverne I'élimination des types existentiels, consaes le nom depen La clause de fraicheur
concernant les variables de typg@garantit que ces variables sont considérées comme abstrélte
exige en fait que la fonction XI".e » soit polymorphe vis-a-vis de ces variables de types. Edéins
le cas général, la contrainfe peut étre non triviale. On note alors que I'expressi@st typée sous une
hypothese&” A D plus riche que I'hypothés€ disponible a I'extérieur de la clause. C’est par ce moyen
gu’un test dynamique, a savoir le filtrage, fournit une infation statique supplémentaire.

Le systeme HMGX) autorise la récursivité polymorphe, pour laquelle le péaie de I'inférence
de types est indécidable en I'absence d’annotations égdild86]. On exige donc que toutes les défini-
tions récursives soient annotées par un schéma de typegoidnette restriction raisonnable adoptée,
il est possible de démontrer que I'inférence de types poufGfKl) se raméne a la résolution de con-
traintes. Dans le cas d’une clayse, la contrainte engendrée est de la fordieD = ..., ou 3 et D
sont essentiellement ceux de la regle de typage ci-desaugidntification universelle refléte le fait que
les variables de type$représentent des types abstraits, et apparait déja ldfequdfectue l'inférence
de types pour le systeme de types de Laufer et Odersky [15Tplication est propre au filtrage en
présence de types de données algébriques gardés, et reffaiequ’une hypothese supplémentaire,
représentée par la contrainfe est localement disponible.

Le probléme de l'inférence de types se raméne donc a la té&solle contraintes dans une théorie
du premier ordre. Je veux dire par la que, outre les prédidé@msentaires que nous avons pu employer
(égalité, sous-typage, et éventuellement autres), llebledes connecteurs de la logique du premier
ordre est mis a contribution, puisque I'implication conti¢éa négation. La résolution de contraintes
est alors décidable au moins dans certains cas, comme cdiggdité [187, 188] et du sous-typage
structurel [189, 190]. Néanmoins, la complexité du proldérst, dans tous les cas, non élémentaire [88].
Méme si des algorithmes de résolution concrets ont été pésjd91-195], il serait déraisonnable de
vouloir emprunter cette route.

Par conséquent, il est nécessaire de reconsidérer le preldide faire en sorte que les contraintes
engendrées appartiennent a un fragment suffisammentinestver admettre un algorithme de résolu-
tion efficace. C’est ce que Vincent Simonet et moi-méme [Edfglctuons donc dans un second temps.
Notre proposition est de se placer dans un fragment ol ldsadat@s d’implicationy3.D = ... satis-
font la conditionftv(D) C /3. Cette condition est forte : il estimmédiatement apparaatigmplication
générale n’est plus exprimable.

Dans le cas ou le seul prédicat élémentaire est I'égalitgest suffisante pour garantir un algorithme
de résolution efficace. En effet, la contraifté. D étant close, on peut décider, par unification, si elle
satisfiable ou non. Si elle ne I'est pas, algfsD = ... est équivalente &ue. Si elle I'est, alors la
simplicité de la structure de sa forme résolue permet deiréé¢3.D = ... en une contrainte de
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la formeV/'. ..., o I'implication a disparu. Le fait qu'il soit possible diiner l'implication a une
conséquence importante : les formes résolues, pour notgada de contraintes, sont les mémes que
celles d’'un algorithme d’unification ordinaire. Comme jai lexpliqué plus tot, cette propriété permet
aux contraintes de rester invisibles aux yeux du programmijout de types de données algébriques
gardés a ML respecte donc I'esprit du langage.

Le cas ou le seul prédicat élémentaire est une relation detgpage structurel a été étudié par
Simonet [196]. Dans ce cas également, une restriction dermaef des implications semble nécessaire
pour parvenir a un algorithme de résolution efficace.

Pour que les contraintes engendrées puissent appartdaingage ainsi restreint, il est nécessaire
d’exiger quelques annotations supplémentaires de la pgmtajrammeur. En bref, il est suffisant d’exi-
ger que les constructiormase et i, soient combinées et annotées par un schéma de typed a dé-
finition par cas de fonctions récursives devient donc unestcoction primitive du langage. La méme
solution est entrevue par d’autres auteurs, parmi lesgtiett al. [156], Cheney et Hinze [160], et
Sheard [197].



Chapitre 7

Et ensuite ?

déclaratif etadapté au calcylpour la spécification des systémes de types. En effet, oh peu

voir un algorithme de vérification ou d’inférence de typesome une simple fonction qui a un
programme, ou fragment de programme, associe une coeti@wit, entre autres, les figures 2.2, 2.3
et 2.6). Les typages admissibles par le programme sont afolsjection avec les solutions de cette
contrainte.

Pour arguer de IEgéretédu formalisme, je m’appuie sur une observation empiriquémmlorsque
le langage de programmation étudié est riche, le langagertteaintes reste relativement restreint — il
s'agit en général d’'un fragment de la logique du premierefdndé sur un treés petit nombre de prédicats
de base.

L'aspectdéclaratif du formalisme provient du fait que les contraintes sontemtBune interpréta-
tion logique dans un modéle, laquelle définit les notionsaleti®on, de satisfiabilité, et d’équivalence
de contraintes. On peut ainsi raisonner sur les contraidt@¥ sur les programmes, de fagon pure-
ment logique. Le difficile probléme de la mise au point et dadscription formelle d’un algorithme de
résolution de contraintes efficace devient alors entiénémeépendant.

Enfin, les contraintes permettent dedculsque n'autorisent pas les présentations classiques a base
de regles de déduction. Par exemple, pour savoir si un progeaest bien typé, il suffit de déterminer
si la contrainte qui lui correspond est satisfiable, ce quampten général un calcul spécifié sous forme
d’'un systéme de réécriture de contraintes. Les contraseie®nt donc non seulement a la spécification
du probléme, mais également a sa résolution, étape par. &apailleurs, pour savoir si deux pro-
grammes admettent les mémes typages, il suffit de détersiites contraintes qui leur correspondent
sont équivalentes, ce qu'on peut réaliser par le calcuk grbbléme de I'équivalence de contraintes
est décidable. Une idée voisine peut étre employée pournisé&cgartiellement les preuves d’auto-
réduction (82.4.4).

Cette thése n’est certes pas nouvelle, puisque la diseiglirtypage a base de contraintes est appa-
rue dans les années 1980 et s’est développée au cours des 4886. Tout au plus l'ai-je illustrée ici
au moyen de quelques exemples concrets.

Quel est I'avenir de cette discipline ? La floraison de systede types a base de contraintes plus
ou moins exotiques, souvent dédiées a une applicatiorcphgtie, a laquelle on a assisté continuera
probablement ; mais la n’est pas, a mon avis, le plus inténéss

Dans ce qui suit, je suggére deux axes selon lesquels jeitemaligmorienter mes recherches futures.
Il s'agit la d'idées assez générales, donc nécessaireragoes. Le premier axe consiste a revisiter en
termes de contraintes certains domaines ou celles-ci pasbu peu été employées. Le second consiste
a concevoir des systemes de types, a base de contraintes pgungoient assez séduisants pour étre
adoptés par des langages de programmations réalisteqa rester a I'état de propositions théoriques.

I A THESE que je défends ici est la suivante : les contraintes fougnisan formalismdéger,

Mieux comprendre certaines théories grace aux contraintes Il reste aujourd’hui quelques familles
de systemes de types auxquelles les techniques a base dairdestn’ont pas été appliquées. Or,
expliquer certains de ces systémes en termes de contrpimtiesait permettre d’abord de mieux les

51
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comprendre, ensuite d’en découvrir d'éventuelles géisatans.

Je pense, par exemple, a I'extension du systéme de typesndasis Milner connue sous le nom
de « polymorphisme de rang arbitraire, » due a Odersky etetgd@B8] et mise en ceuvre dans le
compilateur GHC par Peyton Jones et Shields [199]. L'athore d’inférence de types proposé par
Odersky et Laufer est a base de substitutions, donc refegire peu lisible. Celui décrit par Peyton
Jones et Shields est présenté sous forme de code Haskgdl.g&fends que I'inférence de types pour
ce systeme peut étre réduite a la composition d’'une phaseopagation des annotations de types
et d'une phase de génération de contraintes d’'unificatioprdmier ordre sous préfixe mixte. Cette
présentation me semble faciliter la compréhension du syst®e plus, elle permet de découvrir que
certains des choix présentés comme décisifs par Peytos dbi&hields n'ont en réalité aucun impact
profond. Ce (modeste) résultat, non encore publié, a é&naten collaboration avec Didier Rémy.

Je pense par ailleurs a des systemes de types plus richaseclensysteme F ou certaines de ses
restrictions dotées d’un probléme d’inférence de typesdaéte. Par exemple, le systéme M[200],
dont I'expressivité semble trés prometteuse, n'est pagepté en termes de contraintes. Or, réduire I'in-
férence de types pour Mlvers un probléme de résolution de contraintes pourrait gttrend’une part
de mieux comparer son expressivité a celle de ML, en évalagniissance du langage de contraintes
nécessaire a une telle réduction; et, d’autre part, de niemprendre quelles extensions on peut lui
apporter : par exemple, I'ajout de types récursifs ou desyglgébriques gardés serait-il possible ? En
ce qui concerne le systeme F lui-méme, I'inférence de tygds peu étudiée depuis que Wells [201] en
a établi 'indécidabilité. Seul Raffalli [202, 203] semlzeoir suivi une approche a base de contraintes.
Or, il pourrait étre intéressant de mieux comprendre celgnod, afin peut-étre d'en isoler d’autres
restrictions décidables. Par ailleurs, une réduction idééfence de types pour le systéme F vers un
probléme (indécidable) de résolution de contraintes @dtfaciliter les preuves deontypabilité dans
le systéme F, preuves dont la difficulté est notoire.

Enfin, les systemes d'inférence de types locale [204, 20&}trjamais été expliqués en termes de
contraintes. Quel serait un langage de contraintes apprairde quelle maniéere la notion aujourd’hui
informelle de localité se manifesterait-elle ? La questsh relativement théorique, mais néanmoins
intrigante.

Faire progresser les langages de programmation On peut distinguer, parmi les systémes de types,
ceux congus pour une analyse entierement automatiques gam, et ceux destinés a étre explicitement
employés par le programmeur, d’autre part. On disposedi®ia conception des premiers, d’une cer-
taine marge de manceuvre, puisque les seuls impératifs serécision et une efficacité raisonnables.
Or, en ce qui concerne les seconds, celle-ci est signifezatwnt réduite. En effet, I'enjeu est beaucoup
plus important : le systéeme de types d'un langage de progegiomdéfinit un univers conceptuel, une
structure mentale, que I'on impose de fait au programméestlalors nécessaire de conjuguer non
seulement expressivité et efficacité, mais aussi et sunioaiigrande simplicité. Force est malheureu-
sement de constater que rares sont les systemes de typesdel@mtraintes pouvant prétendre a ces
trois qualités. Il y a donc la un défi a relever.

Le systéme de types HM&:), c’est-a-dire le systéme obtenu en ajoutant a ML récuésipitly-
morphe et types de données algébriques gardés, est pedeé&teux qui conjuguent ces qualités. Parce
gue les contraintes employées admettent des unificatensgaux, il est possible de ne présenter au
programmeur que des schémas de types non contraints, comivie.ePar ailleurs, les types attri-
bués aux programmes ML existants restent inchangés : lalegitdpsupplémentaire ne se manifeste
gue lorsqu’on I'exploite effectivement. Enfin, je crois deegain d’expressivité offert par cette exten-
sion est important. J'ai démontré qu’elle permet I'écetde programmes en style « défonctionalisé, »
ce qui représente toute une classe d'applications (86&2)pdr ailleurs en téte quelques applications
originales des types de données algébriques gardés, gpergbientdt publier.

D’autres auteurs sont aujourd’hui persuadés de l'intéeétets « types inductifs. » Xi et ses coau-
teurs en ont publié des applications dans divers domais-Z08]. Cheney et Hinze [160] ont milité
pour leur introduction dans Haskell, laquelle est actuedist étudiée par Peyton Jones, Washburn et
Weirich [209]. L'enthousiaste Sheard [197] note qu’ils dent au langage ML une partie du pouvoir
d’expression d’'un démonstrateur automatique tel que Gqaéeit que les langages de programmation
du futur en seront munis, ce qui réduira le fossé entre éerétipreuve de programmes.
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Au-dela de l'effet de mode, je crois cette idée promise a wwnavdurable. Sous ma direction,
Yann Régis-Gianas étudie actuellement son implémentatiabord dans un prototype, puis au sein du
compilateur Objective Caml, et il est probable qu’elle feraI'un des attraits des versions futures du
langage.

Mon jugement est plus réservé en ce qui concerne les instaleddMQ X ) dotées de langages de
contraintes plus complexes. Par exemple, I'emploi detharétique de Presburger, soutenu par Xi [180,
210] et par Zenger [184], peut sembler tentant. Mais poungxlégier ce fragment de I'arithmétique
plutdt qu’une autre théorie logique ? Pour satisfaire lesolmes de chacun, ne risque-t-on pas d'étre
amené a combiner diverses théories et d’obtenir ainsi uih digparate ? Les formes résolues, qui
sont présentées a l'utilisateur au sein des schémas de ityfpess, ne risquent-elles pas d'étre tres
complexes ? Si la combinaison de théories logiques rereantsucces pratique certain dans le domaine
de la démonstration entierement automatisée, je ne suisgoaaincu qu'il soit bon d’introduire une
telle complexité dans le systéme de types d’'un langage dgaronation généraliste. Se limiter aux
contraintes d’'égalité entre termes signifie certes renohame certaine expressivité supplémentaire,
mais semble relativement naturel, dans la mesure ou ceagurs sont déja présentes en ML.

Peut-étre, pour aller au-dela de la théorie de I'égalits g@our autant privilégier telle ou telle
théorie particuliéres, faudrait-il autoriser I'utiligatr a définir lui-méme le langage de contraintes qu'il
souhaite exploiter, ainsi que la procédure de résolutisn@ée. Un pas dans cette direction semble
avoir été effectué par le langage expérimental Chamelebh, [212]. La procédure de résolution des
contraintes peuty étre partiellement spécifiée par le pragreur, sous forme d'un systéme de réécriture
confluent, exprimé dans le formalisme demstraint handling rule$CHR). Toutefois, pour garantir la
s(reté du typage, une partie des regles de réécriture asuéfipour définir I'interprétation logique des
contraintes, est engendrée automatiquement par le systéme

De fagon générale, augmenter I'expressivité du systemgpes associé a un langage de program-
mation généraliste, sans en sacrifier la simplicité, restédii qu'on ne voit relever que fort rarement.
Néanmoins, ces derniéres années ont vu des progres imgattars le domaine du typage et de notre
compréhension de la structure des programmes — par exeampdét-on imaginé, il y a dix ans, pouvoir
analyser, par le typage, le code d'un ramasseur de miet@are en langage machine ? Je suis heureux
d’avoir pu observer cette évolution, ainsi qu'y participgsdestement, et suis impatient d’apprendre ce
gue le futur nous réserve.
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